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DAY VA HQOC KHAI NIEM GIOI HAN HAM SO
O TRUONG TRUNG HOQC PHO THONG

LE THAI BAO THIEN TRUNG"

TOM TAT
Tw twong giGi han dA xudt hién ngam an tr thoi Euclide, nhung phdi doi dén thé ki
XIX nhan logi méi c6 mét dinh nghia chinh xdc. Piéu do chimg t6 nhitng khé khian mang
ban chat tri thire ludn (chudng ngai tri thire ludn) ma bt cir ai ciing c6 thé gap phdi trong
qué trinh link héi khai niém tinh té ndy. O bic THPT, dinh nghia bang ngén ngit &, 8 da
bién mat trong cdc sdach giao khoa hién hanh véi muc dich lam giam khé khan cho hoc
sinh khi hoc khdi niém nay. Tuy nhién, chon lya su pham nay chua du dé hoc sinh vuot
qua cdc chudng ngai dé chiém linh day di y nghia cia khdi niém gidi han.
ABSTRACT
Teaching and learning the concept of limit function at secondary high schools
The notion of limit first appeared implicitly in the Euclidean time, but until the 19th
century, there was an exact definition on it. This fact showed that epistemological
difficulties (obstacles) in the process of acquiring of this subtle concept are inevitable. At
the level of secondary high school, the language definitions of ¢ and ¢ disappeared in the
current mathematics textbooks aiming at reducing the difficulties for students to learn
them. However, this pedagogical choice is not enough for students to overcome obstacles
to acquire the full meaning of the term ““limit™.

Bai b&o nay s& dé cap dén mot sb
két qua nghién ctu ciia ching toi dya
trén cac cong cu cua ly thuyét nhan hoc
(Chevallard 1985) va ly thuyét tinh
huéng (Brousseau 1998). Sau khi gioi
thiéu mot diéu tra vé quan ni¢m cua hoc
sinh l6p 12, ching tbi sé trinh bay nhiing
quan diém tri thice luan vé khai niém gioi
han rdt ra tir nhitng phan tich lich sir va
toan hoc. Viéc so sanh quan niém cua
hoc sinh vé khai niém gidi han voi cac
quan diém tri thire ludn cho phép ching
t6i 1am rd nhimng y nghia con thiéu ¢ hoc
sinh vé khai niém nay. Trong phan cudi
cua bai bdo, ching tdi gigi thiéu mot dd
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&4n day hoc nhim vao muc tiéu bd sung
nhitng ¥ nghia con thiéu vé khai niém
gidi han cua hoc sinh.
1. Quan niém cua hgc sinh sau khi
hoc khai niém giéi han ham sé

Theo chuong trinh chinh 1i hop nhat
va chuong trinh hién hanh, khai niém
giéi han duoc giang day ¢ 16p 11. Nham
tim hiéu mot phﬁn guan niém cuia hoc
sinh sau khi hoc khai niém gigi han ham
s6, ching t6i d4 tién hanh mot thyc
nghiém trén 131 hoc sinh 16p 12 (chuong
trinh chinh 1i hop nhét). Thuc nghiém
gom hai ciu hoi sau day :
Cau héi 1. Hay tinh Iim—\/?x?’_l.

x—3
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Cau heéi 2. Hay giai thich cho mot hoc
2

sinh I6p 10 bidt ki hidu lim>—==2¢6

-1 x—1

nghiala gi ?
Két qua thu duoc nhu sau :

- Dbi voi cau hoi 1: 86% hoc sinh
dugce hoi dd &p dung quy tic dai s6 dé
khtr dang vo6 dinh (0/0) va cho két qua
hodc 1a mot s6 cu thé hodc Ia ki hiéu oo
(mic du gidi han nay khdng ton tai).

- Pbi vdi cau 2, 73% hoc sinh duge
hoi soan mot chi din dé tinh gidi han.
Pic biét, mot ¢b hoc sinh con hru Y ring
«cir 1am nhu vdy ma chang can hiéu g
vé lim ».

Két qua trén cho thiy, hoc sinh hiéu
khai niém gidi han thong qua ki hiéu
limf (x) chi 12 viéc thuc hién cac bién doi

X—a
dai sb dé tinh toan gidi han. Nhu vay hoc
sinh khong hiéu ¥ nghia thyc sy cta khai
niém gioi han, khong quan tim dén tinh
thich dang cua bai toan va khong khao sat
ham s6 ciing nhu du doan gi6i han can
tinh.

Phan tiép theo ciia bai b4o nham tra
161 cau hoi: trong lich si d& cO nhimng
quan diém ndo vé khai niém gisi han
ham sb ?
2. Nhirng quan diém vé khai niém
gi6i han trong lich si

Quan diém dau tién vé khdi niém
gi6i han ton tai tir thoi Euclide (tu tudng
cia né thé hién trong Phuong phap vét
can) dén tan Newton (1642-1727). Chlng
t6i goi day la quan diém «Xdp xi X ».
Trong quan diém ndy, bién s6 «kéo »
ham s6 :

Néu mér dai luwong x tién vé mot gia
tri a cua dai lwong nay (theo nghia, no

nhdn cdc gid tri ngdy cang gan a) thi dai
lwong y — dai lwong phu thuéc x (mot
ham so bién x) — tién vé mot gia tri |,
Nghia /a x cang lic cang gan a kéo theo
y cang ldc cang gan I.

Quan diém thér hai vé khai niém
gidi han xudt hién khi Cauchy (1821) dua
ra dinh nghia chinh xac cho khai niém
nay. Chang toi goi day 1a quan diém
« Xap xi f(X)».

Trong quan diém « Xap xi f(x) »
chiung ta hiéu khdi niém gidi han (thé
hién trong ki hi¢u hién dai ngay nay
lim f(x)=1) 0 nghia /a dg Xdp xi ciia
f(x) Vi [ ma ta mong muon sé quyét dinh
do xd'p xi ctia x véi a can chon.

Chung ta biét rang chinh quan diém
thar hai d& hinh thanh nghia dung cua
khai niém g@i6i han. Nam 1876,
Weierstrass da thé hién quan diém « xap
xi f(x) » ciia khai niém giéi han bing
ngodn ngit €, 5. Pinh nghi stc tich nay van
dugc st dung ¢ bac dai hoc ngay nay.
Vi ngon ngir hinh thirc, nguoi ta ¢ thé
trinh bay khai niém gidi han nhu sau :

limf(x)=1 < (Ve>0,35>0: |x

x->a
~al <= 1) - 1] <¢)

Hai quan diém ké trén thé hién sy
d6i 1ap nhau vé vai tro ciia do xap xi bién
& va d6 xdp xi gia tri ham sb ¢ : trong
quan diém « xap xi X », d6 xdp xi & kéo
theo do xip xi &; con trong quan diém
« Xap xi f(x) », d6 xap xi € mong muébn s&
quyét dinh d6 xap xi 8.

Ching han, xét day s (up):
u,=0,98..98 ta thiy ddy sd nay ting

n

nghiém ngat va cang gan 1 khi n cang

63



Tap chi KHOA HOC BHSP TP HCM

Sé 27 nim 2011

I6n® theo quan diém « X4p xi X », nhung
khéng c6 gidi han 1a 1 theo quan diém
«xap xi f(x) » NOi cach khac 1 1a mot
chan trén nhung khéng phai 1a chan trén
nho nhét caa day (uy).

Tuy quan diém «Xip xi x » chua
thé hién ding ban chat ctia khai niém gidi
han ham sé nhung né cho ta moét hinh
anh tryc quan khi tiép can khai niém. Vi
vay khi bat dau giang day khai niém gi6i
han & THPT nguoi ta khéng loai bo quan
diém « Xap xi X »,

Ngay sau khi khai niém gidi han
ham s6 dugc hoan thién theo quan diém
«xap xi f(x) », cac nha toén hoc thyc
hién viéc mé hinh hda cac quy tic dai s6
trén cac ham sb chuyén qua gidi han khi
nghién ctru gidi tich. Chang han, ching ta
c6 thé tim thay cac quy tic dai sb khi
thuc hién phép tinh véi cac vo cung bé
(ki hiéu 1a 0) va v6 cung lon (ki hiéu 1a
+0 va -o0) trong gido trinh Cours
d’Analyse de I’Ecole Royale
Polytechnique cia Cauchy 4n hanh nim
1821. Nhu vay, ngudi ta ¢ thé thao tac
theo céc quy tic dai sb trén c4c gisi han
ma khong dé cap dén y nghia ciia khai
ni¢m gioi han. Lang (1986) dd@ xem mot
tap hop céc quy tic dai s6 « tdi tiéu » trén
c4c gii han nhu mot hé tién dé. Dén day,
mot quan diém ma ching t6i goi la
« quan diém dai s » cua khai niém gidi
han xuét hién.

So sanh véi két qua thuc nghiém,
ching ta thay hoc sinh chi hiéu khai niém
gigi han ham sb theo quan diém cudi
cing, «quan diém dai sb». Sy thiéu
vang cic quan diém « Xap xi X » VA « Xap
xi f(x) » khong nhimg khién hoc sinh cho
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rang gigi han khong gi khac hon 1a thyc
hién tinh todn ma con khién ho kho co
thé &p dung khai niém khi giai quyét cac
bai toan (cua toan hoc, vat li, hoa hoc ..)
lién quan dén viéc chuyén qua gidi han.
Ngoai ra, viéc xay dung cac khai niém
toan hoc khac nhu ham sb lién tuc, dao
ham cta ham sb, tiém can... dya trén
viéc chuyén qua gi6i han ciing s& mat di
y nghia.

3. Mot d6 an day hoc nhiam xay
dung cac quan diém xip xi cia khai
niém giéi han

Chung t6i da xady dung, thuc
nghiém va phan tich mot dé an day hoc
dwa vao cac cong cu cua li thuyét tinh
hubng do Brousseau (1998) dit nén
mong.

D6 an cua chiing t6i bao gom 4 hoat
dong, trong khudn khé cta bai bao ching
t0i chon gidi thiéu hoat dong 2 va hoat
dong 4, 1am rd y dd cua cac hoat dong
nay nhung khong trinh bay phén tich thuc
nghiém. Poc gia co thé tham khao day du
cac phan tich trong [4].

3.1. Bai todn co sé va nhitng lya chon
cho dé dn

Toan bd d6 4an dua trén mot bai
todn co s¢ cua khai niém gioi han :

« Cho ham sb y = f(x). Hay tim n
cap (hay tat ca cac cap) (x ; f(x)) sao cho
f(x) thuoc vao khoang(l - € ; | + €) ».

Ching t6i chon ham sb duoc cho
2x* +0,1x- 0,21

x> +0,7x-0,3
Ham sé duogc chon co dang hitu ty

béi cong thirc sau: y =

u()
v(X)

toan gi¢i han cua chuong trinh THPT.

thuong Xxuat hién trong cac tinh
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Ham sé nay c6 mién xac dinh D=R\{-1 ;
0,3} va Iirp3 f(x)=1.

Cac hé sb thap phan dwoc chon
nhiam gay khé khin cho viéc dit nhan tir
chung va khtr dang v6 dinh khi tinh toén
giGgi han. Ngoai ra sy chon lya nay con
nham thiét ké cac hoat dong tinh todn gan
ding bang may tinh bo tii.

May tinh bo tai sir dung trong thuc
nghiém 1a CASIO fx — 570MS (kiéu may
duogc sir dung phd bién trong nha truong
hién nay) véi chirc niang nhép biéu thirc
chira bién va thyc hién lién tiép cac tinh
todn gan dung gia tri f(x) véi nhitng gia
tri cu thé cua bién x. Ching tdi day hoc
sinh st dung chlrc nang nay trong hoat
dong 1.

3.2. Hoat djng 2: ity thac tinh hudng

Hoat dong 2 gém hai cau hoi. Hoc
sinh duwoc yéu cau tra 1oi mot cach doc
lap vao nhimng phiéu da phat. Cac san
phém thu duoc s€ phuc vu cho viéc phan
tich cac chién luoc xuat hién trong 16p.

Céu hoi 1: Gidi phuong trinh f(x) =1.

V&i cau hoi nay, hoc sinh va gido
vién sg di dén tong két nhu sau: « Vi tap
xac dinh cua phuong trinh D= R\{-1;
0,3}, khong ton tai gia tri x nao cho f(x)
bang 1 ».

Két luan nay 1am xuat hién van dé :
Khdng c6 gia tri ndo cia x cho f(x) bang
1, nhung liéu co cac gia tri x sao cho f(x)
gan 1 nhdt ¢é thé ? Néu cé thi dé la
nhitng gid tri ndo? Néu khéng thi tai
sao ?

Vian d& dit ra bat dau duoc iy thac
cho hoc sinh mét cach ngdm an qua ciu
hoi 2: Hay tim 3 gia tri x sao cho f(x)
thugc vao doan [0,99 ; 1,01]. V6i cau hoi

nay hoc sinh c6 thé st dung hai chién
luoec.

Chién lugce 1: Giai hé bat phuong
trinh 0,99 < f(x) < 1,01 rdi chon 3 gi4 tri
X Nam trong tap nghiém.

Chién luoc 2: Dung may tinh bo tai
do céc gi4 tri x co gia tri gan dung cia
f(x) thudc vao doan [0,99 ; 1,01].

Chién lugc 1 sé rat ton thoi gian va
kho di dén két qua cudi ciing so véi chién
lugc 2. Chung t6i dat hoc sinh trudec mot
tinh hudng tao thuan loi cho chién lugc
tinh gan dung. Vi chon lwa ndy ching
t6i nham dén cac quan diém xép xi cia
khai niém gidi han.

3.3. Hoat djng 3: Trd chei Am cip sé
tot nhit

Lop thuc nghiém dugc chia thanh
nhitng nhom hai hoc sinh. M&i nhém
dugc phat mot phiéu « Quy tic trd choi -
CAu tra 151 ctia nhom » va hai « Phiéu ca
nhan » nhu dudi day.

Quy tic trd chei « Tim cip sb (x ; f(x))
tét nhat »

Céc em hdy cung nhau lam viéc.
MJi nhom gdm hai ban (goi 12 ban A va
ban B) s& tim mot cip sb (x; (X)) sao
cho f(x) gan 1 nhét c6 thé.

Qué trinh tim kiém bao gdom hai
giai doan.

Giai doan 1. (15 phut)

A tim kiém véi x < 0,3 va B tim
kiém véi x > 0,3.

Mbi em hdy ghi lai cac ciap ma
minh tim thiy vao « Phiéu c4 nhén » rdi
khoanh tron cap s tot nhat ctia (nghia 1a
cap c6 f(X) gan 1 nhat)

Giai doan 2. (10 phut)
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A va B ghi cip sb khoanh tron cia
minh vao phiéu.

Sau d6, hdy cung nhau thao luan dé
chon cip sd «tdt nhat» dé trinh bay
trude ca lop.

Nhém chién thang 1a nhém c6 cip
s6 tot nhat trong 16p, nghia 1a ¢6 cip sd
(x ; f(x)) sao cho f(x) gan 1 nhat.

Giai doan 2

Cap so tot nhat cua A

Cap sd tot nhat cua B

Cip sb tot nhat cia nhom

Giai thich tai sao lai chon cap so6 nay lam
cap so tot nhat cia nhom

Phiéu ca nhan cia A (VE1 X <0,3) teeevvveneeeeeeennnn.n, NROM. ...
X f(x) Nhap
0 0,7
Phiéu canhan cia B (v8i X > 0,3) f..veeeevviinnenne, NROM...ovvieeee e,
X f(x) Nhap
1 1,35

Chung t6i dy kién hai chién Iuoc
chii yéu ma hoc sinh c6 thé sir dung theo
hai quan diém Xap xi ciia khai niém gioi
han nhu sau.

Chién lugc «xép xi x »: hoc sinh
chon nhitng gia tri x cang lic cang gan
0,3 dé tinh gan dung f(x) bang may tinh
bo tui va thiy rang f(x) cang lic cang gan 1.

Tuy nhién, dén mét lic nao do khi x
du gan 0,3 (chang han x = 0,299999) may
tinh bo tai s& cho két qua tinh f(x) = 1.
Diéu ndy tao ra mot mau thuin ¢ hoc sinh
boi vi ho da biét trong hoat dong 2 ring
« khbng cd gia tri nao caa x cho f(x) = 1 ».

Mau thuin nay cho phép di dén két
luan rang con c6 nhiig gia tri X sao cho
f(x) gan 1 dén ndi may tinh bo tai khong
con phan biét duoc gia tri gan dung nay
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V6i s6 1. Nhu vay tu tuong « xap xi f(x) »
c6 thé xuét hién.

Sau khi t& chuc tranh luan cho tat
ca cac nhom vé cip s6 cia nhom nao 1
t6t nhat, gido vién s& két luan vé trd choi
nay bang cau hoi sau day :

Co ton tai hay khéng mét cip so
(x; f(x)) sao cho f(x) gan 1 nhdt? Tai
sao ?
4. Thay cho loi két

Phan tich chuong trinh va sach giao
khoa bac THPT cung véi nhirng nghién
ctru thyc té day hoc khai niém gi6i han
cho thiy kiéu nhiém vy tinh giéi han da
lin at nhimg van dé khac mang lai y
nghia thyuc thu cho khai niém nay. Nhiing
kiéu nhiém vu duoc gidi thi€u trong dd
&n day hoc cua chung t6i (ving mat trong
day hoc & nudc ta) c6 thé gitp hoc sinh
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hiéu rd y nghia ctia gidi han hon. Ngoai
ra, khi tham chiéu cac két qua nghién ciu
tri thic luan, chdng t6i cho rang viéc
giang day khai niém gidi han khong phai
chi dugc thuc hién trong bai hoc c6 tén
Gidi han (khi khai niém dugc dinh nghia
va voi tu cach 1a mot déi twong nghién
ctu) va theo mot trinh tu xuét hién trong
cac sach gido khoanudc ta (gidi han —
ham s lién tuc — dao ham — tiép tuyén —
tiém can — tich phan). Ching han, giéo
vién c6 thé cho hoc sinh tiép can khai
niém gi6i han gin véi cac quan diém xép
Xi ciia né khi nghién ctru bai toan tim tiép

tuyén ciia dudng cong hay bai toan tim
dién tich hinh thang cong trudc khi khai
niém gidi han chinh thirc dugce goi tén va
dugc dinh nghia. Chon lya su pham nay
khdng nhirng gitp cho hoc sinh linh hdi y
nghia thuc thy cta gigi han ma con giup
ho hiéu duoc su xay dyng cac khai niém
khac (dao ham, tich phén ...) nho vao
khéi niém gioi han : tir viéc danh gia xap
Xi (chang han : Xap xi tiép tuyén bang cat
tuyén, xap xi dién tich hinh thang cong
bang tong dién tich cac hinh chit nhat ...)
réi chuyén qua gi6i han.

1 Mot cach téng quat ta co thé xem ddy sb nhu mot ham sé f: N*— R.

2 tién ra .
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