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TOM TAT

Trong bai viét nay, chdng toi thiet Idp mét tiéu chudn @é dai sé duong di Leavitt cia ds thi
Cayley va do thi chia cam sinh tir cac nhém hau han c6 tinh chat sé co sé bat bién.

Tir khoa: dai s6 dudng di Leavitt, d6 thi Cayley, do thi chia, tinh chét s co s bat bién.
ABSTRACT

Investigation in the invariant basic number property
of Leavitt path algebras of some classes of finite graphs

In this paper, we give a criteria for Leavitt path algebras of Cayley and divisibility graphs
arising from finite groups having invariant basic number.

Keywords: Leavitt path algebra, cayley graph, divisibility graph, invariant basic number.

1. Giéithigu

Khéi niém Pai s6 dudng di Leavitt cia mot do thi co huéng véi hé sb trén mot
truong cua Abrams - Aranda Pino [1] va Ara - Moreno - Pardo [2] dua ra nam 2005 1a mot
linh vuc nghién ciu sir dung cac két qua, ¥ tudng va phuong phap cia ca giai tich, dai s6
hién dai ciing nhu ¢ dién. Bé hiéu sau hon vé dong co, lich st nghién ctu va thanh tyu
cua dai s6 duong di Leavitt, chung ta c6 thé tham khao bai viét tong quat cia Abrams [3]
va céc tai li¢u tham khao trong do.

Trong chuyén nganh Pai s6 két hop ngudi ta thuong tim hiéu tinh chat cia cac 16p
vanh théng qua nhimg diéu kién han ché trén cic modun xa anh. Mot trong nhimg diéu
kién nhu vay 1 tinh chit s6 co so bét bién. Mot vanh duoc goi 12 ¢6 tinh chat so co sé bat
bién néu hai co sé bat ki cia mot moédun tu do hitu han sinh trén vanh dé déu cé cing sé
phan tir. C6 nhiéu I6p vanh c6 tinh chét sé co sé bat bién chang han nhu cac trudng, vanh
giao hoan, vanh Noether. Tuy nhién, viéc kiém tra mot I6p vanh cho trude ¢6 tinh chat s6
co s bét bién hay khong la khong dé.

Gan day, mot s tac gia da s dung phuong phap t6 hop dé nghién cau tinh chat nay
cho céc 16p vanh thong qua viéc xét tinh chat sé co s¢ bat bién cho cac dai sb duong di
Leavitt. Cu thé, ho quan tdm van dé
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Vén dé: Tim mot tiéu chuan thuan tay d6 thi trén E dé cho dai s6 duong di Leavitt
L, (E) thoa tinh cht s5 co s& bat bién,

Mot sb két qua tét nhat gan day nham giai quyét van dé trén cd thé ké dén nhu:
Abrams - Nam - Phuc [4] va mot cach doc lap, Ara - Li - Lledo - Wu [5] da nghién cuu
tinh chat sé phan tir sinh khong bi chan (mot tinh chat manh hon tinh chat sé co s bét
bién) va dua ra mot tiéu chuan thuan tiy d thi trén E dé dai sé duong di Leavitt L (E)
c6 tinh chét s6 phan tir sinh khong bi chian; Nam - Phuc [6] va mét cach doc 1ap, Kanuni -
Ozaydin [7] da thiét lap duwoc mat tiéu chuan vé tinh chat sé co so bat bién cho dai s6
duong di Leavitt L, (E) thong qua ma tran lién thuoc cta db thi E. Trong [6], cAc tac gia
cling da tim mot diéu kién thuan tay do thi trén E dé dai s6 duong di Leavitt L, (E) co
tinh chat s6 co s& bat bién va sau d6 ap dung vao mot s 1ép do thi cu thé.

Tinh dén thoi diém hién tai van dé néu trén van con 1a mot van dé ma mang tinh thoi
su. Trong bai viét nay, ching t6i sé tiép tuc cac cong viéc trong [6] nham khao sat tinh chat
s6 co so bat bién cua dai s6 dudng di Leavitt cia mot s6 16p do thi hitu han. Déi tugng ma
chung t6i hudng dén 12 16p dd thi duoc cam sinh tir Iy thuyét nhém.

Pé thuan tién cho nguoi doc, chling toi s& gidi thiéu ngan gon cac kién thac chuan bi
trong phan 2. Phan 3 1a ndi dung chinh caa bai viét; trong phan 3, ching t6i khao sat lop do
thi Cayley va d6 thi chia cam sinh tir cac nhém hiru han, sau d6 chiing toi xét tinh s co s&
bat bién cua dai s6 dudng di Leavitt cua cac 16p do thi nay.

2. Vanh théa tinh chit sb co sé bat bién

Trong phan nay, ching t6i gigi thiéu vé tinh chat s6 co s bat bién cho vanh, khai
niém db thi c6 huéng va dai so dudng di Leavitt. Cac két qua trong phan nay chua yéu duogc
tham khao tur [1], [4], [8].

Dinh nghia 2.1. ([8], Definition 1.3).

Mot vanh R duoc goi 1a thoa méan tinh chét sé co sd badt bién néu R™ = R" (xem nhu
cac R -moédun phai) kéo theo m=n.

Cho R 1a mét vanh va m,neN. Khi d6, R™ = R" néu va chi néu ton tai cac phan tu
X;, Y5 trong R sao cho:

> X Yu =G ik =1m); ¥ x, ¥, =6, (h, j=1n) (& lakihieu Kronecker).

Piéu d6 dan dén nhan xét sau
Nhén xét 2.2. Mot vanh R thoa méan tinh chit sb co s¢ bat bién khi va chi khi voi moi
AeM,_ . (R) vavéimoi BeM, ,(R),néu AB=1_va BA=1, thi m=n.

Nhan xét 2.2 gilip ta c6 thé dinh nghia tinh chat s co s bat bién théng qua cac R -
modun trai.

nxm

90



TAP CHi KHOA HOC - Trwong DPHSP TPHCM Ngé Tin Phiic va tgk

Vi du 2.3.

(i) Moi truong déu 1a cac vanh thoa tinh chit sé co so bét bién;

(ii) Moi vanh Noether phai déu thoa tinh chat sé co so bat bién (suy ra tir [8],
Proposition 1.13).

Tiép theo, chling toi nhic lai mot s6 khéi niém vé do thi c6 hudng va dai s6 duong di
Leavitt.

Mot dd thi co hudng 1a bo E =(E°, E',s,r) bao gdbm tdp dinh E° va tdp canh E',
cling véi hai &nh xa s,r:E' — E°. Cac dinh s(e) va r(e) lan lugt duoc goi la diém dau
va diém cuoi cia canh €. Ta n6i s(e) 1a dinh phat ra canh €. Mot d6 thi E duoc goi la
hitu han néu ca hai tap E° va E* 1a hitu han. Mot dinh v ma s™(v) =& duoc goi 1a mot
ngon; mot dinh v ma r(v) =@ duoc goi 1a mot goc; v dugc goi 1a dinh chinh quy néu
0<s™(v) < co.

Dinh nghia 2.4. ([1], Definition 2.1).

Cho mét db thi truc tiép E = (E°,E",s,r) va mot truong bat ki K . Dai 6 duwong di
Leavitt L, (E) ciia do thi E véi hé tir trén K 1a mot K -dai s6 sinh béi cac tap E°, E' va
{e" | e € E'}, thoa man cac diéu kién sau vai moi v,we E® va e, f e E':

1) w=9,,w;

(2) s(e)e=e=er(e) va r(e)e" =e =e's(e);
() e'f=5,r();

(4) v= > ee" véi moi dinh chinh quy V.

ees(v)
Vi du 2.5.
(i) Cho db thi
F = ot -1, g2 2, g3
Khi d6 L (E)=M, (K).
(ii) Cho d0 thi

A

E=e.
Khi d6 L, (E)=K[x,x].

(iii) V&i mdi s6 nguyén n>2 goi

Rn = %

es €en—1

.’Un_
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R, dugc goi 1a bdng hoa n canh; d6 1a mot do thi dac biét trong dai s6 duong di
Leavittvi L, (R ) =L, (Ln), trong d6 L, (1,n) la dai s6 Leavitt kiéu (1,n).
Nhin xét 2.6. Cho E = (E°, E') 1amot db thi hitu han va K 1a mot truong. Khi d6 ta ¢6
(i) L (B) = @, VL (E).
(i) vL (E) = ees@m r(e)L, (E) vé&i moi dinh chinh quy ve E°.

Chang minh. (i) Trich tr [9], Lemma 2.1.9.
(i) Chtng minh duwoc ldy ¥ tuong tr [2], Theorem 3.5 nhu sau: Goi
st(v)={e,,...e,} (neN"), xét dong cau

97 VL (E) > @r(e) L (E)

VAR iei
i=1

va dong cau

#: @)Ly (E) > VL, (E)

re) +— e

D& dang kiém tra do 1a cac dong ciu nguoc cua nhau va ta duge diéu phai ching minh O

Véi mdi d6 thi hitu han E =(E°, E'), ta dinh nghia ma trégn lién thugc cua E, ki
hiéu Ac, 1a ma tran xac dinh nhu sau: goi E° ={v,,V,,..,V, }, khi d6 A 1a ma tran vudng
(a;), trong d6 a; 1a s6 cac canh ni tir v, dén v, . Trong [6], cac tc gid da chi ra mot diéu
kién can va di dya vao ma tran lién thudc ciia do thi dé dai s duong di Leavitt caa n6 thoa
man tinh chat s6 co s& bat bién.
Dinh li 2.7. ([6], Theorem 2.5 va [7], Theorem 18).

Cho E la mét do thi hiru han c6 tdp dinh 1a {v, |1<i<h} va {v,,...,v,}(z<h) la tdp
cac dinh chinh quy cua E. Dqt

3, :[Iok gje M, (N), b=[1..1] e M, (N)

va [AL —J. b] la ma trdn cé duwoc tir AL —J¢ bang cach thém vao cét b. Cho K 1a mét
truong bat ki. Khi dé L, (E) théa man tinh chdt sé co so bat bién khi va chi khi

rank(AL —J¢) <rank([At —J; b]).
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Vi du 2.8.

Véi cac 16p dai s6 da gigi thiéu trong Vi du 2.5, tinh chat s6 co s& bat bién cua ching
da duoc xét trong [8]. Tuy nhién, ta c6 thé dung Pinh Ii 2.7 dé kiém tra mot cach d& dang
hon rang:

(i) M_(K) mén thoa tinh chat s co so bét bién;

(i) K[x,x™] ciing thoa man tinh chat sé co s& bét bién;

(iii) L, (L,n) khong théa man tinh chit s6 co sé bat bién.
3. Tinh chit sé co sé bat bién cia dai s6 dwong di Leavitt trén mot so6 do thij hiru
han cam sinh tir Ii thuyét nhom

Trong phan nay, ching toi khao séat I6p do thi Cayley va do thi chia cam sinh tir cac
nhém hitu han. Tiép theo, ching tdi s& tiép tuc cac cdng viéc trong [6] bang cach sir dung
Dinh Ii 2.7 dé xét tinh s6 co so bat bién cua dai s6 duong di Leavitt ciia cac 16p d6 thi nay.
Dinh nghia 3.1. ([10], tr.1).

Cho G lamot nhém va S la tap sinh cua G . Ta goi do thi Cayley cua nhém G ing
véi tap sinh S, ki higu 1a C¢, 14 d6 thi xac dinh nhu sau: tap dinh 1a tap cac phan tir trong
G vatanéicomotcanh ditir U dén v néutdntai seS dé u=vs.

Vi du 3.2.
Xét G=7_(n>3) va chon tap sinh S={1, j},(L< j<n). Po thi Cayley cia G ting

vai tap sinh S trong trudng hop nay ki hiéu 1a C/. Sau day 14 hinh v& cia C{,C; va C’.

c- () [ g . cie

v v v v
ol — o2 ol ——= o2

] 0 PX

(jq c .b .1,4 - .113 .L‘_l - .'u;-;

Trong [10], c4c tac gia da khao sat cac d6 thi Cayley CJ va phan loai dén dang cau
cac dai s6 duong di Leavitt ctia ching. Tiép theo, chling toi xét tinh chat sé co so bat bién
cua dai s6 dudng di Leavitt ctia 16p d6 thi Cayley cua nhém hitu han.

Dinh Ii 3.3.

Cho G la nhém hiu hgn, S la tgp sinh cua G va K la mgt truong. Khi do,
L. (C3) théa man tinh chdt sé co s bt bién khi va chi khi S 1a tdp chi gém mét phan tiz.

Chitng minh. (=) Gia sir L, (Cg) théa mén tinh chat co s¢ bat bién va S 1 tap co
it nhat hai phan ta. Goi lyc lugng cia G va S lan lugt 1a h,k véi 2<k <h. Ta viét

S ={9,,...9,}. Khi d6 theo Nhan xét 2.6 véi mdi dinh g trong C$ ta co
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k
gL« (C3) = ees@(g) r(e)Lc(C3) = i@lggfll—K (Ca)-
Luu y ring vi G la nhém nén taco G =Gg;" (hay @ gL, (C3)= @ gg;’L, (C3))
ge ge
vgimoi i1=12,..,k, do dé
k
® gLK(Cé) =& @gg;lLK(Cé) = @ kgl (Cé) .
geG geGi=1 geG
Nhu vay, L, (C3) = D gl (Ce) = D kgl (C3) =KL (CQ).
ge ge
Do d6, L, (C3) khong thoa man tinh chat co so bt bién.
(<)Gia sit S={a}. Khi d6 mdi dinh ciia Cg déu phat ra duy nhat mét canh dén
dinh khac nén [A: —J. b] la ma tran c6 dang nhu sau
-1 0 .. 00 1 1

1 -1 .0 0 0 1

0 1 .. 0 0 0 1
[AItE_‘]E b]=

[N

0O 0 ..1 -1 0
O 0 .. 0 1 -1
Cong céac dong vao dong cubi, ta duoc
-1 0 .. 0 0 1
1 -1 .. 0 0 O

|

hxh+1

O 1 .. 0 0 O
[AItE_‘JE b]N

0O 0 ..1 -10

0O 0 .. 0 0 O .
Suy ra

rank(AL —Jg) <rank([At —J. b])-1<rank([A. —J. b]).

Theo Pinh Ii 2.7, L, (C3) thoa man tinh chat s6 co s bat bién. o

Tiép theo, ching t6i xét tinh chét sé co s bat bién cho dai s6 duong di Leavitt cua
dd thi chia cua mot nhém hitu han.
Dinh nghia 3.4. ([11], tr.1).

Cho S 1a mét vi nhém giao hoan. Ta goi do th chia cia vi nhém S, ki hiéu 1a d(S),
1a d6 thi x4c dinh nhu sau: tap dinh |a tap cac phan t trong S va ta n6i c6 mot canh di tir
UdénVvnéuu=v vatontai seS dé u=vs.
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Vi du 3.5.
Cho S lanhém cé n phan ta. Ta ki hiéu d(S) la d, . Khi do
d = e ds = .C. ds = - | e

NV~
\\\_///
Dinh li 3.6.

Cho S 1a nhém hiu hgn c6 n phan tir va K 1a mét truong. Khi dé, L (d.) thoa
man tinh chdt sé co s¢ bat bién khi va chi khi n<2.
Chitng minh. (<) Véi n=1 va n=2 thi [AL —J. b] twong {rng la cac ma tran sau

(-1 1 1
(0 1)va
1 11
D& thay ca hai trudng hop trén déu cé
rank(AL —J;) <rank([At —J; b]).
Theo Pinh 1i 2.7, L, (d,) théa man tinh chat s6 co sé bat bién.
(=) Véi n>3 ta ching minh L, (d,) khong théa méan tinh chat s6 co s& bat bién.
Vi mdi dinh caa d, déu phat ra n—1 canh dén tit ca cac dinh con lai trong d, nén

[Ac —J:] la ma tran sau

-1 1 .. 1 1
1 -1 .. -1 1
1 -1 .. 1
[Ac —Je]=
1 1 1 -1 1
1 1 1 1 -1
Taco
|A=Je = (n=2)(-2)"* %0,
Suyra

rank(A: —Jg) =rank([AL —J; b])=n.
Theo Pinh 11 2.7, L, (d,) khong thoa man tinh chit s6 co s¢ bat bién. o

% Tuyén bé vé quyén lgi: CAc tac gig xac nhan hoan toan khéng c6 xung dét vé quyén loi.

% Loi cam on: Bai bao duoc hé tro bdi dé tai nghién cuiu khoa hoc sinh vién ma sé
SPD2017.02.36.
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