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BÀI TOÁN DIRICHLET  
CHO PHƯƠNG TRÌNH SÓNG KIRCHHOFF 

PHI TUYẾN TRONG KHÔNG GIAN SOBOLEV CÓ TRỌNG 
 

 LÊ THỊ PHƯƠNG NGỌC *, NGUYỄN TUẤN DUY ** 

 

TÓM TẮT 
Trong bài báo này, bằng một thuật giải lặp cấp hai, chúng tôi thiết lập nghiệm yếu 

duy nhất của một bài toán Dirichlet cho phương trình sóng Kirchhoff phi tuyến trong 
không gian Sobolev có trọng. Hơn nữa, đánh giá tốc độ hội tụ cấp hai của thuật giải cũng 
được cho. Kết quả thu được ở đây tương đối tổng quát hơn các kết quả tương ứng trong [2, 
11, 14, 20]. 

ABSTRACT 
On a Dirichlet problem for a nonlinear Kirchhoff wave equation in the Sobolev spaces 

with weight 
In this paper, a second-order iterative scheme is established in order to get a unique 

weak solution of a Dirichlet problem for a nonlinear Kirchhoff wave equation in the 
Sobolev spaces with weight. What’s more, the evaluation of the second-order convergent 
speed of the scheme is given. This result is more relatively generalized than the 
corresponding results in [2, 11, 14, 20]. 

 

1. Giới thiệu 
Trong bài báo này, chúng tôi xét bài toán sau: 
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trong đó các hàm số 0 1, , ,B f u u   là cho trước. Trong phương trình (1.1)1, số hạng 

Kirchhoff 2
0(|| || )rB u  phụ thuộc vào tích phân 

12 2
0 0

|| || ( , ) .r ru ru r t dr   Liên quan đến bài 

toán (1.1) là bài toán sau đây mà nhiều công trình nghiên cứu đã đề cập, chẳng hạn 
trong [4 – 6, 9, 10, 12 – 20]: 
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(1.2)  
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ở đây 
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i

N
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v v x t dx v x t dx


 

      1  là một miền bị chặn trong N�  

với biên 1  đủ trơn và v  là véctơ pháp tuyến đơn vị trên biên 1, hướng ra phía 
ngoài.  

Với 1N   và 1 (0, ),L   phương trình (1.2)1 xuất phát từ bài toán mô tả dao 
động phi tuyến của một dây đàn hồi [6]. 
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ở đây v  là độ võng, x  là biến không gian, t  là biến thời gian,   là khối lượng 
riêng, h  là thiết diện, L  là chiều dài sợi dây ở lúc ban đầu, E  là môđun Young và 

0P  là lực căng lúc ban đầu. 

Trong [3], Carrier cũng đã thiết lập một bài toán có dạng 

 2
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L
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trong đó 0P  và 1P  là các hằng số. 

Trường hợp 1  là quả cầu đơn vị mở trong N�  và các hàm 0 1, , ,v f v v   phụ thuộc vào 
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ở đây 1( ) ( )NB B    với N  diện tích mặt cầu đơn vị trong .N�  Khi đó (1.2) viết 
lại như sau 
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Với 2,N   (1.1)1 là phương trình sóng phi tuyến hai chiều mô tả dao động của 
màng đơn vị 2 2

1 {( , ) : 1}.x y x y     Trong quá trình dao động, bề mặt của màng 
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1  và sức căng tại các điểm khác nhau trên đó thay đổi theo thời gian. Điều kiện 
trên biên (1.1)2 tại 1r   mô tả đường biên của màng tròn (chu vi của 1 ) được giữ 
cố định. Điều kiện biên (1.1)2 tại 0r   hiển nhiên sẽ được thoả mãn nếu u  là một 
nghiệm cổ điển của bài toán (1.1), chẳng hạn như 1( [0, ])u C T   2 (0, ) .C T   
Điều kiện này thường được sử dụng trong sự liên hệ với các không gian Sobolev có 
trọng r  [2, 8, 11, 14]. 

Trường hợp phương trình (1.3)1 không chứa số hạng rur)/( ),0(   thì (1.3)1 
có dạng 

(1.4)   1 2

0
( , ) ( , ).tt r rru B u r t dr u f r u   

Khi 0,f   bài toán Cauchy hay bài toán hỗn hợp (1.4) đã được nhiều tác giả 
nghiên cứu; xem [4, 5] và các tài liệu tham khảo được nêu trong đó. Tổng quan các 
kết quả thuộc về lĩnh vực Toán học của mô hình Kirchhoff có thể được tìm thấy 
trong các tài liệu [17, 18]. Mederios [16] cũng đã nghiên cứu bài toán (1.1) trên một 
tập mở và bị chặn   của 3,�  với ,)( 2buuff   0b  là hằng số cho trước. 
Hosoya và Yamada [5] đã nghiên cứu bài toán (1.4) – (1.3)3,4 với 

( ) | | ,f f u u u    trong đó ,0 0  là các hằng số cho trước. Trong [9, 10], 
các tác giả cũng đã nghiên cứu sự tồn tại và duy nhất nghiệm của phương trình 
(1.5)  2 2 1(|| || ) | | ( , ),tt t tu u B u u u u F x t         ,0,  tx  

ở đây ,0  ,0  ,10     là một tập mở và bị chặn của 3.�  

Trường hợp có thành phần rur)/1(  xuất hiện trong phương trình (1.1)1 ta phải 
khử bỏ hệ số r/1  bằng cách sử dụng các không gian Sobolev có trọng thích hợp [2, 
8, 11, 14]. 

Trong bài báo này, bài toán (1.1) được liên kết với thuật giải xác định bởi một 
dãy quy nạp }{ mu  như sau 
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,0,10 Ttr   với mu  thoả (1.1)2,3,4 và số hạng đầu tiên được chọn là 0 0.u   
Với 2([0,1] )f C �  và 1( ),B C  �  0 0( ) (1 ),pb B z d z    1

1| ( ) | (1 ),pB z d z     
0,z   trong đó ,00 b ,1p  0 1, 0d d   là các hằng số cho trước, cùng với một số 

điều kiện khác, chúng tôi chứng minh rằng bài toán (1.1) có duy nhất một nghiệm 
yếu và dãy lặp }{ mu  hội tụ bậc hai về nghiệm yếu này. Kết quả thu được ở đây 
tương đối tổng quát hơn các kết quả tương ứng trong [2, 11, 14, 21]. 
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2. Các không gian hàm và kết quả chuẩn bị 

 Đặt (0,1).   Ta bỏ qua định nghĩa các không gian hàm thông dụng ),(mC  
),(pL  )(mH  và , ( )m pW   (xem [1]). Với mỗi hàm 0 ( ),v C   ta định nghĩa 

 1/21 2
0 0

|| || ( , )v ru r t dr   và 0V  là đầy đủ hoá của không gian 0( )C   đối với chuẩn 

0|| || .  

Tương tự, với mỗi hàm 1( ),v C   ta định nghĩa  1/22 2
1 0 0|| || || || || ||rv v v   và 1V  

là đầy đủ hoá của 1( )C   đối với chuẩn 1|| || .  Ta chú ý rằng các chuẩn 0|| ||  và 1|| ||  

có thể được định nghĩa lần lượt từ các tích vô hướng 
1

0
, ( ) ( )u v ru r v r dr     và 

, , .u v u v       Dễ dàng chứng minh được rằng 0V  và 1V  là các không gian Hilbert 
với các tích vô hướng tương ứng như trên. Mặt khác, 1V  được nhúng liên tục và 
nằm trù mật trong .0V  Đồng nhất 0V  với 0V   (đối ngẫu của 0V ), ta có 

1V ↪ 0 0V V  ↪ 1.V   Ta cũng dùng ký hiệu ,   để chỉ cặp tích đối ngẫu giữa 1V  và 1.V   

Ta có bổ đề sau đây: 
Bổ đề 2.1 ([2])  

 Tồn tại hai hằng số dương 1K  và 2K  sao cho với mọi 1( ),v C   ta có: 

(i) 2 2 2
0 0|| || (1) || || ,rv v v   

(ii) 1 1| (1) | || || ,v K v  

(iii) 2 1( ) || || , .rv r K v r    

Đặt 1 1{ : (1) 0},V v V v    khi đó ta chứng minh không khó khăn rằng 1V  là 
không gian con đóng của 1V  nên cũng là một không gian Hilbert đối với cùng một 
tích vô hướng trên 1V . Mặt khác, ta cũng có: 
Bổ đề 2.2 

(i) Phép nhúng 1V↪ 0V  là compact. 

(ii) Trên 1V , hai chuẩn 0 1|| || ; || ||rv v v v   là hai chuẩn tương đương. 

Chứng minh bổ đề 2.2 được suy từ bổ đề 2.1, (i). Từ đoạn này trở đi ta sẽ sử dụng 
chuẩn trên 1V  là 0|| || .rv v  

Định nghĩa toán tử ( , )a    như sau: 

(2.1)  
1

0
( , ) ( ) ( ) ,r ra u v ru r v r dr   1, .u v V   
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Khi đó ta có các bổ đề. 
Bổ đề 2.3 

Dạng song tuyến tính đối xứng ( , )a    xác định bởi (2.1) là liên tục trên 1 1V V   
và cưỡng bức trên 1,V  nghĩa là: 

)(i   0 0| ( , ) | || || || || ,r ra u v u v  

)(ii  2
0| ( , ) | || || ,ra v v v  

với mọi 1, .u v V   

Từ Bổ đề 2.3, ta có duy nhất một toán tử tuyến tính liên tục 1 1: ( )A V V    sao cho 

( , ) ,a u v Au v    1, .u v V    

Hơn nữa 1( )r rAu ru
r


  trong 1( )V   và ngoài ra ta còn có bổ đề sau đây nói lên sự tồn 

tại các hàm riêng của toán tử A tạo thành một cơ sở của 0V  và 1V : 

Bổ đề 2.4 
Tồn tại một cơ sở trực chuẩn Hilbert { }jw  của 0V  gồm các hàm riêng jw~  

tương ứng với các giá trị riêng j  sao cho  

)(i   j10  khi ,j  

)(ii  1( , ) , , , .j j ja w v w v v V j        �  

Hơn nữa, hệ { / }j jw   cũng là cơ sở trực chuẩn Hilbert của 1V  tương ứng với 
tích vô hướng ( , ).a    Mặt khác hàm jw  cũng thỏa mãn bài toán giá trị biên: 

 

0

1 ( ) , ,

| lim ( ) | , (1) 0.

j jr r j j

jr jr

Aw rw w trong
r

rw r w





    

   


  

 
 

Chứng minh của bổ đề 2.4 có thể tìm thấy trong [22: trang 87, định lý 7.7]. 

Tiếp theo, với mỗi 2 2
0 ( ) { ( ) : (1) 0},v C v C v       ta định nghĩa: 

(2.2)  2 2 1/2
2 0 0|| || (|| || || || )rv v Av   

và định nghĩa 2V  là đầy đủ hóa của không gian 2
0 ( )C   đối với chuẩn 2|| || .  Chú ý 

rằng 2V  cũng là không gian Hilbert đối với tích vô hướng: 

(2.3)  , , .r ru v Au Av      

Mặt khác ta cũng có thể định nghĩa 2V  như là 2 1 0{ : }.V v V Av V    
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Liên quan giữa các không gian ,0V  1V  và 2V  ta có các bổ đề sau đây mà chứng minh 
của chúng có thể tìm thấy trong [2]. 
Bổ đề 2.5 

Các phép nhúng 2V ↪ 1V↪ 0V  là compact. 

Bổ đề 2.6 
Với mọi ,2Vv  

)(i  1
02( )

|| || || || ,r L
v Av 

  

)(ii  3
0 02|| || || || ,rrv Av  

)(iii   2 1
0 0 02( )

|| || 2 || || || || || || .
L

v v Av v 
   

Bổ đề 2.7 
Với mọi 1u V   và 0 ,v V  ta có: 

 2 2
0 0

1,| | || || || || .
2 ru v u v    

Với một không gian Banach ,X  ta sẽ ký hiệu chuẩn trên X  là || ||X  và X   là 

đối ngẫu của .X  Ký hiệu ),;,0( XTLp  ,1  p  là không gian Banach gồm tất cả 
các hàm đo được ,),0(: XTu   sao cho 

  
1

(0, ; ) 0
|| || || ( ) || ,p

T pp
XL T Xu u t dt      với ,1  p  

 
(0, ; )

0
|| || || ( ) || ,XL T X

t T
u ess u t

 
 sup      với  .p  

Ta ký hiệu ),(tu  ( ) ( ) ( ),tu t u t u t   ( ) ( ) ( ),ttu t u t u t   ),(tur  )(turr  để lần lượt 

chỉ ),,( tru  ),,( tr
t
u

  ),,(2

2

tr
t
u


  ),,( tr

r
u

  

2

2 ( , ).u r t
r



 

Trong các mục sau chúng tôi sẽ xét bài toán giá trị biên và ban đầu (1.1) với 
các giả thiết sau 

)( 1H  ,~
20 Vu   1 1,u V   

)( 2H  1( ),B C  �  sao cho các hằng số ,00 b  ,1p  và 0 1, 0d d   thỏa 

(i) 0 0( ) (1 ),pb B z d z   0,z   

(ii) 1
1| ( ) | (1 ),pB z d z    0,z   

)( 3H  2([0,1] )f C �  sao cho (1,0) 0.f   
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Cho trước 0M  và với f  thoả giả thiết )( 3H  ta đặt 

(2.4)   1 2

1 2

0 0
( , )

1 1 0
2

( , ) sup | ( , ) |,

( , ) , ,
r u A

r u

K K M f f r u

K K M f K M D D f 

 



 

 



 



 

ở đây ( ) {( , ) : 0 1, | | 2 1 2 },A A M r u r u M       
1 2

1 2

1 2
.r u

fD D f
r u

 
 

 



 

 

Cho trước 0M  và ,0T  ta đặt 

2
2 1 0

2
2 1 0

(0, ; ) (0, ; ) (0, ; )

( , ) { (0, ; ) : (0, ; ), (0, ; ),
|| || , || || , || || },L T V L T V L T V

W M T v L T V v L T V v L T V
v M v M v M 

    
  

 

 
 

)}.;,0(:),({),( 01 VTLvTMWvTMW    

Để chứng minh sự tồn tại nghiệm của bài toán (1.1), trước hết ta xây dựng một 
dãy ),,(}{ 1 TMWum   với các hằng số ,0M  0T  thích hợp sẽ được chọn sau, 
bằng phương pháp quy nạp. Dãy quy nạp này sẽ được chứng minh hội tụ về nghiệm 
yếu của bài toán (1.1). 
3. Sự hội tụ cấp hai 

Xét dãy quy nạp (phi tuyến) }{ mu  được xây dựng bởi thuật giải sau: 

Cho trước 0 0u   và giả sử rằng 

(3.1)  1 1( , ).mu W M T   

Ta liên kết bài toán (1.1) với bài toán biến phân: Tìm 1( , ) ( 1)mu W M T m   sao cho 

(3.2)  

2
0 1

1 1 1

0 1

( ), (|| ( ) || ) ( ( ), ) ( , ),

( ) ( , ), , ,
(0) , (0) .

m m m m

m m u m

m m

u t v B u t a u t v f r u v
u u D f r u v v V

u u u u



 

      


     
  





  

 

Khi đó ta có định lý sau. 
Định lý 3.1 

 Giả sử )()( 31 HH   đúng. Khi đó tồn tại các hằng số ,0M  0T  sao cho 
với 0 0,u   tồn tại một dãy quy nạp ),(}{ 1 TMWum   xác định bởi (3.1), (3.2). 

Chú thích 1:  
Trong [2] thuật giải (3.2) đã được xét với ,1B  ).(uff   

Chứng minh định lý 3.1: Chúng tôi sử dụng phương pháp xấp xỉ Galerkin được giới 
thiệu bởi Lions [7], và tiến hành qua nhiều bước dưới đây. 
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Bước 1: Xấp xỉ Galerkin. 

Xét cơ sở trực chuẩn { },jw  với jjj ww /~  như trong bổ đề 2.4. Đặt 

(3.3)  ,)()(
1

)()( 



k

j
j

k
mj

k
m wtctu  

trong đó )()( tc k
mj  thỏa mãn hệ phương trình vi phân thường sau 

(3.4)  
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
0 1

( ), ( ) ( ( ), ) ( ), , 1 ,

(0) , (0) ,

k k k k
m j m m j m j

k k
m k m k

u t w b t a u t w F t w j k

u u u u

        


 



  
 

ở đây 

(3.5)  
( ) ( ) 2 ( ) 2

0
1

( ) ( )
1 1 1

( ) (|| ( ) || ) | ( ) | ,

( , ) ( , ) ( ) ( , ),

k
k k k

m m j mj
j

k k
m m m m u m

b t B u t B c t

F r t f r u u u D f r u




  

  
    

  
   

  

(3.6)  ,~~
0

1

)(
0 uwu

k

j
j

k
jk 



   trong 2V  mạnh, 

(3.7)  ,~~
1

1

)(
1 uwu

k

j
j

k
jk 



    trong 1V  mạnh. 

Với giả sử 1mu  thoả (3.1), bổ đề sau đây cho ta sự tồn tại nghiệm )()( tu k
m  của hệ (3.4). 

Bổ đề 3.2  
 Giả sử )()( 31 HH   đúng. Khi đó với các hằng số ,0M 0T  cố định, hệ 
phương trình (3.4) – (3.5) có duy nhất một nghiệm )()( tu k

m  trên đoạn ].,0[],0[ TT k
m   

Chứng minh bổ đề 3.2: Hệ (3.4) – (3.7) được viết lại dưới dạng 

(3.8)  










.)0(),0()0(

,1,),()()()(
)()()()(

)()()()(

k
j

k
mj

k
j

k
mj

j
k

m
k

mj
k

mj
k

mj

cc

kjwtFtctbtc








 

Hệ phương trình này tương đương với hệ phương trình tích phân có dạng 
(3.9)  ( ) ( )[ ],k k

m mc H c  
ở đây  

(3.10) 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

( ) ( )
10 0

1

( ) 2 ( )

0 0
1

( ) ( )

0 0

[ ] [ ],..., [ ] , ,..., ,

[ ]( ) ( ) ( , ) , ( )

| ( ) | ( ) ,

( ) ( ,

k k k k k k
m m k m m m mk

ktk k
j m j u m i j mi

i

kt k k
j i mi mj

i

tk k
j j j

H c H c H c c c c

H c t q t d D f r u w w c s ds

d B c s c s ds

q t t d f r u









  

  






 

   

   
 

   

 

 

  1 1 1) ( , ), , 1 .m m u m ju D f r u w ds j k  











   
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 Với mỗi ],0()( TT k
m   và 0  (sẽ được chọn sau), ta đặt 0 ( )([0, ]; ),k k

mY C T �  

{ : || || },YS c Y c     ở đây 
( ) 1

0
|| || sup | ( ) |,

k
m

k
Y jj

t T
c c t


 

   với mọi 1( ,..., ) .kc c c Y   

Rõ ràng S  là tập con đóng khác rỗng của Y  và ta có toán tử .: YYH   

Chọn 
10

sup | ( ) | || ||k
i Tit T

q t q


 
   và sau đó chọn ],0()( TT k

m   sao cho 

 ( ) 20 || || ,k
m TT q

D




    trong đó 2
1 0( , , , ) (1 ).p p

k kD D k M m kK d          

Chọn n�  sao cho 21 ( ) 1,
(2 )!

n
Tk D T

n    trong đó ( , , , )D D k M m     

2 2 1 2 2
12 (1 ).p p

k kD d         Khi đó 

(i) H  ánh xạ S  vào chính nó, 
(ii) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )|| [ ] [ ] || || || , .n k n k k k k k

m m Y T m m Y m mH c H d k c d c d S      

Như thế SSH n :  là ánh xạ co và do đó, H  có một điểm bất động duy nhất. 
Suy ra hệ phương trình (3.4), (3.5) có duy nhất một nghiệm )()( tu k

m  trên đoạn 
].,0[],0[ )( TT k

m   Bổ đề 3.2 được chứng minh. 

Các ước lượng sau cho phép ta lấy .)( TT k
m   

Bước 2: Đánh giá tiên nghiệm. Đặt 

(3.11) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
00

( ) ( ) ( ) || ( ) || ,
tk k k k

m m m mS t X t Y t u s ds      

ở đây 

(3.12) 
( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2

0 0
( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2

0 0

( ) || ( ) || ( ) || ( ) || ,

( ) || ( ) || ( ) || ( ) || .

k k k k
m m m m
k k k k

m m m m

X t u t b t u t

Y t u t b t Au t

   


  




 

Từ (3.4), ta suy ra 

(3.13) 

( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) 2
0 00

( ) ( ) ( ) ( )

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0

( ) (0) ( ) || ( ) || || ( ) ||

2 ( ), ( ) 2 ( ( ), ( ))

( ) ( ), ( ) ( ), ( ) .

tk k k k k
m m m m m

t tk k k k
m m m m

t tk k k k k
m m m m m

S t S b s u s Au s ds

F s u s ds a F s u s ds

b s Au s u s ds F s u s ds

     

   

     


 
 



 

 

 

Trước hết, ta có các bổ đề sau. 
Bổ đề 3.3 

Tồn tại các hằng số 0 0 1 1( ) 0, ( ) 0,D D M D D M        sao cho 
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)(i   ( ) ( )
0 0|| ( ) || ( ) 1 ( ) ,k k

m mF t D M S t   

)(ii   ( ) ( )
0 1|| ( ) || ( ) 1 ( ) ,k k

m mF t D M S t    

với mọi ( ), , 0 .k
mm k t T T   �  

Bổ đề 3.4 

Tồn tại hằng số 2 2( ) 0,D D M    sao cho 

(3.14) ( ) ( ) ( ) 2 1
2 0

( ) 2 (0) ( ) 1 ( ( )) ,
tk k k p

m m mS t S D M S s ds      

với mọi ( ), , 0 .k
mm k t T T   �  

Chứng minh hai bổ đề này được thực hiện với các phép tính và các đánh giá 
rất cơ bản nhưng khá dài, sau khi sắp xếp lại, các hằng số 0 1 2, ,D D D    ở trên được 
tính như sau: 

(3.15) 

0 0 1
0

1 1 1
0

2 1 21
2 2 0 0 0 0 1 0

0 0

1 1( ) ,
2

1 1( ) (3 )( ) ,
2 2

2( ) 4 (1 ) (1 ) 8( ) 8 .p p

D D M K M
b

MD D M K M
b

dD D M d b b D D D
b b

 

  
        


           


        



 

 

    

 

Tiếp theo, ta đánh giá tiên nghiệm. 
Do (3.6) – (3.7), ta luôn luôn chọn được số ,0M  không phụ thuộc vào mk ,  sao 
cho 

(3.16)  ( ) 2 2 2 2 2 2
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0

1(0) || || || || (|| || ) || || || || ,
4

k
m k k k k kS u u B u u Au M             

với mọi , .m k �  Kết hợp (3.14), (3.16) ta có bổ đề sau 
Bổ đề 3.5 
 Tồn tại một hằng số 0T  không phụ thuộc vào mk,  sao cho 

(3.17) ],,0[,)( 2)( TtMtS k
m   với mọi k và .m  

Chứng minh bổ đề 3.5: Kết hợp (3.14), (3.16) ta có 

(3.18) ( ) 2 ( ) 2 1
2 2 0

1( ) ( ) ( ) ( ( )) ,
2

tk k p
m mS t M TD M D M S s ds      ( )0 .k

mt T T    

Ta chọn 0T  sao cho 



Tạp chí KHOA HỌC ĐHSP TP HCM   Số 21 năm 2010  

_____________________________________________________________________________________________________________ 
 
 

 32 

(3.19) 
2

2 4
2 2

1 ( ) (2 1) ( ) .
2

p
pM TD M p TD M M


     

 
   

Đặt 

(3.20) 2 ( ) 2 1
2 2 0

1( ) ( ) ( ) ( ( )) ,
2

t k p
mS t M TD M D M S s ds      ( )0 .k

mt T T    

Hiển nhiên ta có 

(3.21) 
( ) 2 1

2

2
2

( ) 0, 0 ( ) ( ), '( ) ( ) ( ),
1(0) ( ).
2

k p
mS t S t S t S t D M S t

S M TD M

    



 




 

Đặt ),()( 2 tStZ p  lấy tích phân của (3.21)1, ta có 

(3.22) 4
2 2( ) (0) (2 1) ( ) (0) (2 1) ( ) ,pZ t Z p tD M Z p TD M M          

( )0 .k
mt T T    

Do (3.21), (3.22), ta được 
( ) 2 ( )

2

10 ( ) ( ) , 0 .
( )

k k
m mp

S t S t M t T T
Z t

        

Từ đây, ta có thể lấy ,)( TT k
m   với mọi , .k m  

Bổ đề 3.5 được chứng minh. 
Do bổ đề 3.5 ta suy ra 

),,(1
)( TMWu k

m   với mọi .,mk  

Và do đó, từ dãy }{ )(k
mu  ta có thể trích ra một dãy con }{ )( ik

mu  sao cho 

m
k

m uu i )(  trong ),;,0( 2VTL  yếu *, 

m
k

m uu i  )(  trong 1(0, ; ),L T V   yếu *, 

m
k

m uu i  )(  trong ),;,0( 0
2 VTL  yếu, 

).,( TMWum   

Chuyển qua giới hạn trong (3.4), ta có mu  thoả mãn (3.2) trong ),,0(2 TL  yếu. Mặt 
khác, bởi (3.1) – (3.2)1 và ),,( TMWum   ta có 

2
0 1 1 1 0(|| || ) ( , ) ( ) ( , ) (0, ; ).m m m m m m u mu B u Au f r u u u D f r u L T V

          

Suy ra ).,(1 TMWum   Định lý 3.1 được chứng minh. 

Kết quả sau đây cho ta sự hội tụ cấp hai của dãy }{ mu  về nghiệm yếu của bài toán 
(1.1). 
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Định lý 3.6 
Giả sử )()( 31 HH   đúng. Khi đó tồn tại các hằng số ,0M  0T  sao cho 

(i) Bài toán (1.1) có duy nhất một nghiệm yếu ).,(1 TMWu  
(ii) Dãy qui nạp }{ mu  xác định bởi (3.4) – (3.5) hội tụ cấp hai mạnh về 

nghiệm yếu u  của bài toán (1.1) trong không gian 
1 1 0( ) { (0, ; ) : (0, ; )}W T v L T V v L T V      theo nghĩa 

(3.23) 
1

2
( )|| ||

m

m W T T Tu u C     ,m  

ở đây ,10  T  TC  là các hằng số độc lập với .m  
Chú thích 2: 

Trường hợp phương trình (1.1) không chứa số hạng ,)/1( rur trong [21] cũng 
thu được kết quả hội tụ cấp hai như định lý 3.6 này. Mặt khác cho dù phương trình 
(1.1) có chứa số hạng ,)/1( rur  kết quả của chúng tôi vẫn tổng quát hơn trường hợp 

,1B  )(uff   đã xét trong [2]. 
Chứng minh định lý 3.6: 
a) Sự tồn tại nghiệm của bài toán (1.1): Trước hết ta chú ý rằng )(1 TW  là không 
gian Banach đối với chuẩn 

1 1 0( ) (0, ; ) (0, ; )
|| || || || || || .W T L T V L T V

v v v  
 ([7]) 

Ta sẽ chứng minh }{ mu  là dãy Cauchy trong ).(1 TW  

Giả sử .1 mmm uuv    Khi đó mv  thoả mãn bài toán biến phân sau 

(3.24) 
 1 1

1 1

( ), ( ) ( ( ), ) ( ) ( ) ( )),

( ) ( ), , ,
(0) (0) 0,

m m m m m m

m m

m m

v t w b t a v t w b t b t Au t w

F t F t w w V
v v

 



      


     
  







 

trong đó 

(3.25) 

2 21
1 12

1 1

2 2
1 1 0 0

( ) ( ) ( , ) ( , ),
, (0 1),

( ) ( ) (|| ( ) || ) (|| ( ) || ).

m m m u m m u m

m m m

m m m m

F t F t v D f r u v D f r
u v

b t b t B u t B u t


  

 

 

 

   
    
     

 

Thay mvw   trong (3.24), sau đó lấy tích phân theo ,t  ta thu được 

(3.26) 

2
1 00

2 2
1 0 00

2 2
10 0

( ) ( ) || ( ) ||

2 (|| ( ) || ) (|| ( ) || ) ( ), ( )

2 ( , ), ( ) ( , ), ( ) .

t

m m m

t

m m m m

t t

m u m m m u m m

z t b s v s ds

B u s B u s Au s v s ds

v D f r u v s ds v D f r v s ds







 

       

     



 



 
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trong đó 2 2
0 0 0( ) || ( ) || || ( ) || .m m mz t v t b v t    

Tương tự ở trên, sử dụng các bổ đề 2.1 – 2.3, 2.6, 2.7 và giả thiết ),()( 32 HH   
ta sẽ có đánh giá từng số hạng trong vế phải của (3.26) và cuối cùng ta thu được 

(3.27) 
1

42 (1)
1 1 ( )

0

1( ) ( ) ,
8

t

m m M mW Tz t K T v z s ds    

trong đó (1) 2 2 2 1
1 1

0 0 0

2 11 1 (1 ) .p
M

Kd M M
b b b

 
 

      
 

 

Sử dụng bổ đề Gronwall cho (3.27), ta nhận được 

(3.28) (1)

1

42
1 1 ( )

1( ) ,
8

MT
m m W Tz t K Te v

  

Do đó 
(3.29) 

1 ( )1

2
( ) 1|| || || || ,

W Tm W T T mv v   

ở đây 
(1)2

1
0

1 1(1 ) .
8

MT
T K Te

b
    Từ (3.29), ta có 

(3.30) 
1

2

( )|| || ,
(1 )

m

m m p W T
T

u u 
  


 

với mọi m  và ,p  trong đó .12  TM  Vậy }{ mu  là dãy Cauchy trong )(1 TW  và 
do đó tồn tại )(1 TWu  sao cho 
(3.31) uum   mạnh trong ).(1 TW  

Chú ý là ).,(1 TMWum   Khi đó từ dãy }{ mu  ta có thể lấy ra một dãy con }{
jmu  sao 

cho 
uu

jm   trong ),;,0( 2VTL  yếu *, 

uu
jm    trong 1(0, ; ),L T V   yếu *, 

uu
jm    trong ),;,0( 0

2 VTL  yếu, 

).,( TMWu  
Ta lại có, bởi các bổ đề 2.1 – 2.4 và giả thiết ),()( 32 HH   

(3.32) 1
1 1

11 1 1

2
00

2
0 (0, ; ) (0, ; )

2 2
1 1 ( ) (0, ; ) (0, ; )

( ) ( ) (|| ( ) || ) ( ), ( )

(1 )|| || || ||

2 (1 ) || || || || || || ,

T

m m

p
m L T V L T V

p
m W T L T V L T V

b t Au t B u t Au t w t dt

d M u u w

d M M u u u w








   

  

  


 

 
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với mọi 1
1(0, ; ).w L T V   Từ (3.31), (3.32) ta kết luận rằng 

(3.33) 2
0( ) (|| ( ) || )m mb t Au B u t Au   trong 1(0, ;( ) '),L T V   yếu *. 

Tương tự ta cũng thu được từ  
0 11 1 1(0, ; ) (0, ; )

|| ( , ) ( , ) || || || ,m mL T V L T V
f r u f r u K u u       rằng 

(3.34) ),(),( 1 urfurf m   mạnh trong ).;,0( 0VTL  

Chuyển qua giới hạn trong (3.2) khi , jmm  ta thu được ),(1 TMWu  là 
nghiệm yếu của bài toán (1.1). 
b) Tính duy nhất của nghiệm. Giả sử 21, uu  là hai nghiệm yếu của bài toán (1.1) 
với .2,1),,(1  iTMWui  Khi đó 21 uuv   thoả mãn bài toán biến phân sau 

(3.35) 
 1 1 2 2

1 2 1

( ), ( ) ( ( ), ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ), , ,
(0) (0) 0,

v t w b t a v t w b t b t Au t w

f t f t w w V
v v

       
      
  

  

  



 

ở đây  2
0( ) || ( ) || , ( ) ( , ), 1,2.i i i ib t B u t f t f r u i      

Thay vw   trong (3.35), sau đó lấy tích phân theo ,t  thực hiện các đánh giá khá dài 
ta thu được 

(3.36) 2 2 2 2
0 0 0 00

|| ( ) || || ( ) || (|| ( ) || || ( ) || ) ,
t

Mv t v t K v s v s ds       ],,0[ Tt  

với  
0

22 2 21
1 11 4 (1 ) .p

M bK d M M K     
  

Áp dụng bổ đề Gronwall, ta suy ra 2 2
0 0|| ( ) || || ( ) || 0,v t v t    ],,0[ Tt  hay .21 uu   

Tính duy nhất của nghiệm được chứng minh. 
c) Đánh giá (3.23) trong định lý 3.6 được suy ra từ (3.30), (3.31) và do đó định lý 
3.6 được chứng minh hoàn tất. 
Chú thích 3: 

Một số kết quả liên quan đến trường hợp phương trình (1.1) không chứa số 
hạng rur)/1(  cũng được xét trong [12, 13, 19]. 
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