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DUNG LƯỢNG TRONG KHÔNG GIAN TÔPÔ

Đậu Thế Cấp1, Bùi Đình Thắng 2

1. Mở đầu

Lí thuyết dung lượng được đưa ra bởi G.Choquet [1] và được tiếp tục phát

triển bởi nhiều tác giả (xem tài liệu tham khảo).

Dung lượng đã được xét trong không gian đo được bất kì như là một khái

quát của độ đo và gần đây là trong IRn với σ-đại số Borel. Trong bài này chúng

tôi đưa ra khái niệm dung lượng trong không gian tôpô Hausdorff tổng quát.

Sau đó chúng tôi đã khảo sát khá triệt để trường hợp dung lượng có giá là tập

rời rạc. Trong IRn cũng mới xét trường hợp dung lượng có giá hữu hạn (xem

[9]), do đó kết quả của chúng tôi là mới cả trong trường hợp không gian là IRn.

2. Dung lượng trong không gian tôpô

Trong suốt bài này ta kí hiệu X là một không gian tôpô Hausdorff. K(X),

F(X), G(X), B(X) theo thứ tự là họ các tập con compact, tập con đóng, tập

con mở và tập con Borel của X. Ta có

K(X) ⊂ F(X) ⊂ F(X) ∪ G(X) ⊂ B(X)

Định nghĩa 2.1. Hàm tập T : B(X) 7→ [0; +∞) gọi là một dung lượng trên X

nếu thỏa mãn các điều kiện sau

(C1) T (∅) = 0.

(C2) T đan dấu cấp hữu hạn, tức là với các tập A1, A2, . . . , An ∈ B(X), n ≥ 2,

đều có

T (
n⋃

i=1

Ai) ≤
∑

I∈I(n)

(−1)#I+1T (
⋃
i∈I

Ai) (2.1)

trong đó I(n) = {I : I ⊂ {1, . . . , n}, I 6= ∅}, #I là số phần tử của tập

I.

(C3) T (A) = sup{T (C) : C ∈ K(X), C ⊂ A} với mọi A ∈ B(X).
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(C4) T (A) = inf{T (G) : G ∈ G(X), G ⊃ C} với mọi C ∈ K(X).

Ký hiệu M là một σ-đại số trên X.

Bổ đề 2.1. Cho µ : M 7→ [0; +∞) là một hàm tập thỏa mãn điều kiện sau đây:

Với mọi A, B ∈M

µ(A ∩B) = µ(A) + µ(B)− µ(A ∪B). (2.2)

Khi đó với mọi họ các tập A1, . . . , An ∈M, n ≥ 2 ta đều có

µ(
n⋃

i=1

Ai) =
∑

I∈I(n)

(−1)#I+1µ(
⋃
i∈I

Ai). (2.3)

Chứng minh. Ta chứng minh bằng qui nạp theo n. Theo giả thiết (2.2) ta có

(2.3) đúng với n = 2. Giả sử (2.3) đúng với n ≥ 2, ta sẽ chứng minh nó đúng

với n + 1. Kí hiệu

I(n + 1) = I(n) ∪ {n + 1} ∪ (In, n + 1),

ở đây (In, n + 1) = {I ∪ {n + 1} : I ∈ I(n)}. Đặt A =
n⋂

i=1

Ai. Theo giả thiết qui

nạp ta có

µ(
n+1⋂
i=1

Ai) = µ(A
⋂

An+1)

= µ(A) + µ(An+1)− µ(A
⋃

An+1)

= µ(A) + µ(An+1)− µ

(
(

n⋂
i=1

Ai)
⋃

An+1

)

= µ(
n⋂

i=1

Ai) + µ(An+1)− µ(
n⋂

i=1

(Ai ∪ An+1))

=
∑

I∈I(n)

(−1)#I+1µ(
⋃
i∈I

Ai) + µ(An+1)−
∑

I∈I(n)

(−1)#I+1µ(
⋃
i∈I′

Ai)

=
∑

I∈I(n)

(−1)#I+1µ(
⋃
i∈I

Ai) + µ(An+1)

+
∑

I′∈(I(n),n+1)

(−1)#I′+1µ(
⋃
i∈I′

Ai)

=
∑

I∈I(n+1)

(−1)#I+1µ(
⋃
i∈I

Ai),
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trong đó I ′ = I ∪ {n + 1}, I ∈ I(n). Vậy (2.3) đúng với n + 1.

Định nghĩa 2.2. Một độ đo µ trên B(X) gọi là độ đo Borel chính qui nếu với

mọi E ∈ B(X) đều có

1. µ(E) = inf{µ(U) : U ∈ G(X), U ⊃ E};

2. µ(E) = sup{µ(C) : C ∈ K(X), C ⊂ E}.

Từ bổ đề 2.1 và tính chính qui của độ đo Lebesgue trên IRn ta có

Định lí 2.1.

a) Hàm tập µ : B(X) 7→ [0, +∞) thoả mãn (C1), (C3), (C4) và (2.2) là một

dung lượng trên X.

b) Mọi độ đo chính qui trên B(X) đều là dung lượng trên X. Đặc biệt độ đo

Lebesgue m trên B(IRn) là dung lượng trên IRn.

Định nghĩa 2.3. Hàm tập T : B(X) 7→ [0, +∞) gọi là cực đại nếu

T (A ∪B) = max{T (A), T (B)}

với mọi A, B ∈M.

Bổ đề 2.2. Nếu T là hàm tập cực đại thì mọi họ A1, . . . , An ∈M ta đều có∑
I∈I(n)

(−1)#I+1T (
⋃
i∈I

Ai) = min{T (Ai) : 1 ≤ i ≤ n}

Chứng minh. Ta chứng minh bằng qui nạp theo n. Với mọi A1, A2 ∈M ta có

T (A1) + T (A2)− T (A1 ∪ A2) = T (A1) + T (A2)−max{T (A1), T (A2)}
= min{T (A1), T (A2)},

tức là khẳng định đúng với n = 2. Giả sử khẳng định đúng với n ≥ 2. Với mọi

họ A1, . . . , An+1 ∈M, không mất tổng quát ta có thể giả thiết

T (A1) = min{T (Ai) : 1 ≤ i ≤ n + 1}

T (An+1) = max{T (Ai) : 1 ≤ i ≤ n + 1}.
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Bởi giả thiết qui nạp ta có∑
I∈I(n+1)

(−1)#I+1T (
⋃
i∈I

Ai) =
∑

I∈I(n)

(−1)#I+1T (
⋃
i∈I

Ai) + T (An+1)

+
∑

I′∈(In,n+1)

(−1)#I′+1T (
⋃
i∈I′

Ai)

= T (A1) + T (An+1)

+(−C1
n + C2

n − · · ·+ (−1)nCn
n)T (An+1)

= T (A1) + (1− 1)nT (An+1)

= T (A1).

Vậy khẳng định đúng với n + 1.

Định nghĩa 2.4. Hàm tập T : B(X) 7→ [0, +∞) gọi là độ đo cực đại nếu nó

là hàm tập cực đại và thỏa mãn các điều kiện (C1), (C3), (C4).

Từ bổ đề 2.2 ta có định lí sau

Định lí 2.2. Mọi độ đo cực đại trên X là dung lượng trên X.

Định lí 2.3. Cho T là một dung lượng trên X. Khi đó

a) T là hàm tập không giảm, tức là mọi A, B ∈ B(X), A ⊂ B thì T (A) ≤ T (B).

b) Với mọi A, B ∈ B(X), A ∩B = ∅ đều có

T (A) + T (B) ≥ T (A ∪B).

Chứng minh.

a) Theo (C3)

T (A) = sup{T (C) : C ⊂ A, C ∈ K(X)}
≤ sup{T (C) : C ⊂ B, C ∈ K(X)}
= T (B).

b) 0 = T (A ∩B) ≤ T (A) + T (B)− T (A ∪B).

Do đó T (A) + T (B) ≥ T (A ∪B).
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Hệ quả 2.1. Nếu A, B ∈ B(X) và T (A) = 0 thì T (A ∪B) = T (B).

Định nghĩa 2.5. Ta gọi giá của dung lượng T , kí hiệu supp T là tập đóng S

nhỏ nhất của X sao cho

T (X \ S) = 0.

Hệ quả 2.2. Với mọi dung lượng T trên X ta có

a) T (supp T ) ≥ T (B) ∀B ∈ B(X)

b) T (supp T ) = T (X).

Chứng minh.

a) Đặt A = B \ supp T , ta có A ⊂ X \ supp T nên T (A) = 0. Vì B =

A ∪ (B ∩ supp T ) nên theo hệ quả 2.1

T (B) = T (B ∩ supp T ) ≤ T (supp T ).

b) Theo a) ta có T (supp T ) ≥ T (X) và do tính không giảm nên T (supp T ) ≤
T (X). Vậy T (supp T ) = T (X).

Định nghĩa 2.6. Một dung lượng T trên X gọi là dung lượng xác suất nếu

T (supp T ) = T (X) = 1.

3. Dung lượng có giá rời rạc

Định nghĩa 3.1. Tập con D của X gọi là rời rạc nếu mọi x ∈ D, tồn tại lân

cận mở Ux của x trong X sao cho D ∩ Ux = {x}.

Bổ đề 3.1. Cho D là tập con đóng, rời rạc của X. Khi đó

a) Mọi tập con của D đóng trong X.

b) Tập con của D là compact nếu và chỉ nếu nó là tập con hữu hạn.

Chứng minh.

a) A ⊂ D thì A đóng trong D. Vì D đóng trong X nên A đóng trong X.
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b) Nếu C là tập con vô hạn của D thì C không compact trong D do đó cũng

không compact trong X.

Định nghĩa 3.2. Họ số thực không âm {ti}, i ∈ Igọi là khả tổng và có tổng

bằng s nếu ∑
i∈I

ti = sup

{∑
i∈J

ti, J ⊂ I, #J < +∞

}
= s < +∞.

Bổ đề 3.2. Nếu
∑

i∈I ti < +∞ thì tập I0 = {i ∈ I : ti > 0} là đếm được.

Chứng minh. Đặt An = {i ∈ I0 : ti >
1

n
}. Ta có

I0 =
∞⋃

n=1

An

Nếu I0 không đếm được thì tồn tại n0 sao cho An0
vô hạn. Khi đó∑

i∈I

ti =
∑
i∈I

ti ≥
∑

i∈An0

ti = +∞.

Bổ đề 3.3. Nếu µ : B(X) 7→ [0, +∞) là dung lượng độ đo, có giá là tập rời rạc

D thì D là tập đếm được.

Chứng minh. Mọi x ∈ D đều có µ({x}) > 0 vì nếu tồn tại x ∈ D, µ({x}) = 0

thì D′ = D \ {x} là tập đóng (bổ đề 3.1) và µ(X \D′) = 0, mâu thuẫn với D

là tập đóng nhỏ nhất có tính chất này. Mọi tập hữu hạn A ⊂ D

µ(A) =
∑
x∈A

µ({x}) ≤ µ(D) < +∞

nên
∑
x∈D

µ({x}) < +∞. Từ đó theo bổ đề 3.2, D đếm được.

Định nghĩa 3.3. Cho T là một dung lượng trên X có giá là tập rời rạc D. Đặt

tx = T ({x}) với mọi x ∈ D, ta gọi T∞ và T1 là các hàm trên B(X) xác định bởi

T∞(A) =

 sup{tx : x ∈ A ∩D} nếu A ∩D 6= ∅

0 nếu A ∩D = ∅,
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T1(A) =


∑

x∈A∩D

tx nếu A ∩D 6= ∅

0 nếu A ∩D = ∅.

Định lí 3.1. Cho T là một dung lượng trên X có giá là tập rời rạc D. Khi đó

T∞ là dung lượng trên X và

T∞(A) ≤ T (A) với mọi A ∈ B(X)

Chứng minh. Hiển nhiên T∞ thỏa mãn (C1), (C3).

Với mọi C ∈ K(X), G =

( ⋃
x∈C∩D

Ux

)⋃
(X \D) là tập mở chứa C, T∞(C) =

T∞(C ∩D) = T∞(G ∩D) = T∞(G) nên có (C4). Để chứng minh T∞ thỏa mãn

(C2), theo bổ đề 2.2 ta sẽ chứng minh T∞ là hàm cực đại. Thật vậy, mọi A,

B ∈ B(X) đều có

T∞(A ∪B) = sup{tx : x ∈ (A ∪B) ∩D}
= max{sup{tx : x ∈ A ∩D}, sup{tx : x ∈ B ∩D}}
= max{T∞(A), T∞(B)}

Cuối cùng, mọi A ∈ B(X)

T∞(A) = sup{tx : x ∈ A ∩D}
= sup{T ({x}) : x ∈ A ∩D}
≤ T (A)

Hệ quả 3.1. Cho D là một tập rời rạc trong X, mỗi x ∈ D chọn một giá trị

dx > 0. Với mọi A ∈ B(X) đặt

T (A) =

 sup{dx : x ∈ A ∩D} nếu A ∩D 6= ∅

0 nếu A ∩D 6= ∅.

Khi đó T là dung lượng nếu và chỉ nếu sup{dx : x ∈ D} < ∞. Với dung lượng

này ta có T = T∞.

Định lí 3.2. Cho T là một dung lượng có giá là tập rời rạc D. Khi đó T1 là

dung lượng nếu và chỉ nếu D đếm được và
∑
x∈D

tx < ∞. Với mọi A ∈ B(X) ta

có

T (A) ≤ T1(A).
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Chứng minh. Nếu T1 là dung lượng thì T1(D) =
∑
x∈D

tx < ∞ và theo bổ đề 3.2,

D đếm được. Ngược lại hiển nhiên T1 thỏa mãn (C1), (C3). Với mọi C ∈ K(X),

do

G =

( ⋃
x∈C∩D

Ux

)⋃
(X \D)

là mở chứa C và

T1(C) = T1(C ∩D) = T1(G ∩D) = T1(G)

nên T thỏa mãn (C4).

Với mọi A, B ∈ B(X) ta có

T1(A ∪B) =
∑

x∈(A∪B)∩D

tx

=
∑

x∈A∩D

tx +
∑

x∈B∩D

tx −
∑

x∈A∩B∩D

tx

= T1(A) + T1(B)− T1(A ∩B).

Vậy T1 thỏa mãn (2.1) và do đó là một dung lượng theo định lí 2.1.

Với mọi a, b ∈ D, a 6= b theo định lí 2.3 b)

T ({a, b}) ≤ T ({a}) + T ({b})

từ đó tiếp tục sử dụng định lí 2.3 b và qui nạp theo số phần tử của C ta có

T (C) ≤
∑
x∈C

T ({x}) = T1(C)

với mọi C ⊂ D, #C < ∞. Bây giờ với mọi A ∈ B(X) ta có

T (A) = T (A ∩D)

= sup{T (C) : C ⊂ A ∩D, C compact} (do C4)

= sup{T (C) : C ⊂ A ∩D, #C < ∞} (do bổ đề 3.1 b)

≤ sup{T1(C) : C ⊂ A ∩D, #C < ∞}
= T1(A ∩D)

= T1(A).
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Hệ quả 3.2. Nếu T là dung lượng có giá D là tập rời rạc và
∑
x∈D

T ({x}) < ∞

thì T∞ và T1 là các dung lượng và

T∞(A) ≤ T (A) ≤ T1(A)

với mọi A ∈ B(X).

Hệ quả 3.3. Cho D là tập rời rạc và đóng trong X, với mỗi x ∈ D, chọn

dx > 0. Với mọi A ∈ B(X) đặt

T (A) =


∑

x∈A∩D

dx nếu A ∩D 6= ∅

0 nếu A ∩D = ∅.

Khi đó T là dung lượng có giá D nếu và chỉ nếu D đếm được và
∑
x∈D

dx < ∞.

Với dung lượng này ta có T = T1.
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Tóm tắt

Dung lượng trong không gian Tôpô

Trong bài viết này, chúng tôi giới thiệu khái niệm về capacity trong không

gian tôpô Hausdorff, khái niệm này tổng quát hoá khái niệm capacity

trong IRn. Những capacity có giá rời rạc cũng sẽ được khảo sát.

Abstract

The capacities in topological spaces

In this note we introduce a notion of capacities in Hausdorff topological

spaces, that generalizes the notion of capacity in IRn. The capacities for

discrete support are investigated.
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