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PHUONG PHAP PHAN TU HU'U HAN TRUNG TAM BAC THAP
CHO BAI TOAN PAN HOI TUYEN TiNH
TAI TRANG THAI GAN NHU KHONG NEN PUQC

HOANG TH| THAO PHUONG', VO BUYC CAM HAI™, ONG THANH HAI™

TOM TAT
Chung t6i gidi thiéu mét phwong phédp s6 méi cho bai todn dan hoi tai trang thdi gan
nhuw khong nén, goi la phwong phdp phan tir hitu han trung tam bdc thap (PTHHBT). Cong
thitc hon hop dwoc sie dung, Voi hai bién la do dich chuyén va ham ap suat lan luot duoc
Xap xi boi cac ham tuyén tinh timg phan va ham hang ting phan trén cac ludi khdac nhau.
Sur ton tai va duy nhat nghiém, sw on dinh va hoi tu ciua phwong phdp dwoc chirng minh.
Cac mo phong so dugc tien hanh dé Kiém dinh sw hiéu qua ciia phwong phdp moi dé xudt
trén cac bai toan thu khac nhau.
Tir khoa: dan hoi tuyén tinh, phan tir hitu han bac thap, diéu kién macroelement.
ABSTRACT

A low-order cell-centered finite element method
for the nearly incompressible linear elasticity problem

We propose a new numerical method for the nearly incompressible linear elasticity
problem, called the low-order cell-centered finite element method. A mixed formulation is
used in which the displacement and the pressure are respectively approximated by
piecewise linear and piecewise constant functions on different meshes. The well-posedness,
stability and convergence are proved. Numerical simulations are carried out to investigate
the performance of the method on different test cases.

Keywords: linear elasticity, low-order finite elements, macroelement condition.

1.  Giéi thi¢u

Céc vat liéu cao su hodc co tinh dan hdi giéng cao su dugc sir dung rat phd bién
trong céng nghiép do ching c6 kha ning chiu dugc nhitng sirc cing lén ma van phuc
hdi lai dwoc hinh dang cii hodc chi thay d6i rat it. Khi nhitng vét liéu ndy chiu luc tac
dong va dat gan dén trang thai can béng (hay con goi 1a trang thai khong nén dugc),
néu chiing ta st dung céac phuong phap so thong thuong nhu phwong phap phan tir hitu
han, sai phan hitu han... ¢ xap xi sy dich chuyén, su bién dang ctia nhitng vat li¢u nay,
thi nghiém xép xi s& khong chinh xac va khong 6n dinh, hién twong ndy duoc goi 1a
“locking effect”. D4 ¢ nhiéu phuong phap s6 duge dé xuat dé khic phuc tinh trang
nay nhu phuong phép phan tir hitu han loai h [3], phuong phap B-bar [7], st dung cong
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thirc hdn hop [2], [5]... Ngoai ra, c6 mot s6 bai bao khao sat cong thirc trung binh &p
SUAt tai cac nut (trong d6 truong ap suat 12 hing s trén mot tap cac tam giac hodc tir
dién). Cu thé trong [8] téc gia su dung ham &p suat gian doan trén ludi kép va ham
bubble trén ludi ban dau dé 1am giau khong gian xap xi cua d6 dich chuyén. Trong
[10], céc tac gia dé xuat cac phwong phap dua trén nguyén Ii Hu-Washizu. Gan day, co
hai phuong phép méi ra doi dua trén co sé todn hoc day du dé xép xi nghiem cua bai
toan dan hoi tai trang thai gan nhu khong nén. O phuong phép thu nhat 9] ta Xap xi do
dich chuyén bang phuong phap phan tir hitu han bac thap va xap xi ap suat bang ol rac
Petrov-Galerkin. O phuong phap thi hai [12], d6 dich chuyén va ham &p suat dugc xap
Xi nhu [8], trong khi do bién dang va toan tir divergence rdi rac duoc trung binh héa
trén ludi kép.

Céc phuong phap ké trén déu ¢6 nhitg mit han ché nhét dinh nhu: i) cho su xép
Xi cua ma tran do ctiing khong chinh x4c; ii) khong ap dung duoc trén ludi tong quat;
iii) dé Xap xi d dich chuyén, ta phai sur dung hogc 12 ham xép xi bac cao, hoac la ham
bac thip va bd sung thém cac 4n trén canh/mit hoic dmh bén canh C4C 4n tai trung tAm
phén tir; diéu nay khién thuat toan trd nén kha tén kém vé mit tinh toan.

Trong bai béo nay, chling t6i trinh bay mot phwong phéap sé mai dé xap xi nghiém
ctia bai todn dan hoi tuyén tinh tai trang thai gan nhu khong nén, goi la phuong phap
phan tir hitu han trung tam bac thap (PTHHBT), phat trién tir phuong phap trung tam
cho bal toan khuyéch tan [11]. Trong phuong phap PTHHBT, ham dich chuyen va ham
&p suat lan luot dugc xap xi boi cac ham tuyén tinh timg phan va ham hang timg phan
trén cac ludi khac nhau. Phuong phép ndy c6 cac wu diém nhu sau: i) ¢6 co s toan hoc
Vi cac chimg minh vé sy 6n dinh va hoi tu sir dung ki thuat macroelement [13]; ii) ¢6
thé 4p dung dugc trén ludi tong quat; iii) st dung ham bac thap dé xép xi nhung dem
lai d@§ chinh xac cao do cach xay dung Iudi, hon nira vi day 1a phuong phap trung tdm
nén it ton kém vé mat tinh toan; iv) co thé tién hanh md phong sé dé dang dua trén
phan 1ap trinh cta phurong phap phan tir hitu han trén ludi tam giac.

B cuc cua bai bao nhu sau: & myc 2, ta gi6i thiéu mo6 hinh bai toén va phuong
phép PTHHBT (bao gom su xdy dung cac luoi, dinh nghia khong gian xap xi Va viét
bai to&n roi rac twong mg); su ton tai duy nhat nghiém cta bai toan r01 rac, sy 6n dinh
va hoi tu ciia phuong phap dugc ching minh. O muc 3, cac két qua sd so sanh phuong
phap PTHHBT vé&i phuong phap MINI [1] dugc trinh bay.

2. Bai toan dan hoi tuyén tinh tai trang thai gin nhw khéng nén roi rac hda
bing PTHHBT

Ching ta giéi thiéu mo hinh bai toan & dang hdn hop va trinh bay su roi rac hoa
bang cach st dung PTHHBT. Cu the ta s& xdy dung cac ludi st dung trong phuong
phap, dinh nghia cic khong gian x4p xi, viét bai toan roi rac twong Gmg va Ch1 ra sy ton
tai nghlem duy nhét cia bai toén. Cudi cung ta néu hé phuong trinh dai sé tuyen tinh
lien két v6i bai toan roi rac trong d6 cac an dwgc dat tai trung tAm cua cac phan tir cia
ludi ban dau (d6i véi d6 dich chuyén) va ludi kép (d6i véi ap suét).

70



Tap chi KHOA HOC DHSP TPHCM Hoang Thi Thio Phuong va tgk

2.1. MO0 hinh bai toan

Cho mién Q bi chan trong [ * (d = 2,3) vai bién 0Q Lipschitz. Xét bai toan dan
hoi tuyén tinh dimg & dang hdn hop nhu sau:

—div(o(u)) =f trongQ,
divu —% p =0 trongQ, 1)
u =0 trénoQ.

trong do: u 1a do dich chuyén ctia mot vat liéu dan hoi, p laap suat, o la ung suét va

f l1a luc tac dung, f G(LZ(Q))d. Pé don gian, ta chi xét truong hop bién Dirichlet
thuan nhat.

Khi vat liéu dan hoi 1a ddng huéng, img suit dugc dinh nghia boi:

o (u) = 2ue(u)+ A(divu)1d, )

véi Id 1a matran don vi trong [ dz, e(u) lado bién dang cho bai cong thuc:
1
g(u) = E(Vu +(Vu)'), (3)

(6 day A" ki hiéu ma tran chuyén vi cia A), A va u 1a cac hé s6 Lamé:

vE E

A=—r—"——, =—), 4
Lrva-2v) 7 2@y )
v6i v 1ati sb Poisson va E 1a médun Young.
Tur cac dinh nghia trén ta viét lai bai toan (1) duoi dang:
—div(Zug(u)Jr pld) =f trong Q,
divu —% P =0 trong Q, (5)

u =0 trénoQ.

Pé xay dung bai toan bién phan twong ung véi (5), ta gisi thiéu cac khong gian
Sau:
d
12(Q) = {q el’(Q):[ qdQ= o}, v, =(HX)
va ki hiéu HO’ |0 va H0| L lan lwot 1a cac chuén trén L2 (©) va V,. Ta dinh nghia cac dang
song tuyén tinh va tuyén tinh sau:

71



Tap chi KHOA HOC BHSP TPHCM S 6(84) nam 2016

a: V,xV, >R
(u,v) > a(u,v) =24 e(u):e(v)dx,
b: V,xIX(Q) SR
(u,9) > b(u,g) = [_gdivuds,
¢ DRQxXE(Q) —R
X0 = e(p.q) = [, padx,
Lf A - R
\% = L.(v)= Jgf - vdXx.

V&i cac ki hidu nhu trén, ta viét bai toan bién phan ciia (5) nhu sau:

Tim u eV, va p eL;(Q) théa man:

a(u,v)+b(v,p) =L (v), VveV,

1 , (6)
b(u,q)—EC(p,q) =0, vq e L (Q).

2.2. Swxdy dung cdc lwdi va cac khong gian Xdp xi

Pé don gian, ta xét trudng hop bai toan trong khong gian hai chiéu. Ta sé& lan lugt
xay dung céc ludi sau: ludi ban dau 7, ludi kép 7, va ludi kép phu 7, . Sau do, ta
dinh nghia cac khong gian xdp xi gdm cAc ham tuyén tinh timg phan trén cac phan tir
clia luéi kép phu 7, (ddi véi dd dich chuyén) va cac ham héng timg phan trén céc
phén tir ciia ludi kép 7, (ddi véi ap suat).

Gia sir Q la mot mién da gidc va 7, 1a mot ludi tong quat cia Q bao gom céc
tap con khong giao nhau, dong, lién thong va khac rong ciia Q:

Q=J K.

KeT,

Péi voi mbi phan tr K, ta chon mot diém C, bat ki thudc phan trong cia K va
goi d6 1a diém ludi cia K ta gia sir ring doan thing n6i hai diém luéi ciia hai phan tir
lién ké bat ki cua ludi ban dau chira hoan toan trong Q. Ludi kép 7, thu duge bang
cach ndi cac diém luéi cia cac phéan tir ludi ban dau v6i nhau va véi trung diém ciia cac
canh nam trén bién 0 (xem Hinh 1):
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Q= M,
MeT;
trong d6 M 1a cac phan tir cua ludi kép va ta ki higu C, la diém ludi cia M (nhic lai
rang C,, lamot diém trong cia M). Cudi cling ta xay dung ludi kép phu 7; 1a ludi
tam giac phu cta ’Th* nhu sau: véi méi M € Th*, ta n6i C,, Vvéi cac dinh cia M va thu
dugc cac phan tir tam giac, ki hiéu T, cta ludi kép phu (xem Hinh 1):

a=T.

TE/]—]**
a

Hinh 1. Lui ban dau T, (duong den lién nét), uéi kép T, (nét dit)

Va Vi du vé mot s6 phan tir tam gidc ciia ludi kép phu Th (nét cham gach)
Khéng gian xap xi cho do dich chuyén va ap suit lan luot 1a:

ueV ={veV:v|e IP’I(T)Z,VTGT** cV,
h h h 0 h T h 0

()
p, €0, ={g,eL}(Q):q,],eP" (M), VM eT; } c L[}(Q).
2.3. Bai toan roi rac hoa - Sw ton tai va duy nhét nghiém
Bai toan roi rac hda st dung PTHHBT duoc phat biéu nhu sau:
Timu eV, va p, €Q, thoamén
a(u,,v,)+b(v,,p,) =L.(v,) Vv, eV,
8)

1
b(uhth)_zc(phth) :01 th EQh'
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Dijnh |i. Ton tai nghiém duy nhét (u,,p,) €V, x Q, cua bai toan rdi rac (8). Hon nita,
ta cd udc luong sau:

Ju-u )+l pll <c{inf Ju-vilL+ ool ©

v eV,
trong d6 (U, p) €V, x L;(Q) 1a nghiém cua bai toan lién tuc (6) va C la hing sb doc
lap véi kich thudce ludi.

Chitng minh.

~ Taép dungli thuyét phan tir hiru han hon hop [6, Chuong 2] dé chimg minh su

ton tai va duy nhat nghiém cua (8). Cu thé ta can kiém tra 3 diéu kién sau:

1. Dang song tuyén tinh a(-, ) 1a d6i ximg, lién tyc va thoa man diéu kién khang
déu (uniform coercivity), nghia 1a ton tai hang sé o >0 sao cho:

a(vh,vh)zath| Vv, er ::{vh eV, :b(vh,qh):o, va, th}. (10)

1’
2. Dang song tuyén tinh b(-,-) 1a lién tuc va thoa man diéu kién inf-sup déu,

nghia 12 ton tai hang s > 0sao cho:

| b(v,.q,)
inf sup ——— = B,
IR v, eV, |VhH1thHo

3. Dang song tuyén tinh C(-,-) la dbi xung, lién tuc va ntra xac dinh duong,

V.l # 0.l #O. (11)

nghia la:
c(qh,qh)zo, va, €Q,. (12)

Céc diéu kién vé ddi ximg va lién tuc d& dang kiém tra tir dinh nghia cta cac dang
song tuyén tinh. Piéu kién nira xac dinh dwong (12) ¢6 thé ching minh don gian. Piéu
kién khang déu (10) thoa man nhd bt dang thirc Korn. Con lai diéu kién inf-sup déu
(11) thuong 1a didu kién khé kiém tra nhat trong viéc chimg minh tinh 6n dinh cia
phuong phap s gidi bai toan dan hoi tai trang thai gan nhu khong nén. O day, ta sir
dung ki thuat macroelement [13] dé chimg minh bat dang thic (11). Chl ¥ rang véi
cach xay dung lugi ctia PTHHBT thi mdi phan td M cia ludi kép Th* la mot

macroelement. Ta can chi ra ring khong gian N y lamot chiéu, voi

N, :{qh €Q, :thdiv(vh):O,VVh GVo,m}
M
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trong do

Q, = {qh €Q,:q,=0trong Q\' M },VOVM = {vh eV, :v,=0trong Q\ M }
That vay, theo dinh nghia khong gian Xap xi cia PTHHBT, véi q, €Q,, taco:
[a,div(v,)=q, [div(v,)=q, [ v,-n=0, Vv, eV,

M M oM

Suyra N,=Q, nén N  Ila khong gian mot chidu véi moi macroelement
M €T . Tadp dung Dinh i 2.1 trong [13, tr. 5] dé ¢6 duoc diéu can chimg minh.

2.4. Hé phwong trinh dai sé tuyén tinh

Hé phuong trinh dai sb tuyén tinh lién két v6i bai toan (8) thu dugc bang cach lay
cac ham thir 1an luot 1 cac ham co sé cta cac khong gian xdp xi V, va Q,. Hon nira,
do cach xay dung cac ludi trong PTHHBT, ta c6 thé dua vé cac an tai cac diém ludi
cua ludi ban dau va ludi kép - nghia 1a phwong phap PTHHBT la phuong phép trung
tdm va&i cac an xap xi gia tri trung binh cua d¢ dich chuyén va d¢ bién dang lan lugt
trén cac phan tir ciia ludi ban dau va ludi kép (cac phép bién doi duoc tién hanh dua
trén y tuong trinh bay trong [11]). Hé phuong trinh thu dugc c6 dang sau:

A B!
B —--C =) 0 |
)

trong 46 A,B,C va F lan luot 12 cAc ma tran lién két v6i cac dang song tuyén tinh
a(-,-), b(-,-), C(-,-) va dang tuyén tinh L, (*); hon ntta ta c6 A la ma tran ddi xung,

xac dinh dwong, C 1a ma tran dudng chéo; cac an U= (u(cl),u(cz)) va P= (pc )
K K /KeT, M) MeT'
h h

dat tai trong tdm cua cac ph,ﬁn to ludi bgn dau (déi voi d0 dich chuyén) va tai trong tim
cua cac phan tir ludi kép (doi véi ap suat).
3. Kétquasd

Ta tién hanh md phong s6 cho thuat toan PTHHBT va so sanh cac két qua voi
phuong phap MINI [1]. Ta dinh nghia hai loai sai s6 cua phuong phap PTHHBT nhu
sau: Sai sé loai mét, ki hiéu erIZrZI'S, 1a sai s& tuong ddi theo chuén trong L* cua do dich

A . ~ A re A P4 . I A —— DIS \ 4
chuyén va dugc dinh nghia trén ludi ban dau; Sai o loai hai, Ki hiéu erl2. , la sai s0

twong d6i theo chuan trong L® ciia d6 dich chuyén sir dung phan tir hitu han tam giac
(FEM-T3) trén ludi kép phu:
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! 1
1 N
> | K )-u, [ Y, Jlu-u,. [ dx
erl2™s = | X% ret;” ’

fe‘ K u(x, ) Y [ Jufdx

KeT, rer”

—~ DIS
s er12 rel =

Sai s6 loai mot dung dé kiém tra tinh trung tdm cua PTHHBT vi no so sanh sy
khac biét cua cac gia tri tai cac diém ludi ciia nghiém xap xi va nghiém chinh xac. Sai
s6 loai hai dugc dua ra vi phuong phap PTHHBT tuong dwong véi FEM-T3 trén ’];:*.

3.1. Baitoan mang Cook

bay la bai toan thuong QUQC sir dung dé kiém tra ‘Einh chinh xac cua mot phuong
phap s6 khi m6 hinh héa sy uon cong cua vat liu dan hoi va sy nhay cua phuong phap
doi voi hién tugng "volumetric locking”. Mién tinh toan (Hinh 2) la mdt bao 16i cho
boi: © =conv{(0,0),(48,44),(48,60),(0,44)}.

Hinh 2. Mién tinh todn ciia bai todn mang Cook, roi rac béi cac phan tir tam gidc
Bién trai cia Q dugc giit ¢b dinh, bién phai chiu tac dong ctia mot tai trong co do
I6n 1a 1 theo phuong thang dimg. Vat liéu duoc dic trung boi hai thong sb: mo dun
Young E =1 va ti sb Poisson v =0.4999999. Vi bai toan nay khéng c6 nghiém giai
tich nén ta s& so sanh nghiém xap xi cta d6 dich chuyén theo phuong thing dung tai
trung diém cuia bién phai véi nghiém tham chiéu bang 18.50002.
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cac

17.5F

-
J
T

o4
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—— MINI
—de— ASMD
—A— PTHHBT

D6 dich chuyén u theo phuirong thang dirng

(o]
T

15.5

0 5 10 15 20 25 30 35
SG phan tir cua luéi ban dau

Hinh 3. Su héi tu ciia d6 dich chuyén tai diém (48,52),
& ddy nghiém tham chiéu dwoc biéu dién la dieong den lién nét
Gié tri ctia @6 dich chuyén theo phuong thing dung tai diém (48,52) xap xi boi
phwong phap PTHHBT, MINI va ASMD [4]. Chling ta thiy ring PTHHBT cho

nghiém x4p xi gan v&i gia tri tham chiéu nhit.

O Hinh 4, ta phac hoa sy phan phdi cua ap suat qua mang véi cac ludi kich ¢

khac nhau (Iudi 64 phan tir va lugi 256 phan tir). Két qua cho thdy ca hai phuwong phéap
MINI va PTHHBT déu 6n dinh.

Ap suét

3.2.

—— MINI —e— MINI
il —sk— PTHHBT || il —k— PTHHBT ||

005+ 1 005+
&
wd
of a o
~0.05}- 1 005
017 ] -04f
20 25 30 35 40 45 50 55 20 25 30 35 40 45 50 55
y (x=24) y (x=24)

Hinh 4. Su phdn bé ciia dp sudt doc dieong thang X = 24 trén cdc lwdi tam gidc
ban dau lan lwot gom 64 phan tu (hinh trai) va 256 phan tir (hinh phdi)

Bai toan dam tdi trong mét diu
Xét mot tim dam co chiéu dai L = 48m, chiéu rong D =12m va d6 day T=1m.

T4m dam chiu tac dong cua moét lyc kéo P = 1000N tai dau tha tu do nhu trén Hinh 5.
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Ay

N\

O

'
D é\ X
o
7 r?

L ¥ o

Hinh 5. M6 hinh bai toan ddm tdi trong tai mét dau

Piéu kién mg suit phang duoc gia dinh, médun Young E =3.0x10" N/m, hé sb
Poisson v =0.4999999. Nghiém giai tich ctia bai toan dugc cho bai:

Py D?)
u = 5El {(GL 3x)x+(2+v)Ly _—J}

2

——{3vy (L- x)+(4+5v)

u X L (BL-x)x2 ,
y 6El (3L-x) }

trong d6, | 12 moment quén tinh cua tdm dam c6 tiét dién hinh chit nhat va do day don
: . . D? : . . . z
vi, xac dinh boi: | = TR V61 nghiém gidi tich nhu trén, ta tinh dugc cac ung suat nhu

Sau:

P(L-X)y. _ P(D* )
Gxx(x7y)=f’ ny(x7y)=0’ Txy(x7y)= L—_y J

Pé tim nghiém x4p xi cta bai toan, ta chia mién tinh toan thanh cac phan tir tam
gidc (ludi ban dau) va tir d6 xay dung ludi kép, luéi kép phu nhu Hinh 6. Ta so sanh
sai s6 tuong dbi theo chuan L? ctia do dich chuyén xép xi boi phwong phap PTHHBT
va MINI trong Bang 1.
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Hinh 6. Mién tinh todn ciia bai todn dam chia boi lwdi tam gide ban dau (hinh trai)
va luoi kép phu tuwong g (hinh phai)
Bdng 1. Sai s6 twong doi theo chudn 2 ciia d¢ dich chuyén xdp xi béi phwong phdp
PTHHBT va MINI cho bai toan dam trén cac co ludi tam giac khdac nhau

Luéi 7, 16x4x2 | 24x6x2 | 32x8x2 | 40x10x2 | 48x4x 2
S bac tu do cua u
(MINI) 426 926 1618 2502 3578
S bac tu do cua u
(PTHHBT) 256 576 1024 1600 2304
erl2>° (MINI) 8.38e-02 | 3.92e-02  223e-02 | 1.44e-02 | 1.00e-02
erl2’® (PTHHBT) | 2.98e-02 | 1.12e-03 | 5.83¢e-04 | 356e-04 | 2.40e-04
erl2., (PTHHBT) | 265€-03 | 9.66¢-04 | 4.89e-04 | 2.94e-04 | 1.96e-04

Ta thay voi cing mot ¢& ludi, s6 bac tu do ciia d6 dich chuyén trong PTHHBT 12
nhé hon nhiéu so véi MINI (sé bac tu do 4p suat cia hai phuong phap 13 bang nhau).
Trong khi do, sai sb theo chuan L? cua do dich chuyén cho boi PTHHBT t6t hon rat
nhiéu sai s6 cho boi MINL Dé giai thich cho diéu ndy, ta chll y rang ludi kép phu min
hon nhiéu so véi ludi ban dau (Hinh 6), va PTHHBT xép xi nghiém trén ludi kép phu
nén s& cho sai s6 nho hon. Tuy nhién, vi phuong phap PTHHBT la trung tdm do cach
xay dung ludi (xem muyc 2.4) nén sb bac tu do thép hon MINI. Béc hoi tu theo chuin
L cta d6 dich chuyén trong truong hop phuong phap MINI 1a 1.92, con véi PTHHBT
1a 2.32 (sai s6 loai 1) va 2.40 (sai s6 loai 2). Nhu vdy, PTHHBT hiéu qua hon MINI vi
cho nghiém xap xi v6i do chinh xac cao hon véi chi phi tinh toan thap hon MINI.
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