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VEÀ MOÄT HEÄ ELLIPTIC p- LAPLACE 

TRONG KHOÂNG GIAN SOBOLEV COÙ TROÏNG 

Traàn Minh Thuyeát*, Leâ Khaùnh Luaän†, Voõ Giang Giai‡ 

1.  Giôùi thieäu 

Trong baøi naøy, chuùng toâi xeùt baøi toaùn bieân phi tuyeán cho heä phöông trình elliptic 
p -Laplace sau :  
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trong ñoù ,1 N  ,2p  ,0,0 21  hh  21 , gg  laø caùc haèng soá cho tröôùc vaø 21 , ff  

laø caùc haøm cho tröôùc thoûa caùc ñieàu kieän naøo ñoù maø ta seõ chæ roõ sau. Tröôøng hôïp cho 
moät phöông trình töông töï nhö treân ñaõ coù nhieàu nhaø Toaùn hoïc quan taâm nghieân cöùu, 
chaúng haïn nhö : Nghóa, Long [10] ; Long, Duõng, Thuyeát [3] ; Long, Duõng, Nghóa, 
Thuyeát [4], Long, Ortiz, Ñònh [6,7], Long, Laêng [8].  

Chuù yù raèng neáu ñaët   ),()( ruxuxv iii   laø haøm chæ phuï thuoäc vaøo 
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 , thì nghieäm cuûa baøi toaùn (1.1)-(1.2) chính laø nghieäm radial cuûa 

baøi toaùn bieân phi tuyeán cho heä phöông trình elliptic p-Laplace nhö sau :  

 ),,,( 21
2 vvxfvvv ii

p
iip    trong ,1  (1.4) 

 ,2
iii

ip
i gvhvv 




 


 treân ,1  (i = 1, 2), (1.5) 

                                         
* TS, Tröôøng Ñaïi hoïc Kinh teá TP. HCM 
† ThS, Tröôøng Ñaïi hoïc Kinh teá TP. HCM 
‡ ThS, Coäng taùc vieân boä moân Toaùn Cao caáp, Tröôøng Ñaïi hoïc KHTN TP. HCM. 
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  laø phaùp tuyeán ñôn vò höôùng ra ngoaøi bieân ,1 ,1 N ,2p  ,0,0 21  hh  

21 , gg  laø caùc haèng soá cho tröôùc vaø 21 , ff  laø caùc haøm cho tröôùc thoûa caùc ñieàu kieän 
naøo ñoù maø ta seõ chæ ra sau. 

Trong [2], D. Huang, Y. Li, xeùt heä phöông trình elliptic p-Laplace sau 
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vôùi  1 2[0, ) ;F C   � �  ,1 Np   cho tröôùc. Vôùi moät soá ñieàu kieän ñaët ra cho 

,,, FpN  caùc taùc giaû D. Huang, Y. Li, chöùng minh baøi toaùn (1.6)-(1.8) coù voâ soá 

nghieäm radial ),,( vu  nghóa laø nghieäm  )(),( xvxu  chæ phuï thuoäc vaøo .xr   

Trong baøi naøy, tröôùc tieân chuùng toâi thieát laäp moät soá khoâng gian Sobolev coù 
troïng cuï theå cuøng vôùi caùc tính chaát cuûa chuùng. ÔÛ [3], chuùng toâi chöùng minh ñònh lí toàn 
taïi vaø duy nhaát nghieäm yeáu cuûa baøi toaùn (1.1)-(1.3) trong caùc khoâng gian haøm 
Sobolev coù troïng thích hôïp. Trong chöùng minh coù söû duïng phöông phaùp xaáp xæ 
Galerkin keát hôïp vôùi phöông phaùp compact vaø ñôn ñieäu. ÔÛ [4], chuùng toâi cuõng nghieân 
cöùu daùng ñieäu tieäm caän cuûa nghieäm  ),(),,( 212211 hhuhhu  phuï thuoäc vaøo ),( 21 hh  khi 

.0,0 21   hh  Caùc keát quaû thu ñöôïc ôû ñaây ñaõ toång quaùt hoaù töông ñoái caùc keát 

quaû trong [2-4], [6-8], [10]. 

2. Khoâng gian Sobolev coù troïng 

Ñaët ),1,0(  chuùng ta boû qua caùc ñònh nghóa veà khoâng gian haøm thoâng duïng 

nhö ).(),(),(),( ,  pmmpm WHLC  Ta kí hieäu pp LL  )(  laø taäp hôïp caùc haøm u  

xaùc ñònh vaø ño ñöôïc treân   sao cho  
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Ta ñoàng nhaát treân pL  caùc haøm baèng nhau haàu heát treân .  Caùc phaàn töû cuûa pL  

laø caùc lôùp töông ñöông caùc haøm ño ñöôïc thoûa maõn (2.1), hai haøm laø töông ñöông neáu 
chuùng baèng nhau haàu heát treân .  Khi ñoù pL  laø khoâng gian Banach vôùi chuaån .

,p  

Trong tröôøng hôïp rieâng, 2
L  laø khoâng gian Hilbert ñoái vôùi tích voâ höôùng vaø chuaån 

töông öùng nhö sau : 
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Ta kí hieäu },:{)( /,1,1 pppp LvLvWW    vôùi ñaïo haøm ñöôïc hieåu theo 

nghóa phaân boá. Hôn nöõa, ta coù pW ,1
  laø khoâng gian Banach vôùi chuaån  
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Chuù yù raèng ta coù theå ñònh nghóa pW ,1
  nhö laø söï ñaày ñuû hoaù cuûa khoâng gian 

)(1 C  ñoái vôùi chuaån .
,,1 p

  Caùc baát ñaúng thöùc veà pheùp nhuùng sau ñaây seõ ñöôïc söû 

duïng trong caùc phaàn sau 

Boå ñeà 1. Cho ,0 ,1p ),(1 Cu  ta coù 
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Boå ñeà 2. Pheùp nhuùng )(,1 pW   )(2 L  laø lieân tuïc neáu ,/12,1  pp  vaø 

compact neáu .2p  

Chöùng minh cuûa caùc boå ñeà 1 vaø 2 coù theå tìm thaáy ôû [5]. 

Chuù thích 1. Ta chuù yù raèng : 

 ,0)(lim /

0
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
rur p

r

  vôùi moïi ).(,1  pWu   (2.2) 

(Xem [1], boå ñeà 5.40, trang 128). Maët khaùc, do )1,(,1 pW   ])1,([C  vaø  

 ,
,,1)1,(

/
,1 

 pW
p uu p   vôùi moïi ),(,1  pWu   vôùi moïi ,10    

ta suy ra raèng : 
 ]),1,([

]1,[



Cu   vôùi moïi ),(,1  pWu   vôùi moïi .10    (2.3) 

Töø (2.2) vaø (2.3) ta suy ra 

 ),()(/ Crur p  vôùi moïi ).(,1  pWu   (2.4) 

Ta ñaët ),(2  LH  ).(,1  pWV   Töø keát quaû cuûa boå ñeà 2 vôùi 

,/12,1  pp  V  ñöôïc nhuùng lieân tuïc trong .H  Hôn nöõa V  truø maät trong ,H  vì 

)(1 C  truø maät trong ,H  ñoàng nhaát H  vôùi H  (ñoái ngaãu cuûa H ), ta coù V HV  . 

3. Ñònh lí toàn taïi vaø duy nhaát nghieäm 

Cho ,2,1i  vaø .2p  Ñaët .
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pp
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Ta thaønh laäp caùc giaû thieát sau : 

)( 1H  2:if  � �  thoûa maõn ñieàu kieän Caratheodory, nghóa laø 
 (i) ),,( zyf i   ño ñöôïc treân ;  , ,y z �  

 (ii) ),,( rf i  lieân tuïc treân 2 ,�  a.e. ,r  

)( 2H  Toàn taïi caùc haèng soá ,0, ba  ppp  21 ,0  vaø haøm 1
Lq  sao cho  

  ,),,(),,( 21

21
pp zbyazyrzfzyryf   , ,y z �  a.e. ,r  

)( 3H  Toàn taïi caùc haèng soá ,0, ii ba  vaø caùc haøm 
/p

i Lq   sao cho  

  ,)(),,( 11 rqzbyazyrf i
p

i
p

ii    , ,y z �  a.e. .r  

Nghieäm cuûa baøi toaùn (1.3) vaø (1.4) ñöôïc thaønh laäp töø phöông trình bieán phaân 
sau nay : 
 Tìm   VVuu 21,  sao cho  

 1 2( ), ( ), (1) (1) ( , , ), (1),i i i i i iA u v A u v h u v f r u u v g v           ,Vv (3.1) 

trong ñoù ,)( 2 xxxA p  .x�  

Chuù thích 2. Do (2.4), caùc soá haïng ),1(1u  )1(2u  xuaát hieän trong (3.1) ñöôïc xaùc ñònh 

vôùi moïi .Vv  Ta nhaän ñöôïc (3.1) baèng caùch nhaân hình thöùc hai veá (1.3) vôùi ,vr   

,Vv  vaø sau ñoù laáy tích phaân töøng phaàn keát hôïp vôùi vieäc söû duïng caùc ñieàu kieän (1.4) 

vaø (2.2). 

Khi ñoù ta coù ñònh lí sau nay : 

Ñònh lí 1. Giaû söû ,0,0 21  hh 1 2,g g �  vaø )()( 31 HH   ñöôïc thoûa. Khi ñoù baøi 
toaùn bieán phaân (3.1) coù nghieäm   ., 21 VVuu   Hôn nöõa, neáu 21 , ff  thoûa  

)( 4H  Toàn taïi caùc haèng soá ,2, 2
33

pba   sao cho 
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1 1, , , ,y y z z �  a.e. ,r  

thì baøi toaùn bieán phaân (3.1) coù nghieäm  21, uu  duy nhaát. 

Chöùng minh. Ta tieán haønh qua moät soá böôùc nhö sau : 

a. Xaáp xæ Galerkin. Do V  laø khoâng gian Banach khaû li neân toàn taïi moät cô sôû ñeám 

ñöôïc ,..., 21 ww  trong .V  Ta tìm )(m
iu  döôùi daïng 
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vaø thoûa heä phöông trình phi tuyeán sau : 
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Ñeå chöùng minh söï toàn taïi nghieäm cuûa heä (3.3), chuùng ta nhôø ñeán boå ñeà sau nay : 

Boå ñeà 3. Cho 2 2: m mP � �  laø aùnh xaï lieân tuïc. Giaû söû toàn taïi haèng soá ,0  sao 
cho 
 22

2( ), 0, , .mm
mP e e e e      

��
�  (3.5) 

thì toàn taïi 2
2 , m
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�
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trong ñoù  
    1 1,..., , ,..., ,m
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Ta nghieäm laïi aùnh xaï P  thoûa caùc giaû thieát cuûa boå ñeà 3. 

(j) Ta chöùng minh deã daøng raèng 2 2: m mP � �  laø aùnh xaï lieân tuïc 

(jj) Ta nghieäm laïi ñieàu kieän (3.5) ñuùng vôùi moät soá döông   naøo ñoù. Thaät vaäy, 
ta coù : 

2 2 2
(1) (2)

1 2( ), ( ), ( ),m m mm m m m m mP e e Q e c Q e c       
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Töø giaû thieát )( 2H  vaø Boå ñeà1, ii, ta suy ra raèng : 
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Töø (3.6) vaø (3.7) suy ra raèng : 

 
2

2

(1) (2)
1

1
2

1

1( ),
4

12 .
4

m m m

m

p p

m m m m m

p
p

m

P e e a c c C

e C


      
 

 

� � �

�

 (3.8) 

Töø (3.8) deã daøng suy ra ñöôïc raèng heä (3.3) coù nghieäm.  
b. Ñaùnh giaù tieân nghieäm. Töø (3.6) suy ra raèng : 

 ).2,1(,21,,1

)(  iCCu p
p

m
i 

 (3.9)  

Ta suy ra töø (3.9) raèng : 

  
1/1

/ ( ) ( )
3

0

( ) ,
p

p
p

p m m
i i

L
r A u r u r dr C





  
    

 
  (3.10) 

  / ( )
3 ,

p

p m
i L

r A u C


   (3.11) 
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 / / 1 1/ ( ) ( ) / ( ) / ( ) /
1 2 1 2

1/ 1/
( ) ( ) /
1 2

/ /( ) ( ) /
4 1 21, , 1, ,

/
5

, , ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) , . . ,

p pp m m p m p m p
i i i i

p pp pm m p
i i i

p p p pm m p
ip p

p
i

r f r u u a r u r b r u r r q r

a r u r b r u r r q r

C u u r q r

C r q r a e r

     

 
  

  

 



  

        
   
    
 

  

 

 (3.12) 

trong ñoù 5432 ,,, CCCC  laø caùc haèng soá döông ñoäc laäp vôùi .,, 21 hhm  

c. Qua giôùi haïn. Töø (3.9), (3.10) vaø boå ñeà 2 suy ra raèng coù moät daõy con cuûa daõy 

)},{( )(
2

)(
1

mm uu  vaãn kí hieäu laø )},{( )(
2

)(
1

mm uu  sao cho  

 i
m

i uu )(  trong ,V  (3.13) 

 i
m

i uu )(  trong H  maïnh vaø a.e trong ,  (3.14)  

 ( )m
i iu u   trong pL  yeáu, (3.15) 

  / ( )p m
i ir A u     trong pL   yeáu,  (3.16) 

vôùi .2,1i  Hôn nöõa, do pheùp nhuùng )1,(,1 pW  ])1,([C ),10(    laø compact, vaø töø 

ñaùnh giaù ,2,,1
)(

)1,(
)(/

,1 Cuu
p

m
iW

m
i

p
p 



  suy ra coù moät daõy con cuûa },{ )(m
iu  vaãn kí 

hieäu laø },{ )(m
iu  sao cho 

 
]1,[]1,[

)(
 i

m
i uu   trong ])1,([C  maïnh  (3.17) 

Maët khaùc, töø )( 1H , (3.1), (3.12) suy ra raèng : 

    / ( ) ( ) /
1 2 1 2, , , ,p m m p

i ir f r u u r f r u u    trong pL   maïnh, (3.18) 

 / ( ) /( ) ( )p m p
i ir A u r A u    trong pL   yeáu. (3.19) 

Qua giôùi haïn trong (3.3) ta coù 
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 

 

1 1
/ ( )

0 0
1

1 2
0

( ) (1) (1) ( ) ( )

, ( ), ( ) ( ) (1), .

p m
i i i i

i i

r v r dr h u v r A u r v r dr

r f r u r u r v r dr g v v V

 



  

   

 


 

Söû duïng phöông phaùp ñôn ñieäu nhö trong [3,4], ta coù theå chöùng minh raèng  

 / ( ).   p
i ir A u  (3.20) 

Söï toàn taïi nghieäm cuûa baøi toaùn bieán phaân (3.1) ñöôïc chöùng minh. 

d. Tính duy nhaát. Giaû söû  ,, 21 uu   VVvv 21,  laø hai nghieäm cuûa baøi toaùn bieán 

phaân (3.1), khi ñoù  

 
1 2 1 2

( ) ( ), ( ) ( ), (1) (1) (1)

( , , ) ( , , ), , .
i i i i i i i

i i

A u A v w A u A v w h u v w

f r u u f r v v w w V

          

     
 

Do ñoù 
2 2

1 1 2 2, ,

2 2
3 1 1 3 2 2, ,

2 2

(2 ) (2 )

p pp p
p p

p pp p
p p

u v u v

a u v b u v

 
 

 
 

     

     
 

 .0)1()1()1()1(
2

222

2

111  vuhvuh  (3.21) 

Vaäy ., 2211 vuvu   

Chuù thích 3. Ñònh lí 1 vaãn coøn ñuùng neáu giaû thieát )( 2H  ñöôïc thay theá bôûi moät trong 

caùc giaû thieát sau ñaây  

2( )H   Toàn taïi caùc haèng soá 1, ba  vaø haøm 1
Lq  sao cho  

,)(),,(),,( 21 rqzbyazyrzfzyryf pp   , ,y z �  a.e. .r  

2( )H   Toàn taïi caùc haèng soá ,1a  ,0b  pp  10  vaø haøm 1
Lq  sao cho  

,)(),,(),,( 1

21 rqzbyazyrzfzyryf pp   , ,y z �  a.e. .r  

 2H  Toàn taïi caùc haèng soá ,0a  ,1b pp  10  vaø haøm 1
Lq  sao cho 

,)(),,(),,( 1

21 rqzbyazyrzfzyryf pp   , ,y z �  a.e. .r  
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Chuù thích 4. Töông öùng vôùi ,1,2  p  caùc taùc giaû trong [6, 7] ñaõ chöùng minh 

phöông trình vi phaân Bessel phi tuyeán   21 ( ) 0, 0 ,d x u x u u x
x dx
         lieân 

keát vôùi ñieàu kieän bieân ,0)(lim,1)0( 


xuu
x

 coù ít nhaát moät nghieäm. Moät trong soá 

caùc nghieäm ôû treân ñöôïc thieát laäp töø baøi toaùn bieân 

  21 ( ) 0, ,d x u x u u a x b
x dx
        lieân keát vôùi ñieàu kieän bieân 

,0)(,1)(  buau  trong ñoù, 1 ii xbax  vaø ,ix 1ix  laø hai zeâro lieân tieáp cuûa haøm 
Bessel ).(0 xJ  

IV. DAÙNG ÑIEÄU TIEÄM CAÄN CUÛA NGHIEÄM KHI .0,0 21   hh  

Trong phaàn naøy, giaû söû raèng 1 3( ) ( )H H  laø ñuùng. Do ñònh lí 1 baøi toaùn bieán 

phaân (3.1) töông öùng vôùi caëp soá thöïc ),,( 21 hh ,0,0 21  hh  coù nghieäm duy nhaát 

),( 21 uu  phuï thuoäc vaøo ),( 21 hh  nhö sau ),,( 2111 hhuu   ).,( 2122 hhuu   Ta seõ nghieân 

cöùu daùng ñieäu tieäm caän cuûa nghieäm  ),(),,( 212211 hhuhhu  khi ,01 h  .02 h  

Ta boå sung theâm sau ñaây moät giaû thieát veà haøm ,1f .2f  

4( )H  Toàn taïi caùc haèng soá ,2, 2
33

pba   sao cho 
   

,

)(),,(),,()(),,(),,(

1313

1112211111
pp zzbyya

zzzyrfzyrfyyzyrfzyrf




 

1 1, , , ,y y z z �  a.e. .r  

Ñònh lí 2. Giaû söû coù caùc giaû thieát )()( 31 HH   vaø 4( )H  ñuùng. Khi ñoù :  

(i)  Baøi toaùn bieán phaân (3.1) töông öùng vôùi 021  hh  coù nghieäm duy nhaát 
  ., )0(

2
)0(

1 VVuu    

(ii)   ,0,0,),(),( 21

)1/(1
2
2

2
1

)0(
2212

)0(
1211 


hhhhCuhhuuhhu

p

VV
 

trong ñoù C  laø haèng soá döông ñoäc laäp vôùi ., 21 hh  

Ñònh lí 3. Giaû söû coù caùc giaû thieát )()( 31 HH   ñuùng. Ta giaû söû theâm raèng. 

4( )H  Toàn taïi caùc haèng soá ,2, 2
33

pba   sao cho  
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 
 









,)(),,(),,(

,)(),,(),,(

1311112

1311111

p

p

zzbyyzyrfzyrf

yyayyzyrfzyrf
 

1 1, , , ,y y z z �  a.e. .r  

Khi ñoù 
(i)  Nếu 2211

~0,~0 hhhh   thì 

(j) ,)1)(,()1)(~,~( 211211 hhuhhu    

(jj) ,)1)(,()1)(~,~( 212212 hhuhhu   

(jjj) .)1)(,()1)(,()1)(~,~()1)(~,~( 2
212

2
211

2

212

2

211 hhuhhuhhuhhu   

(ii)    .)1()1()1)(,()1)(,(sup
2)0(

2

2)0(
1

2
212

2
211

0,0 21

uuhhuhhu
hh




 

Chöùng minh. Chöùng minh ñònh lí 1, 2 töông töï nhö trong [4] neân chuùng toâi boû qua. 
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Toùm taét 

Veà moät heä elliptic p- Laplace trong khoâng gian Sobolev coù troïng 

Chuùng toâi nghieân cöùu baøi toaùn bieân phi tuyeán sau 

  
2 2

1 2
1 ( ) ( ) ( ) ( ) , ( ), ( ) , 0 1,

p p
i i i i i

d r u r u r u r u r f r u r u r r
drr

 

        

 
 (1) 

 
2

(1) (1) (1) ,
p

i i i i iu u h u g


     (2) 

 /

0
lim ( ) ,p

ir
r u r






   ),2,1( i  (3) 

trong ñoù ,1 N  ,2p  ,0,0 21  hh  21 , gg  laø caùc haèng soá cho tröôùc 

vaø 21, ff  laø caùc haøm cho tröôùc. Trong baøi naøy, chuùng toâi duøng phöông 

phaùp Galerkin vaø compact trong caùc khoâng gian Sobolev coù troïng thích 
hôïp ñeå chöùng minh söï toàn taïi vaø duy nhaát nghieäm ),( 21 uu  cuûa baøi toaùn 

(1)-(3). Sau ñoù, Chuùng toâi cuõng nghieân cöùu daùng ñieäu tieäm caän cuûa nghieäm 
 ),(),,( 212211 hhuhhu  phuï thuoäc vaøo ),( 21 hh  khi .0,0 21   hh   



 
Taïp chí KHOA HOÏC ÑHSP TP.HCM Soá 10 naêm 2007 

 

13  

Abstract : 

On the elliptic p- Laplace system in weighted Sobolev spaces 

We study the following nonlinear boundary value problem. 

  
2 2

1 2
1 ( ) ( ) ( ) ( ) , ( ), ( ) , 0 1,

p p
i i i i i

d r u r u r u r u r f r u r u r r
drr

 


        
 

 (1) 

 
2

(1) (1) (1) ,
p

i i i i iu u h u g


     (2)  

 /

0
lim ( ) ,p

ir
r u r






   ),2,1( i  (3) 

where ,1 N  ,2p  ,0,0 21  hh  21 , gg  are given constants, 

21 , ff  are given functions. In this paper, we use the Galerkin and 

compactness method in Sobolev spaces with appropriate weight to 
prove the existence and a unique solution ),( 21 uu  of the problem (1)-

(3). Afterwards, we also study the asymptotic behavior of the solution 
 ),(),,( 212211 hhuhhu  depending on ),( 21 hh  as .0,0 21   hh  


