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TÍNH GIẢI ĐƯỢC CỦA BÀI TOÁN BIÊN CỘNG HƯỞNG 
 CHO MỘT LỚP PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN BẬC KHÔNG NGUYÊN 

 

LÊ CÔNG NHÀN*, LÊ XUÂN TRƯỜNG** 
 

TÓM TẮT 
Bằng cách sử dụng định lí dạng continuation của Mawhin, chúng tôi thiết lập các 

điều kiện đủ cho sự tồn tại ít nhất một nghiệm của bài toán giá trị biên cho một lớp 
phương trình vi phân phi tuyến bậc không nguyên. 

Từ khóa: trùng bậc, phương trình vi phân bậc không nguyên, cộng hưởng. 
ABSTRACT 

Solvability of boundary value problem at resonance for a class 
 of fractional differential equations 

By using the Mawhin’s continuation theorem we establish the sufficient conditions 
for the existence of at least one solution of a boundary value problem for a class of 
nonlinear differential equations of fractional order.  

Keywords: coincidence degree, fractional differential equation, resonance. 
 

1. Giới thiệu 
Cho q (1,2)Î , và ,  ,  ,  a b g h  là các số thực cho trước. Trong bài báo này, chúng 

tối nghiên cứu sự tồn tại nghiệm cho lớp phương trình vi phân phi tuyến bậc không 
nguyên có dạng 

( ) ( )qD u(t) f t,u(t) ,  t 0,1 ,= Î    (1.1) 

kết hợp với các điều kiện biên phi địa phương 
1

0

1

0

u(0) u (0) u(s)ds,

u(1) u (1) u(s)ds,

ìï ¢a + = bïïïíï ¢ï + b = hïïî

ò
ò

   (1.2) 

trong đó f : [0,1]´ ®¡ ¡  là một hàm số liên tục. Bài toán (1.1) - (1.2) có thể được 
đưa về phương trình dạng toán tử 

Lu = Nu     (1.3) 
với L (tương ứng, N) là một ánh xạ tuyến tính (tương ứng, phi tuyến) giữa hai không 
gian Banach X và Z mà chúng ta sẽ chọn sau. 
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Trong vài thập niên qua, có khá nhiều bài báo đề cập đến các bài toán biên mà nó 
có thể đưa về dạng (1.3). Trong hầu hết các kết quả như thế, L thường là một toán tử vi 
phân bậc nguyên hoặc không nguyên; khả đảo (trường hợp không cộng hưởng) hoặc 
không khả đảo (trường hợp cộng hưởng). Cụ thể hơn, đọc giả có thể xem [4, 5] cho 
trường hợp không cộng hưởng và [1, 3, 7, 8, 10] cho trường hợp cộng hưởng. 

Mục đích của bài báo này là nghiên cứu tính chất giải được của bài toán giá trị 
biên (1.1) – (1.2) trong trường hợp cộng hưởng bằng cách sử dụng Định lí dạng 
continuation của Mawhin trong khuôn khổ của lí thuyết trùng bậc. Điểm mới của bài 
báo là chúng tôi chứng minh tính chất Fredholm của toán tử vi phân kết hợp với các 
điều kiện biên không thông qua việc xây dựng trước các phép chiếu. Hơn nữa, việc xây 
dựng các phép chiếu P, Q nhằm tìm toán tử giả ngược cũng được thực hiện một cách 
tổng quát cho các trường hợp khác nhau liên quan đến số chiều của nhân, Ker(L). 
2. Kết quả chuẩn bị 

Phép tính vi tích phân bậc không nguyên 
Chúng tôi bắt đầu mục này bằng việc giới thiệu một số khái niệm và kết quả cơ 

bản liên quan đến phép tính vi phân và tích phân bậc không nguyên (xem chi tiết hơn 
trong [6]). 
Định nghĩa 2.1. Tích phân Riemann-Liouville bậc 0n >  của một hàm số 

: (0, )j + ¥ ® ¡  được định nghĩa bởi 
t 1

0

(t s)(t) (s)ds, t 0,
(

I
)

n-
n -j = j >

G nò  

nếu tích phân ở vế phải xác định từng điểm trên (0, )¥ . 

Rõ ràng, toán tử tích phân Ia  là tuyến tính, bị chặn từ C[0,1]  vào chính nó. Hơn 
nữa ta có 

k ,I C[0,1],n
n ¥¥

j £ j j Î        (2.1) 

với 1k
( 1)n =

G n +
. 

Định nghĩa 2.2. Đạo hàm Caputo bậc 0n >  của hàm số : (0,1)j ® ¡  được xác định 
bởi 

t n 1 ( n)

0

1(t) (t s) (s)ds,
(n )

Dn - n-j = - j
G - n ò  

trong đó n  là số nguyên nhỏ nhất lớn hơn hoặc bằng n , nếu tích phân ở vế phải xác 
định từng điểm trên (0, )¥ . 



TẠP CHÍ KHOA HỌC ĐHSP TPHCM Số 12(78) năm 2015 
_____________________________________________________________________________________________________________ 
 
 

140 

Bổ đề 2.3 (xem [6]-Bổ đề 2.22). Cho 0n >  và n là số nguyên nhỏ nhất lớn hơn hoặc 
bằng n . Nếu nAC [0,1]j Î  hoặc nC [0,1]j Î  thì Inj  tồn tại với hầu hết t [0,1]Î  và 

( )( )
( i)n 1

i

i 0

(0)(t) (t) t , h.h. t [0,1].
i!

I D
-

n n

=

jj = j - Îå  

Ở đây nAC [0,1]  là không gian gồm các hàm j  có đạo hàm đến cấp n 1-  trên 
[0,1]  sao cho (n 1)-j  liên tục tuyệt đối trên [0,1] . 

Một số kết quả của lí thuyết trùng bậc 
Cho X và Z là hai không gian Banach. 

Định nghĩa 2.4. Cho L : dom(L) X ZÌ ®  là một toán tử tuyến tính. L được gọi là 
một toán tử Fredholm chỉ số 0 nếu các điều kiện sau được thỏa: 

a) KerL có số chiều hữu hạn; 
b) ImL đóng trong Z và có đối chiều hữu hạn thỏa codimImL dimKerL .= < ¥  

Nếu L là toán tử Fredholm chỉ số 0 thì tồn tại các phép chiếu liên tục P : X X®  
và Q : Z Z® sao cho 

ImP KerL, KerQ ImL, X KerL KerP, Z ImL ImQ.= = = Å = Å  

Ngoài ra hạn chế của L trên dom(L) KerPÇ , PL : dom(L) KerP ImLÇ ®  là 

ánh xạ khả đảo và kí hiệu ( ) 1

P dom(L) KerPK : L |
-

Ç= . Ngược suy rộng của L được kí hiệu là 
KP,Q và được xác định bởi 

( )P,Q PK K I Q= - . 

Mặt khác, với mỗi đẳng cấu J : ImQ kerL® , ánh xạ P,QJQ K : Z dom(L)+ ®  
cũng là một đẳng cấu và 

( ) ( )1 1
P,QJQ K u L J P u, u dom(L).

- -+ = + " Î  

Tiếp theo, cho W là một tập con mở, bị chặn của X. 

Định nghĩa 2.5. Cho L là một toán tử Fredholm chỉ số 0. Ánh xạ N : ZW®  được gọi 
là L - compact trên W nếu các điều kiện sau được thỏa: 

a) QN : ZW®  là ánh xạ liên tục và ( )QN W bị chặn;  

b) P,QK N : XW®  là ánh xạ hoàn toàn liên tục ( liên tục và compact) trên W. 

Hơn nữa, ta nói rằng N là L – hoàn toàn liên tục nếu nó là L – compact trên mỗi 
tập bị chặn trong X. 
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Ta lưu ý rằng nếu L là toán tử Fredholm chỉ số 0 và N là ánh xạ L – compact 
trong W thì sự tồn tại nghiệm của phương trình Lu Nu= , u Î W tương đương với ánh 
xạ F  có điểm bất động trong W, trong đó 

( )P,Q: P JQ K N.F = + +  

Việc kiểm tra sự tồn tại điểm bất động của F  có thể được thực hiện bằng cách áp 
dụng Định lí sau đây (xem Mawhin – [8]). 
Định lí 2.6. Cho XWÌ  là một tập mở, bị chặn; L là một toán tử Fredholm chỉ số 0, và 
N là một ánh xạ L – compact trên W. Giả sử các điều kiện sau đây thỏa mãn: 

i. Lu Nu¹ l  với mỗi ( )(u, ) dom L \ Ke )rL (0,1 (( ;) )l Î Ç¶ W ´  
ii. QNu 0¹  với mỗi u KerLÎ Ç ¶ W; 

iii. với một đẳng cấu J : ImQ KerL®  nào đó, ta có 
( )KerLdeg JQN | ; KerL,Q 0,WÇ ¹  

trong đó Q : Z Z®  là phép chiếu như trên. 

 Khi đó phương trình Lu = Nu có nghiệm trong Ω. 
Những kết quả chi tiết và sâu sắc hơn về lí thuyết trùng bậc, người đọc có thể 

xem trong [2, 8]. 
3. Dạng toán tử của Bài toán (1.1)-(1.2) 

Để nghiên cứu sự tồn tại nghiệm của Bài toán ban đầu bằng cách sử dụng Định lí 
dạng continuation của Mawhin (Định lí 2.6), chúng tôi giới thiệu các không gian 
Z C[0,1]= , với chuẩn sup thông thường, 

¥
× , và 1X C [0,1]= , được trang bị chuẩn 

{ }u max u , u .
¥ ¥

¢=  

Đặt  
2 q

0X : {u AC [0,  1] : ZD u }.= Î Î  

Khi đó, ta định nghĩa toán tử L :dom(L) X ZÌ ®  bởi qLu : u D= , trong đó 

{ }1 1

0 0 0
dom(L) u X : u(0) u (0) u(s)ds, u(1) u (1) u(s)ds .¢ ¢= Î a + = b + g = hò ò

Ngoài ra, ta cũng xét ánh xạ N : X Z® , được xác định bởi 

( ) ( )Nu t f t,u(t)= ,  [ ]t 0,1Î . 

Khi đó, việc tìm nghiệm của Bài toán (1.1)–(1.2) có thể chuyển về việc tìm 
nghiệm của phương trình toán tử Lu Nu= . Dưới đây ta sẽ chỉ ra các tính chất của L 
và N nhằm áp dụng được Định lí 3.6. 
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Tính chất Fredholm của toán tử L 
Từ Bổ đề 2.3 ta suy ra 

c) q
0u X u(t) u(0) u (0)t Lu(t),tI [0,1] .¢Î Û = + + Î                                (3.1) 

Do đó, với bất kì 0u XÎ , các điều kiện biên, 
1

0
u(0) u (0) u(s)ds¢a + = bò  và  

1

0
u(1) u (1) u(s)ds¢+ g = hò , 

tương đương với 

u(0)
. (Lu)

u (0)
é ù
ê ú=ê ú¢ë û

A B  

trong đó 

 
1 / 2

1 1 / 2

é ùa - b - bê ú
ê ú= ê ú
ê ú- h + g - hë û

A  

 : Z ® ´¡ ¡B  là ánh xạ tuyến tính liên tục được xác định bởi 

( ) ( ) ( ) ( )q 1 q q 1 T
I z 1   I z 1   I z 1z ,  z Z,+ -é ù= Îë ûB D                                     (3.2) 

với 
0 0

.
1

é ùbê ú= ê úh - - gë û
D  

Vậy ( )dom L  có thể được viết lại như sau 

( ) q
0

u(0)
dom L u X : u(t) u(0) u (0)t Lu(t) . (Lu) .

u (0)
I ,  

ì üé ùï ïï ïê ú¢= Î = + + =í ýê ú¢ï ïë ûï ïî þ
A B  

Bằng các phép lí luận thông thường, ta có thể chỉ ra rằng  

( )1 2 1 2KerL {u X : u(t) c c t,  (c ,c ) Ker } Ker ,= Î = + Î @A A  

và 

( ){ }ImL z Z : (z) Im .= Î ÎB A  

Lemma 3.1. Cho 2: Z ® ¡B  là toán tử tuyến tính liên tục được xác định bởi (3.2). Các 
khẳng định sau thỏa mãn 

a) 2 *
(z) z

¥
£

¡
B D , với mọi z ZÎ . 

b) Im Im=B D , 

trong đó 2| |×
¡

 và × là các kí hiệu chuẩn tương ứng trong 2¡  và ( )2 3M ´ ¡ . 
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Chứng minh. Ta xét toán tử 3: Z ® ¡I  xác định bởi 
Tq 1 q q 1(z) I z(1) I z(1) I z(1)+ -é ù= ë ûI . 

Rõ ràng, từ định nghĩa của B  ta suy ra = oB D I . Khi đó, kết luận a) trong Bổ 
đề được suy ra dễ dàng từ tính chất tuyến tính liên tục của I . Để chứng minh b) ta chỉ 
cần chứng minh I  là một toàn ánh. Thật vậy, với 3

1 2 3( , , )x = x x x Î ¡ , ta sẽ chỉ ra 
rằng tồn tại 

2
0 1 2 3z (t) c c (1 t) c (1 t) Z= + - + - Î  

với 1 2 3c ,c ,c Î ¡  sao cho 0(z ) = xI . Với 0z  xác định như trên, ta có 

[ ]T0 1 2 3(z ) c c c ,= ×I C  

trong đó C là ma trận cho bởi 

1 1 1 1 1 1
(q 1) q 1 (q 1) q 2 (q 1) q 3

1 1 1 1 1 1 .
(q) q (q) q 1 (q) q 2

1 1 1 1 1 1
(q 1) q 1 (q 1) q (q 1) q 1

é ù
ê ú
ê úG + + G + + G + +ê ú
ê ú
ê ú= ê úG G + G +ê ú
ê ú
ê ú
ê úG - - G - G - +ë û

C  

Dễ thấy rằng hệ phương trình tuyến tính [ ]T1 2 3c c c× = xC  có nghiệm. Từ đó, 
ta suy ra I  là toàn ánh. Vậy Im Im=B D .                             W 

Trong bài báo này, ta chỉ xét Bài toán (1.1) – (1.2) trong trường hợp cộng hưởng, 
tức là dimKer 1³A . Do đó Im ImÇA D  là không gian con thực sự của 2¡  nên tồn 
tại { }i : i 1,..,mw = , với { }m 1,2Î  là cở sở trực chuẩn của phần bù trực giao của 
Im ImÇA D  trong ImB . Và lúc này ta có thể biểu diễn lại tập ảnh của L như sau: 

( ) { }iIm L z Z : (z), 0,i 1,...,m ,= Î w = =B  

trong đó kí hiệu ×  chỉ tích vô hướng trong 2¡ .  

Mặt khác, vì i Im Imw Î =B D  với mỗi { }i 1,...,mÎ  và ma trận C khả nghịch 

nên tồn tại ( )i i i 3
i 1 2 3, ,x = x x x Î ¡  sao cho ( ) i ix = wDC . Ta xét 

( ) ( )2i i i
i 1 2 3z (t) 1 t 1 t= x + x - + x - , 
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thì iz ZÎ  và ( )i ii(z ) = x = wB DC . Hơn nữa, do tính chất tuyến tính của toán tử B  và 

hệ { }i : i 1,...,mw =  độc lập tuyến tính nên ta suy ra { }iz : i 1,...,m=  cũng là hệ độc 
lập tuyến tính trong Z. 

Bổ đề sau đây cho ta điều kiện đủ để toán tử L là một toán tử Fredholm chỉ số 
không. 

Bổ đề 3.2. Giả sử rằng ( ) ( )2dim Im Im dim+ = ¡A D . Khi đó L  là một toán tử 
Fredholm chỉ số không. 

Chứng minh. Ta chú ý rằng, vì KerL Ker@ A  nên KerL  là một không gian con 
hữu hạn chiều. Và do B  là toán tử tuyến tính liên tục nên ImL là tập đóng. Vậy ta chỉ 
cần chứng minh codimImL dimKerL.=  

Thật vậy, xét toán tử tuyến tính Q : Z Z®  xác định bởi 
m

i i
i 1

Q(z) (z), z , z Z.
=

= w Îå B  

Khi ta có thể dễ dàng kiểm tra được Q là một phép chiếu. Ngoài ra, do B  là toán 
tử tính tuyến tính liên tục nên Q  liên tục. Hơn nữa, ta có 

m

i i i
i 1

z KerQ (z), z 0 (z), 0, i z ImL.
=

Î Û w = Û w = " Û Îå B B  

Điều này có nghĩa là KerQ ImL= . Vậy ta suy ra 

codimImL codimKerQ dimImQ= =  

( )dimIm dim Im Im= - ÇD A D  

( )dim Im Im dimIm= + -A D A  
2dim dimIm dimKer dimKerL.= - = =¡ A A  

Vậy L là toán tử Fredholm chỉ số 0.                      W 
Cuối cùng ta lưu ý rằng, với điều kiện của Bổ đề 3.2, ta cũng suy ra 
dimKerL dimImQ m,= =  

và { }iImQ span z : i 1,...,m $.= =  

Nghịch đảo suy rộng của toán tử L 
Trong phần này, ta xây dựng phép chiếu P và toán tử nghịch đảo suy rộng P,QK  

của L. Trước hết ta chú ý rằng với mỗi ma trận 2 ( )Î ¡MA , ta có 2P += -IA A A  là 
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một phép chiếu liên tục từ 2¡  vào KerA , trong đó 2I  là ma trận đơn vị cấp hai và 
+A  kí hiệu ma trận giả nghịch đảo Moore-Penrose của ma trận A . 

Trước hết, ta xét toán tử tuyến tính P : X X®  xác định bởi 

[ ] T
Pu(t) 1 t P u(0) u (0) , u Xé ù¢= Îë ûA . 

Khi đó ta có thể chứng minh P là một phép chiếu liên tục trên X. Hơn nữa, ta có 

{ }T T
KerP u X : u(0) u (0) u(0) u (0) .+é ù é ù¢ ¢= Î =ë û ë ûA A  

Tiếp theo, xét PK : ImL dom(L) KerP® Ç  được cho bởi 

( ) [ ] q
PK z (t) 1 t (z) I z(t), z ImL.+= + ÎA B  

Ta lưu ý rằng, KP được xác định tốt và là một toán tử tuyến tính. Kết quả dưới 
đây chỉ ra rằng KP(I – Q) là toán tử ngược suy rộng của L. 
Bổ đề 3.3. Ta có  

( ) 1

P dom(L) KerPK L |
-

Ç= . 

Hơn nữa, PK  là toán tử tuyến tính bị chặn thỏa mãn đánh giá 

( )P **
K z 1 2 z ,+

¥
£ + A D  

với mọi z ImLÎ . 
Chứng minh.   

Với z ImLÎ , từ định nghĩa của toán tử L và PK , ta dễ dàng thấy rằng 
( )PLK (z)(t) z(t)=  với mọi t [0,1]Î . Mặt khác, với mỗi u dom(L) KerPÎ Ç , ta có 

T
(Lu) u(0) u (0)é ù¢= ë ûB A  

do u dom(L)Î . Từ đây suy ra 

( ) [ ] q
PK L (u)(t) 1 t (Lu) I Lu(t) += +A B  

[ ] [ ]T
u(t) 1 t u(0) u (0) 1 t (Lu)+é ù¢= - +ë û A B  

[ ] T
u(t) 1 t P u(0) u (0)é ù¢= - ë ûA  u(t) -  Pu(t)  u(t),= =  

trong đó ta sử dụng giả thiết u KerPÎ  cho đẳng thức cuối cùng. Vì vậy  

( ) 1

P dom(L) KerPK L | .
-

Ç=  

Phần còn lại của định lí được chứng minh bằng một số đánh giá thông thường.       W 
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Tính chất L – compact của thành phần phi tuyến 
Trước hết ta có kết quả sau. Chứng minh của nó có thể được thực hiện các lí luận 

thông thường. 

Bổ đề 3.4. Giả sử W là một tập bị chặn trong C[0,1] . Khi đó { }qI z(t) : z Î W  và 

{ }q 1I z(t) : z- Î W  là các họ đồng liên tục trong C[0,1] . 

Bây giờ, ta sẽ chứng minh tính chất L – compact của ánh xạ phi tuyến N.  

Bổ đề 3.5. Giả sử 2f : [0,1]´ ®¡ ¡  là hàm liên tục. Khi đó toán tử N : X Z®  xác 
định bởi ( )Nu(t) f t,u(t) ,=  với t [0,1]Î  là L-hoàn toàn liên tục. 

Chứng minh. Trước hết, ta chứng minh QN : X Z®  là liên tục và ( )QN W  bị 
chặn, với W là một tập con bị chặn bất kì của X. Thật vậy, do tính liên tục của hàm f, ta 
suy ra N : X Z®  là toán tử liên tục và do đó toán tử QN : X Z®  liên tục bởi vì nó là 
hợp của các toán tử liên tục của Q và N. 

Lấy một tập con bị chặn W của X và đặt 
u

R sup u 
Î W

= . Lại do tính liên tục của f, 

ta suy ra tồn tại hằng số dương RC  sao cho 

( ) RNu(t) f t,u(t) C= £  

với mọi t [0,1]Î , u Î W. Suy ra ( )N W  bị chặn trong Z. Mặt khác, do Q là một phép 

chiếu tuyến tính liên tục nên ( )QN W  bị chặn trong Z. 

Tiếp theo, ta chứng minh ( )PK I Q N : X- W®  là toán tử compact liên tục. Rõ 

ràng tính liên tục của toán tử ( )P,Q PK N K I Q N= -  được suy ra từ tính liên tục của 
các toán tử N, Q và PK . Vì vậy để kết thúc chứng minh ta cần chứng tỏ rằng 

( )P,QK N W  là tập compact tương đối trong X. Với u Î W, ta có 

[ ] ( )( ) ( )q
P,QK Nu(t) 1 t I Q Nu I I Q Nu(t)+= - + -A B  

và  

( ) [ ] ( )( ) ( )q 1
P,QK Nu (t) 0 1 I Q Nu I I Q Nu(t).

¢ + -= - + -A B  

Đặt ( )z(t) I Q Nu(t)= -  thì z bị chặn trong Z, bởi vì ( ) ( )I Q N- W  bị chặn. 

Theo Bổ đề 3.4, ta suy ra ( ){ }q I Q N uI u :- Î W  và ( ){ }q 1I I Q Nu : u- - Î W  đồng 

liên tục. Do đó { }P,QK Nu : u Î W  và ( ){ }P,QK Nu : u
¢

Î W  đồng liên tục trong C[0,1] . 
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Theo Định lí Arzela-Ascoli thì ( )P,QK N W  là tập compact tương đối trong X. Bổ đề 
được chứng minh xong.                                 W 
4. Kết quả chính 

Trong phần này ta đưa ra điều kiện đủ cho tính tồn tại nghiệm của bài toán (1.1) – 
(1.2). Trước hết, ta thiết lập các giả thiết thông thường về tính bị chặn của thành phần 
phi tuyến. 

(H1) Tồn tại các hàm không âm a,b ZÎ  thỏa a 1 / C
¥

<  sao cho 

( )f t,u a(t) u b(t),£ +  với mọi t [0,1]Î  và u,v Î ¡ , ở đây  

* **

1 1C 1 2 2 P ;
(q) (q 1)

+ é ù
ê ú= + + +ê úG G +ë û

AA D  

(H2) Tồn tại hằng số dương 1M  sao cho với mỗi u dom(L)Î  thỏa  

{ }(i )
1max u (t) : i 0,1 M ,= >  với mọi t [0,1]Î  thì (Nu) ImÏB A ; 

(H3) Tồn tại hằng số dương 2M  sao cho với mọi ic Î ¡  (i 1,...,m)=  thỏa  
m

i 2
i 1

c M
=

>å   

thì 
m

i i i i
i 1

c N c x , 0,
=

æ ö÷ç w <÷ç ÷çè øåoB  hoặc 
m

i i i i
i 1

c N c x , 0
=

æ ö÷ç w >÷ç ÷çè øåoB , với mọi i. 

Ta có các Bổ đề sau. 

Bổ đề 4.1. Đặt { }1 u dom(L) \ KerL : Lu Nu, (0,1)W = Î = l l Î . Khi đó 1W  là một 
tập bị chặn. 

Chứng minh. Với 1u Î W , khi đó tồn tại (0,1)l Î  sao cho Lu Nu= l . Suy ra 
Nu ImL KerQÎ =  hay 

m

k k
k 1

QNu(t) (Nu), z (t) 0, t [0,1].
=

= w = " Îå B  

Do { }kz : k 1,...,m=  là hệ độc lập tuyến tính trong Z nên ta được  

k(Nu), 0w =B , với mọi k 1,...,m= . Suy ra (Nu) Im ImÎ ÇB A D  và do đó 

(Nu) ImÎB A . Theo giả thiết (H2) thì tồn tại 0t [0,1]Î  sao cho 

{ }(k )
0 1max u (t ) : k 0,1 M= £ . 

Mặt khác ta lại có 
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0t q 1
0 0 00

1u(t ) u(0) u (0)t (t s) Lu(s)ds,
(q)

-¢= + + -
G ò  

0t q 2
0 00

1u (t ) u (0) (t s) Lu(s)ds.
(q 1)

-¢ ¢= + -
G - ò  

Từ đây suy ra  

1
1u (0) M Lu

)
 ,

(q ¥
¢ £ +

G
 

1
1 1u(0) 2M Lu
(q) (q 1) ¥

æ ö÷ç£ + + ÷ç ÷ç ÷G G +è ø
. 

Từ định nghĩa của toán tử P, ta suy ra 

{ }*
Pu 2 P max u(0) , (0) u¢£ A  

1*

1 12 P 2M Lu
(q) (q 1) ¥

é ùæ ö÷çê ú£ + + ÷ç ÷ê úç ÷G G +è øë û
A  

1*

1 12 P 2M Nu
(q) (q 1) ¥

é ùæ ö÷çê ú£ + + ÷ç ÷ê úç ÷G G +è øë û
A . 

Mặt khác do (I P)u dom(L) KerP- Î Ç  và sử dụng Bổ đề 3.3 ta suy ra 

( ) ( )P PI P u K L I P u K Lu  - = - =  

( )**
1 2 Lu+

¥
£ + A D  

( )**
1 2 Nu .+

¥
£ + A D  

Kết hợp các đánh giá trên ta có 

1 *
u Pu (I P)  u 4M P C Nu ,

¥
£ + - £ +A  

trong đó 
* **

1 1C 1 2 2 P .
(q) (q 1)

+ é ù
ê ú= + + +ê úG G +ë û

AA D  Mặt khác, từ định 

nghĩa của toán tử N và giả thiết (H1) ta suy ra 

Nu u b a
¥ ¥ ¥ ¥

£ × + . 

Bằng cách kết hợp hai bất đẳng thức ngay ở trên ta thu được 

1 *
4M P C b

u .
1 C a

¥

¥

+
£

-
A  
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Vì vậy 1W  bị chặn trong X.                        W 

Bổ đề 4.2. Tập hợp { }2 u KerL : Nu ImLW = Î Î  là một tập con bị chặn trong X. 

Chứng minh. Lấy 2u Î W  thì u có dạng 1 2u(t) c c t= + , với 1 2(c ,c ) KerÎ A  và 
Nu ImLÎ . Bằng lí luận tương tự như trong chứng minh Bổ đề 4.1 ta suy ra tồn tại 

0t [0,1]Î  sao cho 

{ }0 0 1max u(t ) , u (t ) M .¢ £  

Từ đây ta suy ra 1c  và 2c  bị chặn trong ¡ . Vì vậy bổ đề được chứng minh. W 

Bổ đề 4.3. Xét các tập hợp 

( ){ }3 u KerL : u 1 JQNu 0, [0,1]-W = Î - l + - l = l Î  

và  

( ){ }3 u KerL : u 1 JQNu 0, [0,1] ,+W = Î l + - l = l Î  

ở đây J : ImQ KerL®  là một đẳng cấu tuyến tính xác định bởi 
m m

i i i i
i 1 i 1

J c z c x ,
= =

æ ö÷ç =÷ç ÷çè øå å  

với { }ix : i 1,...,m=  là cơ sở của KerL  và { }iz : i 1,...,m=  là cơ sở của ImQ . Khi đó 

3
-W  và 3

+W  là các tập hợp bị chặn trong X nếu các điều kiện  
m

i i i i
i 1

c N c x , 0,
=

æ ö÷ç w <÷ç ÷çè øåoB  

và 
m

i i i i
i 1

c N c x , 0
=

æ ö÷ç w >÷ç ÷çè øåoB  tương ứng được thỏa. 

Chứng minh. Giả sử điều kiện 
m

i i i i
i 1

c N c x , 0,
=

æ ö÷ç w <÷ç ÷çè øåoB  được thỏa với mọi i. 

Khi đó với 3u -Î W  thì u KerLÎ  nên tồn tại ic Î ¡ , i 1,..., m=  sao cho 
m

i i
i 1

u c x
=

= å  

và tồn tại [0,1]l Î  sao cho 

( )
m m

i i i i
i 1 i 1

c x 1 JQN c x 0.
= =

æ ö æ ö÷ ÷ç ç- l + - l =÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è øå å  

Suy ra 
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( )
m m

1
i i i i

i 1 i 1
J c x 1 QN c x .-

= =

æ ö æ ö÷ ÷ç çl = - l÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è øå å  

Và do đó ta có 

( )
m m m

i i i i i i
i 1 i 1 i 1

c z 1 N c x , z .
= = =

æ ö æ ö÷ ÷ç çl = - l w÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è øå å åoB  

Do tính độc lập tuyến tính của hệ { }iz : i 1,...,m=  ta suy ra 

( )
m

i i i i
i 1

c 1 N c x ,
=

æ ö÷çl = - l w÷ç ÷çè øåoB  

với mọi i. Nếu 1l =  thì ic 0=  với mọi { }i 1,...,mÎ . Trong trường hợp này rõ ràng 

3
-W  bị chặn. Nếu [0,1)l Î  và giả sử rằng 

m

i 2
i 1

c M
=

>å  thì theo giả thiết ta suy ra điều 

mâu thuẫn 

( )
m

2
i i i i i

i 1
0 c 1 c N c x , 0,

=

æ ö÷ç£ l = - l w <÷ç ÷çè øåoB  

với { }i 1,...,mÎ . Vì vậy 
m

i 2
i 1

c M
=

£å  và do đó 3
-W  bị chặn trong X. Trường hợp còn 

lại được chứng minh tương tự. Vậy bổ đề được chứng minh.                           W 
Định lí 4.4 . Giả sử rằng các điều kiện (H1) – (H3) được thỏa. Khi đó bài toán (1.1) – 
(1.3) có ít nhất một nghiệm trong X. 

Chứng minh. Chúng ta sẽ kiểm tra các điều kiện của Định lí 2.6 được thỏa. Lấy 

W là một tập mở, bị chặn trong X sao cho 
3

i
i 1=

W Ì WU . Rõ ràng L là toán tử Fredholm 

chỉ số không do Bổ đề 3.2 và N là toán tử L-compact trên W do Bổ đề 3.5. Hơn nữa, 
các điều kiện i và ii của Định lí 2.6 được thỏa do các Bổ đề 4.1 và Bổ đề 4.2. Vì vậy, ta 
chỉ cần kiểm tra điều kiện iii. Để chứng minh điều này, ta sử dụng tính bất biến của 
đồng luân. Xét ánh xạ H : [0,1] X X´ ® , 

( ) ( )H ,u u 1 JQNu.l = ± l + - l  

Theo Bổ đề 4.2 thì ( )H ,u 0l ¹  với mọi ( ) ( ),u [0,1] KerLl Î ´ Ç¶W . Vì vậy ta 
có 

( ) ( )( )deg JQN; KerL,0 deg H 0, ; KerL,0 WÇ = × WÇ  

( )( )deg H 1, ; KerL,0= × WÇ  
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( )deg I; KerL,0 1 0.= ± WÇ = ± ¹  

Vậy định lí được chứng minh.                       W 
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