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TÓM TẮT 
 Trong bài báo này, chúng tôi đề xuất một số giải thuật mới có sử dụng chức năng của 

phím CALC vào quy trình giải một số dạng toán dành cho máy tính cầm tay (MTCT) cấp 
trung học phổ thông. Việc giải toán theo các quy trình mới này sẽ rút ngắn thời gian tính 
toán, hạn chế sai số và góp phần đơn giản hóa các quy trình tính toán theo cách thông 
thường trước đây. Đối với mỗi dạng toán được đề cập, chúng tôi đưa ra ví dụ được tính toán 
chi tiết nhằm minh họa cho tính hiệu quả của kết quả đạt được. 

Từ khóa: máy tính cầm tay, phím CALC, giải thuật lập trình. 
ABSTRACT 

Some algorithms using the function of CALC key in programming solutions  
to mathematical exercises with calculators 

The article proposes some new algorithms which use the function of CALC key in the 
processes of solving mathematical exercises with calculators at high school level. Using 
these algorithms helps us reduce the computation time, lessen the error in solving 
mathematical exercises and contribute to simplify the usual computation procedures. For 
each given exercise form, some examples which were solved in details are presented to 
illustrate the effectiveness of the obtained results.   

Keywords: calculators, CALC key, programming algorithms. 
 

1. Mở đầu 
Năm 2004, dòng máy tính Casio fx 570MS ra đời với nhiều cải tiến quan trọng về 

tính toán và khả năng lập trình mà học sinh phổ thông được phép mang vào phòng thi. 
Trong đó, một thiết kế đặc biệt quan trọng là phím chức năng CALC và các phím lập 
trình (=, :), điều này đã mở ra nhiều hướng khai thác mới trong lập trình giải toán 
MTCT. Đến nay, nhiều dòng MTCT tiếp tục được cải tiến nhằm phục vụ tốt hơn cho 
nhu cầu tính toán của học sinh, sinh viên trong học tập và nghiên cứu (xem [1]). Các 
nghiên cứu của Pomerantz (1997), Lê Thái Bảo Thiên Trung (2011) và Mohd Yusuf 
Yasin (2012) đã chỉ ra nhiều hiệu quả thiết thực của việc sử dụng MTCT trong dạy học 
Toán và khẳng định rằng hướng nghiên cứu ứng dụng MTCT trong dạy học cần được 
đẩy mạnh nhằm phát huy các lợi ích sư phạm của chúng mang lại (xem [5], [6], [8]). Vì 
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vậy, việc nghiên cứu và am hiểu chuyên sâu về các thuật toán trên MTCT góp phần sử 
dụng hiệu quả máy tính vào việc tính toán nhanh, tiết kiệm thời gian, nâng cao tư duy 
giải thuật và hiệu quả học tập, nghiên cứu mà không làm giảm kĩ năng tính toán của 
người sử dụng. 

Trong giải toán MTCT, các dạng toán giải bằng cách dùng giải thuật lập trình là 
dạng khó, nó đòi hỏi người giải phải tìm ra giải thuật lập trình thì mới giải được đúng 
kết quả. Ngoài ra, đối với một số dạng toán đơn giản hơn có thể giải được bằng tính 
toán và ghi chép thông thường qua nhiều bước thì việc nghiên cứu giải thuật lập trình 
cũng là rất cần thiết nhằm tránh được sai số lớn khi tính toán và ghi chép ở các bước 
trung gian, đồng thời tiết kiệm được khá lớn lượng thời gian giải toán. Kể từ khi dòng 
máy Casio fx 570MS ra đời, phím CALC được thiết kế với mục đích ban đầu là dùng 
để tính giá trị các biểu thức chứa biến mà chúng ta khỏi mất nhiều thời gian nhập lại 
biểu thức khi thay giá trị các biến nhiều lần trong đó. Sau đó, người ta đã ứng dụng 
phím chức năng CALC vào một số giải thuật cơ bản như dự đoán giới hạn của hàm số, 
dãy số; dự đoán giá trị tích phân suy rộng; dự đoán quy luật của lũy thừa; các bài toán 
về dãy số truy hồi, … (xem [2], [3], [7]). Trong bài báo này, chúng tôi đề xuất một số 
giải thuật mới có sử dụng chức năng phím CALC kết hợp với các biến nhớ để giải một 
số dạng toán về phép chia đa thức bậc lớn; tính giá trị liên phân số và căn thức có quy 
luật; tính giá trị tích hàm số tại 0x ; giải phương trình nghiệm nguyên loại Pell. Việc áp 
dụng các giải thuật này trong giải toán sẽ rút ngắn lượng thời gian tính toán, hạn chế sai 
số khi ghi chép ở các bước trung gian theo cách thủ công và góp phần đơn giản hóa các 
quy trình tính toán theo cách thông thường trước đây. Đặc biệt, giải thuật có hiệu quả rõ 
rệt đối với các dạng toán nêu trên có đa thức bậc lớn hoặc biểu thức có chứa nhiều số 
hạng. Xa hơn, lợi ích sư phạm của việc sử dụng các giải thuật lập trình mới này trong 
giải toán MTCT là góp phần tích cực vào việc rèn luyện cho người học, đặc biệt là học 
sinh, sinh viên chuyên Toán - Tin, về tư duy thuật toán và giúp họ khai thác sâu hơn 
một số yếu tố về lập trình máy tính như gán biến tin học, chạy vòng lặp. Qua đó, giáo 
viên có thể khai thác để dạy tích hợp Tin học trong môn Toán.  

Để thuận tiện cho việc trình bày, chúng tôi minh họa việc tính toán trên dòng máy 
Casio fx 570ES. Đối với tất cả các dòng máy có chức năng CALC được quy định trong 
[1] như Casio fx 570MS, Casio fx 570ES (PLUS), Casio fx 570 VN PLUS, VinaCal 
570MS, VinaCal 570ES (PLUS), VN-570RS, VN-570ES (PLUS)… giải thuật lập trình 
được nêu hoàn toàn có thể áp dụng được. Sau đây là một số quy ước trình bày trong bài 
báo nhằm đơn giản cách viết các giải thuật lập trình:  

(1) Nhập biến nhớ A vào màn hình, ta chỉ cần viết A, thay vì phải viết đầy đủ tổ 
hợp phím ALPHA A (tương tự cho các biến B, C, D, E, F, X, Y, M); 
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(2) Viết dấu “=” và “:” trong giải thuật được hiểu là dấu bằng và dấu hai chấm 
màu đỏ trong lập trình (các phím này được gọi ra thông qua phím ALPHA); 

(3)  phím gọi trực tiếp kết quả của phép toán trên màn hình, khác với dấu “=” 
(màu đỏ) được nêu trong (2).  

(4) Tất cả các giải thuật đều được hiểu là thực hiện ở chế độ MODE COMP (tính 
toán thông thường). 
2. Giải thuật lập trình với phím chức năng CALC 
2.1. Bài toán tìm thương và dư trong phép chia đa thức 
2.1.1.  Tìm thương và dư trong phép chia đa thức (࢞)ࢌ = ࢔࢞࢔ࢇ + ૚ି࢔࢞૚ି࢔ࢇ + ⋯+
࢞૚ࢇ +  ૙ cho đa thức bậc nhấtࢇ

Để tìm dư của phép chia ݂(ݔ) cho ݔ − ܽ ta chỉ cần tìm ݂(ܽ). Tuy nhiên, để tìm 
đồng thời thương và dư thì ta có thể sắp phép chia thủ công hoặc sử dụng lược đồ 
Hoocne. Chúng ta biết rằng, việc dùng hai cách tính trên bằng thao tác thủ công là tính 
toán và ghi chép thông thường đối với các đa thức ݂(ݔ) có bậc lớn không những mất 
khá nhiều thời gian mà còn dễ bị sai số ở các bước ghi chép trung gian. Trong mục này, 
chúng tôi đưa ra giải thuật máy tính để tính nhanh lược đồ Hoocne bằng cách sử dụng 
phím chức năng CALC. Sau đây là lược đồ Hoocne quen thuộc. 

Lược đồ Hoocne 
 

 ܽ௡ ܽ௡ିଵ … ܽଵ ܽ଴ 

a ܾ௡ ܾ௡ିଵ ... ܾଵ ܾ଴ 

với  

൞

ܾ௡ = ܽ௡
ܾ௡ିଵ = ܾܽ௡ + ܽ௡ିଵ

…
ܾ଴ = ܾܽଵ + ܽ଴.

 

Khi đó, ta có thương và dư lần lượt là (ݔ)ݍ = ܾ௡ݔ௡ିଵ + ܾ௡ିଵݔ௡ିଶ + ⋯+
ܾଶݔ + ܾଵ và  ݎ = ܾ଴. 

Nhận xét. Trong lược đồ minh họa ở bảng trên, ta nhận thấy rằng để tính giá trị bi  
tại ô thứ i (i=n-1, n-2, …, 1, 0) ta lấy giá trị a chung nhân với giá trị bi+1 vừa tính được 
ở bước liền trước đó, rồi cộng với hệ số ai ở ô tương ứng phía trên, tức là ta cần tính 
a.bi+1+ ai . Để khai thác yếu tố lập trình trên máy tính cầm tay, ta lợi dụng đặc điểm của 
biến Ans là biến lưu lại tự động kết quả vừa tính ở bước liền trước, do đó thay vì phải 
ghi ra giấy (có thể bị sai số) và nhập đầy đủ giá trị của bi+1 (vừa tính được ở bước liền 
trước) vào a.bi+1 + ai, ta chỉ cần tính a.Ans+ ai. Cuối cùng, thay vì ở mỗi bước tính, ta 
cần nhập lại đầy đủ biểu thức a.Ans+ ai (mất thời gian), ta cần nghĩ đến một phím chức 
năng cho phép tính toán giá trị biểu thức chứa biến mà không cần thay đổi biểu thức 
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đó, đó là phím . Khi đó ta thay a.Ans+ ai bởi một biểu thức chứa biến đơn giản hơn 
đó là a.Ans+ X. Từ nhận xét này ta có quy trình bấm phím như sau: 

Giải thuật. Nhập giá trị ܽ௡ vào màn hình, bấm . 
Nhập vào màn hình biểu thức a.Ans+X.  

Bấm , máy hỏi X? Nhập  ܽ௡ିଵ , ghi kết quả ܾ௡ିଵ. 

Bấm , X? Nhập  ܽ௡ିଶ ,  ghi kết quả ܾ௡ିଶ. 
... 

Bấm , X? Nhập  ܽ଴ , ghi kết quả ܾ଴. 
Khi đó, ta được (ݔ)ݍ = ܾ௡ݔ௡ିଵ + ܾ௡ିଵݔ௡ିଶ + ⋯+ ܾଶݔ + ܾଵ và ݎ = ܾ଴. 

Ví dụ. Tìm thương và dư của phép chia đa thức ݂(ݔ) = ଼ݔ3 − ଻ݔ6 + ଺ݔ2 +
ହݔ3 − ସݔ5 + ଷݔ10 − ଶݔ8 + ݔ3 + 2 cho	݃(ݔ) = ݔ − 2. 

Giải. Nhập 3 , nhập vào màn hình 2Ans+X. 

, X? Nhập -6 , ghi kết quả b7 = 0. 

, X? Nhập 2 , ghi kết quả b6 = 2. 
...     

, X? Nhập 2 , ghi kết quả ܾ଴ = 200. 

Vậy thương và dư lần lượt là (ݔ)ݍ = ଻ݔ3	 + ହݔ2 + ସݔ7 + ଷݔ9 + ଶݔ28 +
ݔ48 + 99 và r = 200. Như vậy, mặc dù không cần lập ra bảng tính của lược đồ Hoocne 
nhưng giải thuật trên vẫn giúp chúng ta tìm rất nhanh kết quả. 

Tiếp tục phát triển giải thuật trên đối với trường hợp ݃(ݔ) là đa thức bậc 2, ta có 
kết quả sau đây. 

2.1.2.  Tìm thương và dư của phép chia đa thức (࢞)ࢌ = ࢔࢞࢔ࢇ + ૚ି࢔࢞૚ି࢔ࢇ + ⋯+
࢞૚ࢇ + ࢞ ૙ cho đa thức g(x) bậc hai có hai nghiệmࢇ = ࢞,ࢇ =  ࢈

Giả sử ݂(ݔ) chia cho ݔ − ܽ được thương là ݍଵ(ݔ) và dư là ݎଵ, ݍଵ(ݔ) chia cho 
ݔ − ܾ được thương là ݍଶ(ݔ) và dư là ݎଶ. Khi đó, ݂(ݔ) = (ݔ)ଶݍ(ݔ)݃ + ݔ)ଶݎ − ܽ) +  .ଵݎ
Vậy phép chia ݂(ݔ) cho ݃(ݔ) có thương là ݍଶ(ݔ) và dư là (ݔ)ݎ = ݔ)ଶݎ − ܽ) +  ଵ. Đểݎ
tìm ݍଶ(ݔ) và (ݔ)ݎ, ta có thể dùng lược đồ Hoocne 2 cấp. 

Lược đồ Hoocne 2 cấp: 

 ܽ௡ ܽ௡ିଵ … ܽଵ ܽ଴ 

a ܾ௡ ܾ௡ିଵ …. ܾଵ ܾ଴ 

b ܿ௡ ܿ௡ିଵ …. ଵܿ  
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với  

  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ܾ௡ = ܽ௡
ܾ௡ିଵ = ܾܽ௡ + ܽ௡ିଵ

…
ܾ଴ = ܾܽଵ + ܽ଴ = ଵݎ

	

		 và   

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ܿ௡ = ܾ௡
ܿ௡ିଵ = ܾܿ௡ + ܾ௡ିଵ

…
ܿଵ = ܾܿଶ + ܾଵ = .ଶݎ

	

 

Sau đây chúng tôi đề xuất một giải thuật tính lược đồ Hoocne 2 cấp bằng máy 
tính cầm tay. Điều đặc biệt là giải thuật này có thể tính được đồng thời 2 cấp trong 
cùng một vòng lặp.  

Giải thuật. Nhập vào màn hình D=aX+Y : E=bA+D : X=D : A=E, bấm  

Máy hỏi X? Nhập ܽ௡  

Máy hỏi Y? Nhập ܽ௡ିଵ   

Máy hỏi A? Nhập ܽ௡	 , bấm   … để tìm giá trị các biến D, E được 
máy tính tự động và hiển thị trên màn hình. 

Ở vòng lặp thứ nhất ta tìm được ܾ௡ିଵ = D và 	ܿ௡ିଵ = E, ghi kết quả này ra giấy. 
Ở vòng lặp thứ hai, máy tiếp tục hỏi X?, Y? và A? Tuy nhiên, ta chỉ cần thay đổi 

giá trị mới của biến Y là ܽ௡ିଶ. Tức là, khi máy hỏi X?, A? thì ta chỉ cần bấm , 
nhưng khi Y? thì ta nhập giá trị mới của Y là ܽ௡ିଶ (thao tác ܽ௡ିଶ ). Qua vòng lặp 
này ta sẽ tìm được ܾ௡ିଶ = D và ܿ௡ିଶ = E. Ghi kết quả ra giấy. 

Tiếp tục quá trình này, mỗi khi máy hỏi Y?, ta lần lượt thay các giá trị Y bởi 
ܽ௡ିଷ, ܽ௡ିସ, … ,ܽ଴. Từ đó, ta tìm được các giá trị ܾ௡ିଷ,ܾ௡ିସ, … . , ܾଵ,ܾ଴ và 
ܿ௡ିଷ, ܿ௡ିସ, … , ܿଵ, ܿ଴ một cách rất nhanh chóng.  

Khi đó, thương và dư của phép chia lần lượt là ݍଵ(ݔ) = ܿ௡ݔ௡ିଶ + ܿ௡ିଵݔ௡ିଷ +
⋯+ ܿଶ và (ݔ)ݎ = ଵܿ(ݔ − ܽ) + ܾ଴. 

Ví dụ. Tìm thương và dư của phép chia ݂(ݔ) = ଻ݔ2 + ଺ݔ4 + ହݔ7 − ସݔ6 −
ଷݔ4 + ଶݔ2 + ݔ + 5 cho ݃(ݔ) = ଶݔ − ݔ − 6. 

Giải. Ta có ݃(ݔ) = ݔ) + ݔ)(3 − 2). Nhập vào màn hình D= -3X+Y : E=2A+D : 
X=D: A=E.  

Bấm , máy hỏi X? Nhập 2 , máy hỏi Y? Nhập 4 , máy hỏi A? Nhập 
2 . Bấm  ... để tìm D = ܾ଺ = −2 và E = ܿ଺ = 2. Ghi ra giấy kết quả của ܾ଺ và 
ܿ଺ . 

Tiếp tục bấm   ..., khi máy hỏi Y? thì ta nhập 7 . Qua vòng lặp này 
ta sẽ tìm được D = ܾହ = 13 và E = ܿହ = 17. Ghi kết quả của 	ܾହ và ܿହ. 
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Tiếp tục chạy vòng lặp và lần lượt thay các giá trị của Y bởi ܽସ = −6,ܽଷ =
−4, ܽଶ = 2, ܽଵ = 1, ܽ଴ = 5 ta tìm được ܾସ, … . ,ܾଵ và ܿସ, … , ଵܿ , ܿ଴.  

Thực hiện quy trình trên ta tìm được thương và dư rất nhanh, đó là ݍଵ(ݔ) =
ହݔ2 + ସݔ2 + ଷݔ17 − ଶݔ11 + ݔ109 − 173 và (ݔ)ݎ = ݔ)828	 + 3) − 3517 =
ݔ828 − 1033. 

Để dễ theo dõi, kết quả tính toán ở trên được ghi lại ở bảng sau 
 2 4 7 -6 -4 2 1 5 

-3 2 -2 13 -45 131 -391 1174 -3517 

2 2 2 17 -11 109 -173 828  
 

Nhận xét. Giải thuật nêu trên có thể phát triển để áp dụng cho các bài toán tìm 
thương và dư của phép chia ݂(ݔ)	cho đa thức ݃(ݔ)	có bậc lớn hơn 2 và bài toán phân 
tích đa thức thành nhân tử với đa thức có bậc lớn, điều mà chúng ta thường gặp khó 
khăn khi thực hiện phép chia một cách thủ công, mất nhiều thời gian. 
2.2. Tính toán liên phân số và căn thức có quy luật  
2.2.1. Tính giá trị của liên phân số 

Bài toán. Tính giá trị của liên phân số sau đây  

ܣ = ଴ݍ + ଵ

௤భା
భ

೜మశ
భ

೜యశ
భ

…శ భ
೜೙

= ,ଵݍ;଴ݍ] ,ଶݍ … . ,   .[௡ݍ

Giải thuật. Nhập giá trị ݍ௡, bấm  (lưu giá trị ݍ௡ vào biến Ans)  

Nhập vào màn hình Ansିଵ +X 

Bấm , X? Nhập ݍ௡ିଵ .  

Bấm , X? Nhập ݍ௡ିଶ . 
...    

Bấm , X? Nhập ݍ଴	 . Ta được kết quả cần tìm.  

Ví dụ. Tính giá trị của liên phân số A = [1; 2, 2, 1, 7, 1, 1, 5, 3]. 
Giải. Nhập 3 bấm . Nhập vào màn hình Ansିଵ + X. 

Bấm , X? Nhập 5 .  

Bấm , X? Nhập 1	 . 
...    

Bấm , X? Nhập 1 . Ta được kết quả A= ଶ଼଼ହ
ଶ଴ଶଷ

. 
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Sau đây chúng ta xét một dạng toán có giải thuật tương tự như giải thuật tính giá 
trị liên phân số, đó là tính giá trị căn thức có quy luật.  
2.2.2.  Tính giá trị biểu thức chứa căn thức có quy luật 

Bài toán. Tính giá trị căn thức B = ඨܽ଴ + ටܽଵ + ⋯ ඥܽ௡
ೝೝೝ

,	với ݎ ≠ 0 cho trước. 

Khi n lớn, việc tính căn thức trên bằng phương pháp thủ công là không được vì 
màn hình hiển thị của máy có giới hạn về phép toán và ký tự. Chúng tôi đề xuất giải 
thuật sau: 

Giải thuật. Nhập ඥܽ௡
ೝ  , bấm   (lưu giá trị ඥܽ௡

ೝ  vào biến Ans) 

Nhập vào màn hình  √Ans + Xೝ  

Bấm , X? Nhập a୬ିଵ .  

Bấm , X? Nhập a୬ିଶ . 
...    

Bấm , X? Nhập ܽ଴ . Ta được kết quả.  
Ví dụ. Tính biểu thức sau 

																											A = 	 ඩ3 + ඨ2 + ට5 + ඥ23 + √95ఱఱఱఱఱ

  

Giải. Nhập √95ఱ   bấm . Nhập vào màn hình √Ans + Xఱ . 

Bấm , X? Nhập 23 . Bấm , X? Nhập 5 . 

Bấm , X? Nhập 2 . Bấm , X? Nhập 3 .  

Ta được kết quả A≈ 1,337651511. 
Nhận xét. (1) Đối với bài toán chứa căn thức dạng tổng quát hơn là 

ඨܽଵ + ටܽଶ + ⋯ ඥܽ௡
ೝ೙ೝమ

ೝభ

, chúng ta có thể sử dụng giải thuật tương tự như trên nhưng 

cần dùng thêm một biến mới cho bậc của căn thức.  

(2) Trong trường hợp đặc biệt, khi ݎଵ, ,ଶݎ … , ,௡ và ܽଵݎ ܽଶ, . . . , ܽ௡		có quy luật hàm 
số thì ta còn có thêm một cách giải khác là dùng lập trình với biến đếm chạy một cách 
tự động và chỉ cần nhập giá trị CALC ở vòng lặp đầu tiên.  
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(3) Vì bậc của các căn thức là tùy ý và khác 0 nên bài toán dạng căn thức cũng có 
thể được hiểu là bài toán dạng lũy thừa. 

Bài toán đề xuất 1. Tính giá trị của các biểu thức sau (tính A ở chế độ radian): 

A =

	

⎷
⃓⃓
⃓⃓
⃓⃓
⃓⃓
ለ⃓

32−

⎷
⃓⃓
⃓⃓
⃓⃓
⃓⃓
ለ⃓

43 + ඪ12 − ඩ3 + ඨ519 − ට15 + √12
౩౟౤	(వ)౩౟౤	(ఴ)౩౟౤	(ళ)౩౟౤	(ల)౩౟౤(ఱ)౩౟౤(ర)౩౟౤	(	య)

 B=ቌ… ቆ൬൫ߨଶషమ 	+ 1൯
ଷషమ

+ ଵ
ଶ
൰
ସషమ

+ ଵ
ଷ
ቇ
ହషమ

+ ⋯+ ଵ
ଷ଴
ቍ

ଷଶషమ

+ ଵ
ଷଵ

. 

Bạn đọc tự giải. Đáp số: A ≈ 4.624644319x10ଵ଴, B≈ 1.03229012	. 
2.3. Tính giá trị tích hàm số tại ࢞૙ 

Bài toán. Tính ݂௡(ݔ଴) = ݂൫݂௡ିଵ(ݔ଴)൯ với ݂ଵ(ݔ଴) = ଴ݔ với ,(଴ݔ)݂ ∈  và ܀
݊ ∈  .cho trước∗ۼ

Đối với dạng toán này, ta không thể giải theo cách tính toán thủ công qua từng 
bước vì không những bị mất rất nhiều thời gian mà kết quả còn bị sai số lớn khi ghi chép 
gần đúng qua nhiều bước. Để tránh điều này, ta có thể giải bằng cách sử dụng biến Ans, 
tuy nhiên quá trình giải sẽ phải tập trung chú ý để đếm thủ công số bước, do đó kết quả 
dễ bị sai nếu đếm dư hoặc thiếu bước. Ở đây, chúng tôi giới thiệu một giải thuật đơn giản 
khác là dùng phím CALC có kết hợp biến đếm, khi đó ta biết được khi nào thì dừng giải 
thuật mà không cần thao tác đếm thủ công. 

Giải thuật. Nhập vào màn hình X = X+1 : A=݂(A). 

Bấm , X? nhập 0 , A? Nhập ݔ଴ . 
 Bấm   … liên tục cho đến khi X = ݊ thì dừng giải thuật và ghi kết quả A 

=	݂௡(ݔ଴). 

Trong giải thuật trên, đoạn lệnh X = X + 1	chỉ có vai trò đếm và ta có thể bỏ. Do 
tính giá trị từ ݂ଵ(ݔ଴) nên biến đếm X được nhập từ 0. 

Ví dụ. Cho hàm số ݂(ݔ) = ݔ + ଶݔ)݈݊ + ݔ2 + 1) + tan	(3ݔ). Tính ݂ଷ଴(ߨଶ) ở 
chế độ radian. 

Giải. Cài đặt chế độ Mode Rad. Nhập vào màn hình X=X+1:	A = A +
ln(Aଶ + 2A + 1) + tan(3A).  
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Bấm , X? nhập 0 , A? Nhập ߨଶ  

Bấm   … cho đến khi X=30 thì dừng giải thuật và ghi kết quả A 
=	݂ଷ଴(ߨଶ) ≈ 354.7289555. 

Bài toán đề xuất. Cho hàm số ݂(ݔ) = ௫
√଺௫మାଶ

(ݔ)݃	àݒ	 = 1 − sin(6ݔ). Tính 

݂ସ଴(݃ଵ଴(2.5)) ở chế độ radian. 

Bạn đọc tự giải. Đáp số: ݂ସ଴൫݃(2.5)൯ ≈ 3.814538013 × 10ି଻	. 

2.4. Giải phương trình nghiệm nguyên loại Pell (Phương trình Pell) 
Năm 2013, dòng máy tính cầm tay Casio fx-570VN PLUS được sản xuất với một 

số tính năng mới trong đó có phím chức năng Int (gọi ra thông qua tổ hợp phím 
ALPHA +) dùng để lấy phần nguyên của số thực x. Trong mục này chúng tôi đề xuất 
giải thuật sử dụng phím CALC kết hợp với phím Int để giải nhanh phương trình Pell 
loại 1. 

Bài toán. Tìm tất cả các nghiệm nguyên dương của phương trình Pell (loại 1)   

ଶݔ															 − ଶݕ݀ = 1 (∗) 
với d là số nguyên và không là số chính phương. 

Định lí ([4], Định lí 1.5, trang 13). Nếu (ݔଵ;  ଵ) là nghiệm nhỏ nhất của phươngݕ
trình (∗), thì tất cả các nghiệm nguyên dương (ݔ௡;ݕ௡) của (∗) được xác định bởi  

         ൞
௡ݔ = ൫௫భା௬భ√ௗ൯

೙
ା൫௫భି௬భ√ௗ൯

೙

ଶ

௡ݕ = ൫௫భା௬భ√ௗ൯
೙
ି൫௫భି௬భ√ௗ൯

೙

ଶ√ௗ

							với ݊	 = 	1, 2, …        (∗∗) 

Từ tính chất trên ta thấy rằng để giải phương trình Pell (∗), ta chỉ cần tìm nghiệm 
nguyên dương nhỏ nhất (ݔଵ;ݕଵ) của nó (nhỏ nhất được hiểu theo nghĩa khi so sánh các 
nghiệm thì ݔଵ ≤ ଵݕ 	,௡ݔ ≤ ,௡ݕ ∀݊ ≥ 2), sau đó xác định tất cả các nghiệm của (∗) 
theo công thức (∗∗). Để tìm nghiệm nhỏ nhất (ݔଵ;  ଵ) ta lần lượt cho y nhận các giá trịݕ
y = 1, 2, ... (để tìm x) thì ݕଵ	chính là số nguyên dương đầu tiên mà 1 +  ଵଶ là số chínhݕ݀

phương và do đó ݔଵ = ඥ1 +  ଵଶ. Theo cách giải một phương trình nghiệm nguyênݕ݀
thông thường bằng máy tính cầm tay, đối với loại phương trình nghiệm nguyên hai 
biến x, y, nếu rút được y biểu thị qua x (hoặc ngược lại) thì ta có thể sử dụng lập trình 
tự động cho một biến chạy từ 1, 2,… và tìm ra nghiệm nguyên còn lại, khi đó ta tìm 
được giá trị nhỏ nhất của biến chạy. Tuy nhiên, trong nhiều trường hợp, việc thử trực 
tiếp để tìm nghiệm nhỏ nhất của phương trình đòi hỏi một khối lượng tính toán khá lớn. 
Chẳng hạn, để tìm nghiệm nhỏ nhất của phương trình ݔଶ − ଶݕ13 = 1, ta phải tính giá 
trị của biểu thức 1 +  ଶ lần lượt với y = 1, 2,...,180 mới được kết quảݕ13
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1+13.1802=421201=6492 (xem [4]). Giải thuật máy tính dưới đây sẽ giúp tìm nghiệm 
nguyên nhỏ nhất (ݔଵ;ݕଵ) của phương trình (∗) một cách nhanh gọn và tự động mà 
không cần ghi chép qua nhiều bước trung gian. 

Giải thuật. Nếu (Int൫√݀൯)ଶ − ݀ = 1 thì ݔଵ = Int(݀) và ݕଵ = 1. Nếu 
Int(݀)ଶ − ݀ ≠ 1 thì ta thực hiện:  

Nhập vào màn hình vòng lặp X = ଵ
ଡ଼ି୍୬୲(ଡ଼)

∶ B = C. Int(X) + D ∶ E = F. Int(X) +

Y ∶ Bଶ − ݀Eଶ: D = C ∶ C = B ∶ Y = F ∶ F = E Bấm , máy hỏi X? Nhập √݀ 
, C? Nhập Int(√݀) , 

D? Nhập 1 , F? Nhập 1 , Y? Nhập 0 , 

Bấm   … liên tục đến khi Bଶ − ݀Eଶ = 1 thì dừng.  

Bấm  ta được ݕଵ = E, tiếp tục bấm  ta được ݔଵ = B.  
Ta lập được công thức nghiệm (∗). 
Ví dụ. Tìm tất cả các nghiệm nguyên dương của phương trình Pell ݔଶ − ଶݕ13 =

1. 

Giải. Ta có (Int൫√13൯)ଶ − 13 = −4	 ≠ 1. Ta tìm nghiệm nhỏ nhất (ݔଵ;  (ଵݕ
bằng giải thuật sau: 

Nhập vào màn hình X = ଵ
ଡ଼ି୍୬୲(ଡ଼)

∶ B = C. Int(X) + D: E = F. Int(X) + Y ∶ Bଶ −

13Eଶ:	D = C ∶ C = B ∶ Y = F ∶ F = E. Bấm  máy hỏi X? Nhập √13 , C? 
Nhập Int(√13) , D? Nhập 1 ,  

F? Nhập 1 , Y? Nhập 0 . 

Bấm   … qua 9 vòng lặp thì màn hình xuất hiện Bଶ − 13Eଶ = 1.  

Dừng vòng lặp. Bấm   ta được ݕଵ = E = 180, bấm  ta được ݔଵ = B =
649. Do vậy, tất cả các nghiệm nguyên dương của phương trình đã cho được xác định 
bởi  

൞
௡ݔ = ൫଺ସଽାଵ଼଴√ଵଷ൯

೙
ା൫଺ସଽିଵ଼଴√ଵଷ൯

೙

ଶ

௡ݕ = ൫଺ସଽାଵ଼଴√ଵଷ൯
೙ା൫଺ସଽିଵ଼଴√ଵଷ൯

೙

ଶ√ଵଷ

    với ݊	 = 	1, 2, … 
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Nhận xét. Giải thuật máy tính nêu trên được đề xuất trên cơ sở kết hợp đồng thời 
khai triển √݀ thành liên phân số và áp dụng thuật toán giải phương trình Pell (∗)	 bằng 
liên phân số (xem [4], trang 17). So với việc tính toán, ghi chép thủ công qua khá nhiều 
bước trung gian theo cách giải thông thường thì việc sử dụng giải thuật máy tính nêu 
trên đảm bảo nhanh và độ chính xác vì máy đã làm công đoạn tính toán khép kín qua 
các vòng lặp. 

Đối với phương trình Pell loại 2  ݔଶ − ଶݕ݀ = −1, giải thuật máy tính để giải là 
tương tự như phương trình loại 1 (∗), nhưng cần một số cải biến cho phù hợp, bạn đọc 
tự nghiên cứu thêm. Trên cơ sở này, chúng tôi tiếp tục khai thác các giải thuật máy tính 
để giải một số dạng phương trình nghiệm nguyên khác trong thời gian tới. 
3. Kết luận và kiến nghị 

Bài báo đề xuất một số giải thuật mới chuyên sâu về khai thác sử dụng phím chức 
năng CALC trong lập trình giải toán máy tính cầm tay. Việc nghiên cứu sử dụng các 
giải thuật này không những nâng cao hiệu quả trong giải toán mà còn góp phần rèn tư 
duy thuật toán cho học sinh, sinh viên và hướng đến việc dạy học tích hợp một số yếu 
tố Tin học trong môn Toán. Do đó, khi giảng dạy các giải thuật cho người học, giáo 
viên cần giải thích rõ cơ sở toán học của giải thuật, cách gán biến, kiểm tra giải thuật 
nhằm giúp các em rèn luyện tư duy thuật toán và tránh việc áp dụng một cách máy 
móc. Ngoài ra, kết quả của bài báo còn là một hướng khai thác mới cho các cuộc thi 
học sinh giỏi máy tính cầm tay các cấp hàng năm. Cuối cùng, việc sử dụng máy tính 
cầm tay chỉ thật sự hiệu quả khi dùng chúng hỗ trợ cho tính toán khoa học và nghiên 
cứu phát triển tư duy, đặc biệt là tư duy thuật toán. Học sinh, sinh viên cần tránh việc 
lạm dụng máy tính cầm tay trong những bài tập với phép tính toán đơn giản vì sẽ gây ra 
những tác động tiêu cực. 

 
 Ghi chú: Bài báo nằm trong khuôn khổ đề tài cấp cơ sở mã số CS.2015.02.24 tại 
Trường ĐH Đồng Tháp  
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