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VỀ MỘT PHƯƠNG TRÌNH SÓNG PHI TUYẾN LIÊN KẾT VỚI 
ĐIỀU KIỆN BIÊN DIRICHLET: SỰ TỒN TẠI VÀ KHAI TRIỂN 

TIỆM CỦA NGHIỆM 

Lê Khánh Luận* , Trần Minh Thuyết†, 
Võ Giang Giai‡, Lê Thị Phương Ngọc§  

1. Mở đầu 

Trong bài viết này, chúng tôi xét bài toán giá trị biên - ban đầu cho phương 
trình sóng phi tuyến 

( ( ) ) ( , , , , ), 0 1, 0 ,tt x x tu u u f x t u u u x t T
x


     


 (1) 

(0, ) (1, ) 0,u t u t   (2) 

0 1( ,0) ( ), ( ,0) ( ),tu x u x u x u x    (3) 

trong đó 0 ,u  1,u    và f  là các hàm số cho trước thỏa một số điều kiện sẽ được 
chỉ rõ phần sau. 

Trong trường hợp hàm ( )u  thay bởi hàm hằng hay một trong các hàm có 

dạng ( ),t  ( , ),x t  toán tử Kirchhoff - Carrier 2 2 2( , , , ),...x tt u u u  và hàm f  ở 

vế phải có dạng đơn giản, bài toán (1) với các điều kiện biên và đầu khác nhau, 
đã có nhiều tác giả quan tâm nghiên cứu ở nhiều chủ đề khác nhau như sự tồn tại, 
tính trơn, các tính chất định tính, xấp tuyến tính, khai triển tiệm, decay của 
nghiệm,…, chẳng hạn như, M. Bergounioux, N.T. Long, Alain P.N. Định [1], 
C.V. Easwaran [6], N.T. Long, Alain P.N. Định [4, 5, 9], N.T. Long, Alain P.N. 
Định, L.X. Trường [14], L.X. Trường, L.T.P. Ngọc, N.T. Long [15], N.T. Long, 
T.N. Diễm [11], L.T.P. Ngọc, L.N.K. Hằng, N.T. Long [18], M.L. Santos [21],… 

Ficken và Fleishman [7] đã thiết lập sự tồn tại, duy nhất nghiệm toàn cục và 
tính ổn định nghiệm này cho phương trình: 

                                                
* ThS. – Trường ĐH Kinh tế Tp. HCM 
† TS. – Trường ĐH Kinh tế Tp. HCM 
‡ ThS. – Trường ĐH Bán công Hoa Sen Tp. HCM 
§ TS. – Trường CĐSP Nha Trang 
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32 ,xx tt tu u u u u         0.   (4) 

Rabinowitz [19] đã chứng minh sự tồn tại nghiệm tuần hoàn của phương 
trình 

2 ( , , , , ),xx tt t x tu u u f x t u u u     (5) 

ở đây   là một tham số bé và f  là hàm tuần hoàn thời gian. 

Trong [3], Caughey và Ellison đã hợp nhất các trường hợp trước đó để bàn 
về sự tồn tại, duy nhất và ổn định tiệm cận của các nghiệm cổ điển cho các hệ 
động lực phi tuyến liên tục. 

Gần đây, N.T. Long, N.C. Tâm, N.T.T. Trúc [13] đã nghiên cứu bài toán 
(1), (3) với ( ) 1u   và điều kiện biên hỗn hợp không thuần nhất 

0 0 1(0, ) (0, ) ( ), (1, ) ( ),xu t h u t g t u t g t    (6) 

trong đó 0h  là hằng số không âm cho trước, các hàm 3
0 1, ( )g g C  �  cho trước 

và số hạng phi tuyến vế phải (1) có dạng 

�
1( , , , , ) ( , , , , ) ( , , , , ).x t x t x tf x t u u u f x t u u u f x t u u u   (7) 

Với 1 3([0,1] ),Nf C 
  � �  3

1 ([0,1] )Nf C   � �  và thêm một số điều 
kiện phụ khác, các tác giả đã thu được một khai triển tiệm cận của nghiệm yếu u  
đến cấp 1N  theo tham số bé .  

Bài báo này bao gồm hai phần chính. Trong phần 1, chúng tôi liên kết bài 
toán (1) - (3) với dãy quy nạp tuyến tính bị chặn trong các không gian hàm thích 
hợp. Sự tồn tại nghiệm địa phương cũng như tính duy nhất nghiệm thiết lập được 
nhờ vào phương pháp Faedo - Galerkin, phương pháp compact [8] và bổ đề 
Gronwall. Chú ý rằng phương pháp tuyến tính hóa trong bài báo này và trong các 
bài báo [5, 11-13, 16, 17, 19, 22] không sử dụng được trong các bài báo [4, 9, 10, 
14, 15, 18]. Trong phần 2, với 2 ( ),NC 

 �  1
1 ( ),NC 

 �  0( ) 0,t    0,t   
1 3([0,1] )Nf C 

  � �  và 3
1 ([0,1] ),Nf C   � �  khi đó ta thu được một khai 

triển tiệm cận của nghiệm yếu ( , )u x t  đến cấp 1N   theo tham số bé   cho 
phương trình  
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 1 1[ ( ) ( )] ( , , , , ) ( , , , , ),tt x x t x tu u u u f x t u u u f x t u u u
x

  
   


 (8) 

liên kết với (2) và (3). Kết quả này tổng quát hóa tương đối các kết quả trong [2, 
4, 5, 11, 13, 19] và sẽ được công bố chi tiết trong [16]. 

2. Định lý tồn tại và duy nhất nghiệm 

Đặt (0,1).   Chúng ta bỏ qua các định nghĩa của các không gian hàm 
thông dụng như , ( ), ( ), ( ).m p m pC L W    Ta ký hiệu 

0 0( ), ( ), ( ).p p m m m mL L H H H H       

Chuẩn trong 2L  được ký hiệu bởi .  Ta cũng ký hiệu ,   để chỉ tích vô 

hướng trong 2L  hay cặp tích đối ngẫu của một phiếm hàm tuyến tính liên tục với 
một phần tử của một không gian hàm. Ta ký hiệu 

X
  để chỉ chuẩn trong một 

không gian Banach X  và /X  là không gian đối ngẫu của .X  

Ta ký hiệu (0, ; ),1pL T X p   , là không gian Banach của các hàm đo 
được : (0, )u T X  sao cho 

(0, ; )
,pL T X

u    với 

1

(0, ; )
0

( ) ,p

pT
p

L T X Xu u t dt
 

  
 
  nếu 1 ,p    

(0, ; )
0

sup ( ) ,L T X X
t T

u ess u t

 
  nếu .p    

Ký hiệu ( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( )t tt x xxu t u t u t u t u t u t u t u t u t        để chỉ 

( , ),u x t  ( , ),u x t
t




 
2

2 2( , ), ( , ), ( , ),u u ux t x t x t
t x x
  
  

 tương ứng. Với ( , , , , ),f f x t u v w  ta 

đặt 0 ,D f f  1 ,fD f
x





 2 ,fD f
t





 3 ,fD f
u





 4 ,fD f
v





 5 .fD f
w





 

Trên 1,H  ta sẽ dùng các chuẩn tương đương 

   1

1 2 1 22 2 22
1, (1) .Hv v v v v v       (9) 

Khi đó, ta có bổ đề sau 

Bồ đề 1. Phép nhúng 1H 0 ( )C   là compact và 
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0 1
1

( )
2 , ,

C H
v v v H


    (10) 

0
1

( ) 1
2 ,   .

C
v v v H


    (11) 

Việc chứng minh bổ đề 1 là đơn giản, vì vậy chúng tôi bỏ qua.  

Ta thành lập các giả thiết sau đây  

1( )H  1 2 1
0 0 1 0, ,u H H u H      

2( )H  2
0( ), ( ) 0, ,C z z       � �  

3( )H  1 3( ).f C   � �  

Với mỗi 0M   và 0,T   ta đặt 

 / //( , ) sup ( ),
M

K K M


    


     (12) 

5

0 0
0

( , , ) sup ( , , , , ) : ( , , , , ) ,i
i

K K M T f D f x t u v w x t u v w D


 
   

 
   (13) 

1 2 1 2
0 0

1 2 1 2
0 0

(0, ; ) (0, ; ) ( )

( , ) { (0, ; ) : (0, ; ), ( ),
, , },

T

t tt T

t ttL T H H L T H L Q

W M T v L T H H v L T H v L Q
v v v M 

 



    


 (14) 

 2
1( , ) ( , ) : (0, ; ) ,ttW M T v W M T v L T L    (15) 

ở đây (0, )TQ T   và  ( , , , , ) : 0 1, 0 , , , .D x t u v w x t T u v w M       

Ta xét thuật giải xấp xỉ tuyến tính sau 

(i) Ta sẽ chọn số hạng đầu tiên 0 0 1( , ).u u W M T   (16) 

(ii) Giả sử rằng 1 1( , ), 1.mu W M T m     (17) 

(iii) Ta tìm 1( , )mu W M T  thỏa bài toán biến phân sau  

1
1 0( ), ( ( )) ( ), ( ), , ,m m m mu t v u t u t v F t v v H        (18) 

0 1(0) , (0) ,m mu u u u     (19) 

trong đó 
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1 1 1( ) ( , , ( ), ( ), ( )).m m m mF t f x t u t u t u t      (20) 

Khi đó, ta có kết quả sau 

Định lý 1. Giả sử 1( )H  - 3( )H  đúng. Khi đó tồn tại các hằng số dương 
,M T  sao cho 

(i) Tồn tại dãy quy nạp 1{ } ( , )mu W M T  xác định bởi (18) - (20). 

(ii) Bài toán (1) - (3) có một nghiệm yếu duy nhất 1( , ).u W M T  

(iii) Tồn hằng số dương C  chỉ phụ thuộc vào 0 1, ,T u u   và Tk  thỏa 

1 2
0(0, ; ) (0, ; )

, ,m
m m TL T H L T Lu u u u Ck m        �  (21) 

trong đó (0,1)Tk   là hằng số dương độc lập với .m  

Chứng minh chi tiết của định lý có thể tìm thấy trong [16].  

Chú thích 1 

● Trong trường hợp 1,   ( , , ),tf f t u u  1 2( ),f C  � �  ( ,0,0) 0,f t   
0,t   chúng tôi thu được kết quả tồn tại và duy nhất nghiệm tổng quát hơn 

trong [5]. 

● Trong trường hợp 1 31, ( ), (1, , , , ) 0, , , , ,f C f t u v w t u v w       � � �   

và điều kiện biên trong [11] thay cho (2), chúng tôi cũng thu được một số kết quả 
tương tự trong [11, 13].  

3. Khai triển tiệm cận của nghiệm theo tham số bé  

Giả sử rằng 1 3( ) ( )H H  đúng. Ta thành lập thêm các giả thiết sau 

4( )H  2
1 ( ),C  �  

5( )H  1 3
1 ( ).f C   � �  

Ta xét bài toán nhiễu sau đây, trong đó ( 1,1)    là tham số bé: 
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  0 1

1

1

( ( ) ) ( , , , , ), 0 1, 0 ,

(0, ) (1, ) 0,
( ,0) ( ), ( ,0) ( ),

( ) ( ) ( ),
( , , , , ) ( , , , , ) ( , , , , ),

tt x x t

t

x t x t x t

u u u F x t u u u x t T
x

u t u t
P u x u x u x u x

u u u
F x t u u u f x t u u u f x t u u u

 









  


       
 

  
  
  


    

Gọi 0 1( , )u W M T  là nghiệm yếu của bài toán 0( )P  tương ứng với 0   
(như trong định lý 1). 

Khi đó, ta định lý sau 

Định lý 2. Giả sử 1( )H  - 5( )H  đúng. Khi đó, tồn tại các hằng số dương 
,M T  sao cho với mỗi ( 1,1),    bài toán ( )P  có một nghiệm yếu duy nhất 

1( , )u W M T   thỏa đánh giá tiệm cận sau 

1 2
0

0 0(0, ; ) (0, ; )
,TL T H L T Lu u u u C         (22) 

trong TC  là số dương chỉ phụ thuộc vào 

1 0, , ( , ), ( , ), ( , , )T M K M K M K M T f   và 0 1( , , ).K M T f  

Trong phần tiếp theo, chúng tôi thu được một khai triển tiệm cận của 
nghiệm yếu u  đến cấp 1N   theo tham số bé .  Để cho gọn, ta dùng ký hiệu 

[ ] ( , , , , ).f u f x t u u u    

Với mỗi đa chỉ số 1( ,..., ) N
N    �  và 1( ,..., ) ,N

Nx x x �  ta đặt 

1
1 1 1... , ! !... !, ... ,

, , , 1,..., .

N
N N N

N
i i

x x x

i N

     

     

     


      �
  

Bây giờ, chúng ta thành lập bổ sung thêm các giả thiết sau 

6( )H  2 1
1 0( ), ( ), ( ) 1, ,N NC C z z    

       � � �  

7( )H  1 3 3
1( ), ( ).N Nf C f C

      � � � �  

Trước hết, ta cần sử dụng bổ đề sau 
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Bổ đề 2. Cho 1, , ( ,..., ) N
Nm N x x x  � �  và . �  Khi đó 

[ ]

1
( ) ,

mN mN
i m k

i k
i k m

x P x 
 

 
 

 
   (23) 

trong đó hệ số [ ]( ),m
kP x m k mN   phụ thuộc vào 1( ,..., )Nx x x  được xác 

định bởi công thức 

( )

[ ] [ ]
1

( )

1

!( ) ( ,..., ) , ,
!

: , .

m
k

m m
k k N

I

N
m N

k i
i

mP x P x x x m k mN

I m i k



 

  






    



        



�

 (24) 

Việc chứng minh bổ đề 2 được nghiệm lại từ các phép tính toán đại số 
thông thường nên chúng tôi bỏ qua chi tiết.  

Gọi 0 1( , )u W M T  là nghiệm yếu của bài toán 0( )P  và 

1( , ), 1,...,lu W M T l N   

(với 0M   và 0T   là các hằng số thích hợp) lần lượt là nghiệm yếu của 
các bài toán sau 

 
0( ( ) ) [ ], 0 1, 0 ,

(0, ) (1, ) 0,
( ,0) ( ,0) 0, 1,..., ,

l l l l

l l l

l l

u u u F u x t T
x

Q u t u t
u x u x l N

        
 

   






 (25) 

ở đây 

 

0

1 1 1 1
1

[ ],    0,
[ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] , 1,..., ,

if

if
l

l l
l l k k l k

k

c f l
F u

c f c f d d u l N
x

   



         


 (26) 

với 
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0 0 0 0

3 4 5 0
1

[ ] [ ] [ ]

, , ,

[ ] ( , , , , ),    0,

1 [ ][ ] ! ! !

( ) ( ) ( ), 1,..., ,

if

if

l
p q r

l s p q r s

p q r
i j k

i p j q k r
i j k l

f u f x t u u u l

D D D f uc f p q r

P u P u P u l N

   

  
  

  


 

   


 







 (27) 

  
 

0

( ) [ ]
0

1

( ),    0,
[ ] 1 ( ) ( ) , 1,..., ,

!

if

if
l

l p p
l

p

u l
d

u P u l N
p








  



 (28) 

và ( ) ( ) ( ) ( )
1 1( ) ( ,..., ), ( ) ( ,..., ),p p p p

i i N i i NP u P u u P u P u u      
( ) ( )

1( ) ( ,..., ).p p
i i NP u P u u    

Let 1( , )u W M T   là nghiệm yếu của bài toán ( ).P  Khi đó 
0

N
i

i
i

v u u 


   

0 1u h u u h       là nghiệm yếu của bài toán biên sau 

   ( ) [ ] [ ] ( ) ( )

( , ), 0 1, 0 ,
(0, ) (1, ) 0,
( ,0) ( ,0) 0,

v v h v F v h F h v h h h
x x

E x t x t T
v t v t
v x v x

    



  
                    

  


 





 (29) 

trong đó 

 0 0
1

( , ) [ ] [ ] ( ) ( ) [ ].
N

i
i i

i
E x t F h f u h u h F u

x    



          (30) 

Khi đó, ta có bổ đề sau 

Bổ đề 3. Giả sử 1( ),H  6( )H  và 7( )H  đúng, ta có 

� �
2

1
0(0, ; ) ( , , , , ) ,N

L T LE C M T N K K 


  (31) 

trong đó � � 0( , , , , )C M T N K K  là hằng số dương chỉ phụ thuộc vào  , ,M T N  và 
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các hằng số sau 

� �   ( ) ( )
1 1( , , , ) sup ( ) : , 0 1, 0 ,i jK K M N M i N j N             

� � 3 51 40 0 1 1 3 4 5
1,

( , , , , ) sup{ (
N N

K K M T N f f D D D D f  

   

    

3 51 4
1 3 4 5 1 )( , , , , ) : ( , , , , ) },D D D D f x t u v w x t u v w D     

với 
4 4

1 3 4 5 1 3 4 5( , , , ) , ( , , , ) ,             � �  

 ( , , , , ) : 0 1, 0 , , , .D x t u v w x t T u v w M       

Chứng minh chi tiết bổ đề 3 có thể xem trong [15]. 

Sử dụng bổ đề 3, ta xây dựng được định lý sau (chứng minh chi tiết có thể 
tìm thấy trong [16]) 

Định lý 3. Giả sử 1( ),H  6( )H  và 7( )H  đúng. Khi đó, tồn tại các hằng số 
0M   và 0T   sao cho, với mỗi ( 1,1),    bài toán ( )P  có nghiệm yếu duy 

nhất u  1( , )W M T  thỏa đánh giá tiệm cận đến cấp 1N   như sau 

�
1 2
0

1

0 0(0, ; ) (0, ; )
,N N Ni i

Ti ii iL T H L T L
u u u u C  

 



 
       (32) 

trong đó �TC  là hằng số dương độc lập với   và các hàm 0 1, ,..., Nu u u là 

nghiệm yếu của các bài toán 0( ),P  1( ),Q  ..., NQ  tương ứng.  

Chú ý 2  

● Với 1,   1 0,   1 0,f   ( , , )tf f t u u  và 1 2( ),Nf C 
 � �  chúng tôi 

thu được một số kết quả trong [5]. 

● Với 1,   1 0,   1 3([0,1] )Nf C 
  � �  và 3

1 ([0,1] ),Nf C   � �  
chúng tôi cũng thu được các kết quả tương tự trong [11, 13].  
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Tóm tắt 
Về một phương trình sóng phi tuyến liên kết với điều kiện biên Dirichlet: 

Sự tồn tại và khai triển tiệm của nghiệm 

Bài báo đề cập đến bài toán giá trị biên - ban đầu cho phương trình sóng phi tuyến  

0 1

( ( ) ) ( , , , , ), 0 1, 0 ,

(0, ) (1, ) 0,
( ,0) ( ), ( ,0) ( ),

tt x x t

t

u u u f x t u u u x t T
x

u t u t
u x u x u x u x

       
 

  


 

 (*) 

trong đó 0 ,u  1,u    và f  là các hàm số cho trước. Trong bài báo này, chúng 
tôi liên kết bài toán (*) với một sơ đồ xấp xỉ tuyến tính, kết hợp với phương pháp 
Faedo – Galerkin và compact yếu để chứng minh sự tồn tại và duy nhất nghiệm địa 
phương của bài toán (*). Trong trường hợp các hàm 2 ( ),NC 

 �  1
1 ( ),NC 

 �  

( ) 1t   0,t   1 3([0,1] )Nf C 
  � �  và 3

1 ([0,1] ),Nf C   � �  khi đó ta thu 

được một khai triển tiệm cận của nghiệm yếu ( , )u x t  đến cấp 1N   theo tham số bé 

  cho phương trình sau liên kết với (*)2,3: 

 1 1[ ( ) ( )] ( , , , , ) ( , , , , ).tt x x t x tu u u u f x t u u u f x t u u u
x

  
   


■ 

Abstract 
On the nonlinear wave equation associated with the Dirichlet boundary 

condition: Existence and asymptotic expansion of solutions. 

The paper deals with the initial - boundary value problem for the nonlinear 
wave equation  

0 1

( ( ) ) ( , , , , ), 0 1, 0 ,

(0, ) (1, ) 0,
( ,0) ( ), ( ,0) ( ),

tt x x t

t

u u u f x t u u u x t T
x

u t u t
u x u x u x u x

       
 

  


 

  (*) 
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where 0 1, ,u u    and f  are given functions.  

In this paper, we associate with problem (*) a linear recursive scheme for 
which the existence of a local and unique weak solution is proved by applying  the 
Faedo – Galerkin method and the weak compact method. In case of 2 ( ),NC 

 �  
1

1 ( ),NC 
 �  ( ) 1t   0,t   1 3([0,1] )Nf C 

  � �  and 
3

1 ([0,1] ),Nf C   � �  a weak solution ( , )u x t  having an asymptotic expansion of 
order 1N   in a small parameter   is established for the following equation 
associated to (*)2,3: 

 1 1[ ( ) ( )] ( , , , , ) ( , , , , ).tt x x t x tu u u u f x t u u u f x t u u u
x

  
   


 


