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TÓM TẮT 
Trong bài báo này, chúng tôi chứng minh sự tồn tại nghiệm tuần hoàn của phương 

trình vi tích phân Volterra đối số lệch phi tuyến loại Hyperbolic sau : 
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 Từ khóa: nghiệm tuần hoàn, phương trình vi tích phân Volterra đối số lệch phi tuyến 
loại Hyperbolic. 

ABSTRACT 
The existence of periodic solutions for the nonlinear Hyperbolic Volterra 

integrodifferential equation with deviating argument 
In this paper, we prove the existence of periodic solutions for the following nonlinear 

Hyperbolic Volterra integrodifferential equation with deviating argument 
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 Keywords: periodic solution, nonlinear Hyperbolic Volterra integrodifferential 
equation with deviating argument. 

 

1. Giới thiệu  
Trong [3], chúng tôi đã xem xét tính khác rỗng, tính continuum và tính Rδ  của 

tập nghiệm phương trình vi tích phân Volterra phi tuyến loại Hyperbolic có cả sự xuất 
hiện đối số lệch 

                                                 
* PGS TS, Trường Đại học Sư phạm TPHCM 
** ThS, Trường Đại học Sư phạm TPHCM 
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ng 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
t

t s
0

0 r

u t A t u t L t u V t,u t K t,s,u s ,u ds f t , t 0,

u C .

⎧
′ = + + + +⎪

⎨
⎪ =ϕ∈⎩

∫

 
Trong bài báo [1], chúng tôi nghiên cứu sự phụ thuộc liên tục của nghiệm phương 

trình vi tích phân Volterra đối số lệch phi tuyến loại Hyperbolic dạ ( )T . Kết quả 
trên là điểm tựa cho sự tồn tại nghiệm tuần hoàn của phương trình (T). 

Trong bài báo này, chúng tôi chứng minh sự tồn tại nghiệm tuần hoàn của 
phương trình (T). 
2. Kết quả được sử dụng 
Điều kiện ( )A ([4]). Cho X  là không gian lồi địa phương và  là một họ nửa chuẩn 
tách trên  là một tập con của  và . Với bất kì , ta định nghĩa 

 bởi 

P
X,D X U : D X→ a X∈

aU : D X→ ( ) ( )aU x U x a= + . 

Toán tử  gọi là thỏa điều kiện U : D X→ ( )A  trên tập con Ω  của X  nếu: 

( )A.1 Với bất kì ( )aa : U D∈Ω ⊂ D , 

( )A.2 Với bất kì  và a∈Ω p P∈ , tồn tại ak 0∈�  với tính chất: Với mọi 0ε > , 

tồn tại  và  sao cho với mọi r∈� 0δ > x, y D∈  thỏa ( )p
a x, yα < ε + δ  thì 

( ) ( )( )p r r
a a aU x , U yα < ε , ở đây ( ) ( ) ( )( ){ }p i j

a a ax, y max p U x U y : i, j 0,kα = − = a , 

{ } { }01,2,... , 0,1,2,... .= =� �  

Định lí ( )B ([4]). 

 Cho  là không gian lồi địa phương đầy đủ theo dãy với họ nửa chuẩn tách  và 
giả sử  là toán tử trên X  sao cho: 

X P
U,C

( )B.1 U  thỏa điều kiện ( )A  trên ; X

( )B.2 Với bất kì p P∈ , tồn tại pk 0≥ p(k  phụ thuộc vào p) sao cho: 

( ) ( )( ) ( )pp U x U y k p x y− ≤ −  với mọi x, y X∈ ; 

( )B.3 Tồn tại  với tính chất: Với mọi 0x X∈ p P∈  tồn tại  và r∈�

[ )0,1λ∈ (r,λ  phụ thuộc vào p)  sao cho ( ) ( )( ) ( )
0 0

r r
x xp U x U y p x y− ≤ λ −  với mọi 

; x, y X∈

( )B.4 C hoàn toàn liên tục và ( )( )p C A < ∞  với  và A X⊂ ( )p A < ∞  

trong đó ( ) ( ){ }p A sup p x : x A= ∈ ; 
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(B.5)
( )

( )( )
( )p x

p C x
lim 0

p x→∞
=

 
với mọi p P∈ . 

Khi đó  có điểm bất động. U C+
3. Giới thiệu bài toán 

Cho Ta kí hiệu r 0> . •  là chuẩn của không gian Banach  và E [ )0,+ = ∞� , 

( ){ }t,s : t s+ +∆ = ∈ × ≥� �  và  với n[ ]2n 0,n∆ = ∆I ∈� , 

[ ]( )rC C r,0 ,E= −  với chuẩn ( ) [ ]{ }ru sup u t : t r,0= ∈ − , 

[ )( )X C r, ,E= − ∞  là không gian Frechet các hàm liên tục từ [ )r,− ∞  vào  với 

họ nửa chuẩn 

E

{ }n n
• được định nghĩa như sau: ( ) [ ]{ }nx sup x t : t r,n ,n= ∈ − ∈� . 

Đặt  với chuẩn rF E C= × ( ) rx, y x y= + . Đặt L•  là chuẩn trên không gian 
các ánh xạ tuyến tính liên tục. 

Với [ )( )u C r, ,E∈ − ∞  và  đặt t 0≥ tu Cr∈  định nghĩa bởi  

( ) ( )tu u tθ = + θ  với . [ ]r,0θ∈ −

Xét phương trình 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
t

t s
0

0 r

u t A t u t ,u L t,s,u s ,u ds f t , t 0,

u C ,

⎧
′ = + +⎪

⎨
⎪ = ϕ∈⎩

∫ ≥
 ( )T  

trong đó ( ){ }t 0
A t

≥
 là họ toán tử tuyến tính liên tục từ rE C×  vào , tuần hoàn với 

chu kì  theo  và f :  liên tục, tuần hoàn với chu kì . Hơn nữa ta 
giả thiết: 

E
0ω > t E+ →� 0ω >

(E.1) ( )t A ta  liên tục ; 

(E.2)  là hàm , nghĩa là L : F E∆× → 1L Caratheodory−

 (E.2.1)Với mọi hàm z F∈ ( )L ,zτ τa  Borel đo được ; 

 (E.2.2)Với hầu hết  hàm τ∈∆ ( )z L ,zτa  liên tục ; 

 (E.2.3)Với mỗi  và mỗi hằng số , tồn tại hàm không âm n∈� C 0>

[ ]( )21
Ch L 0,n∈  và tập compact  trong  sao cho CK E ( ) ( )CL t,s,z h t,s KC∈  với mọi 

( )Fz B 0,C∈  và với hầu hết ( ) nt,s ∈∆  (trong đó ( )1L Ω  là không gian các hàm 
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u :Ω→ �  khả tích trên ). Hơn nữa khi  thì  với mọi 

 ; 

Ω n ≥ ω ( )C
0

h t,s ds 0
ω

=∫
[ ]t ,n∈ ω

(E.3)  hầu tuần hoàn với chu kì L ω  theo ( )t,s , tức là 

( ) ( )L t ,s ,z L t,s,z+ω +ω =  với mọi z F∈  và hầu hết ( )t,s ∈∆  ; 

(E.4)
 

( )
z

L t,s,z
lim 0

z→∞
=  đều theo ( )t,s  trên mỗi tập bị chặn bất kì của . ∆

4. Sự tồn tại nghiệm tuần hoàn 

Tương tự [2], ta đặt họ toán tự bị chặn ( ){ }( )t,s
S t,s

∈∆
với ( ) rS t,s : C C→ r  phụ 

thuộc liên tục theo ( )t,s ∈∆  và định nghĩa bởi ( ) ( )tS t,s y= ϕ  trong đó ( )y ϕ  là 
nghiệm duy nhất của phương trình  

( ) ( ) ( )( )t

s

y t A t y t , y , t s 0,

y .

⎧ ′ = ≥⎪
⎨

= ϕ⎪⎩

≥
 (chú ý là ( ) ( )( )t t

y : yϕ = ϕ ). 

Giả sử ( ){ } s 0,t r
V t,s

≥ ≥−
 là họ toán tử toán tử tuyến tính bị chặn trên , liên tục 

mạnh theo 

E

( )t,s  và thỏa phương trình dưới đây 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

t
V t,s A t V t,s ,V .,s , t s 0,
t

I, t s
V t,s ,

0, s r t s

∂⎧ = ≥⎪ ∂⎪
⎨ =⎧⎪ = ⎨⎪ − ≤ <⎩⎩

≥

 

trong đó ( )( ) ( )tV .,s V t ,sθ = + θ , [ ]r,0θ∈ − . 

Giả sử ( ){ } [ r,0
X

θ∈ −
θ ]  là họ toán tử tuyến tính bị chặn trên  định nghĩa bởi  rC

( )
( )

X , r 0

X 0 I.

⎧ θ − ≤ θ <⎪
⎨

=⎪⎩

,
 

Khi đó ta có ( ) ( ) ( )tV .,s S t,s X .= . 

Đặt ( )S S ,0≡ ω . Chứng minh tương tự [2] ta có bổ đề 1. 
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Bổ đề 1.  là nghiệm của (  khi và chỉ khi  x )T

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
t s

t t
0 0

x S t,0 V .,s L s, , x , x f s dsτ

⎡ ⎤
ϕ = ϕ+ τ τ +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ . 

Bổ đề 2. ([2]) S  thỏa các điều kiện (B.1) - (B.3) của định lí (B). 
Định lí. 
 Giả sử các điều kiện (E.1)-(E.4) đều thỏa mãn. Hơn nữa 

(E.5)Với mọi rCϕ∈ , phương trình ( )T  có nghiệm duy nhất ; 

(E.6)Tồn tại  sao cho a,b 0> ( ) ( )a t sS t,s be− −≤  với mọi ( )t,s ∈∆ . 

Khi đó phương trình sau có nghiệm tuần hoàn chu kì ω  trên . +�

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
t

t s
0

u t A t u t ,u L t,s,u s ,u ds f t , t 0′ = + +∫ ≥ .  ( )E  

Chứng minh: 
Với  đặt t 0≥ ( ) rT t : C C→ r  định bởi ( )( ) ( )tT t xϕ = ϕ  với ( )tx ϕ  là nghiệm 

của phương trình ( )T . Đặt ( )T T≡ ω . 

Bổ đề 3.  
 Nếu T  có điểm bất động là ψ  thì phương trình ( )E có nghiệm tuần hoàn chu kì 

 là ω ( )x ψ . 

Chứng minh bổ đề 3: 
Đầu tiên ta chứng minh ( ) ( ) ( )T t T t T+ ω = ω . 

Với  ta có rCϕ∈ ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )tT t T T t x x xω ωω ϕ = ϕ = ϕ  và 

( )( ) ( )tT t x +ω+ ω ϕ = ϕ .  

Đặt . Ta có ( ) ( )( ) ( )
t

s
0

H t, x L t,s, x s , x ds f t= +∫

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )

t

0

x t A t x t , x H t, x , t 0,

x .

⎧ ′ ϕ = ϕ ϕ + ϕ ≥⎪
⎨

ϕ = ϕ⎪⎩
 

Vậy ta có 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )

t

0

x t A t x t , x H t ,x , t 0,

x .
+ω⎧ ′ ϕ + ω = +ω ϕ +ω ϕ + +ω ϕ ≥⎪

⎨
ϕ = ϕ⎪⎩
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Ta thấy với mỗi ( )x ϕ  và  tồn tại t 0> n ,n t∈ > +ω�  sao cho 

( )( ) ( )( )sx s , xϕ ϕ n≤  với mọi [ ]s 0,n∈ . Vậy theo (E.2.3) tồn tại hàm không âm 

[ ]( )21h L 0,n∈  và M  sao cho 0> ( )( ) ( )( )( ) (L s, , x ,x Mh s,τ )τ ϕ τ ϕ ≤ τ  với hầu hết 

( ) ns,τ ∈∆ . 

Ta có ( )( ) ( )( ) ( )s
0 0

L t ,s, x s , x ds M h t ,s ds 0
ω ω

+ ω ϕ ϕ ≤ +ω =∫ ∫ (vì ). [ ]t ,+ω∈ ω n

ω

Vậy . Do đó ( )( ) ( )( )s
0

L t ,s, x s , x ds 0
ω

+ ω ϕ ϕ =∫

( )( ) ( )( ) ( )( )s
0

H t , x L t ,s, x s , x ds
ω

+ ω ϕ = +ω ϕ ϕ∫  

                         . ( )( ) ( )( ) ( )
t

sL t ,s, x s , x ds f t
+ω

ω

+ +ω ϕ ϕ + +∫

Vì f  tuần hoàn chu kì ω  và ( )( )s
0

L t ,s, x s , x ds 0
ω

+ ω =∫  nên 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
t

s
0

H t , x L t ,s , x s , x ds f t+ω+ ω ϕ = +ω +ω ϕ +ω ϕ +∫ . 

Từ (E.3) ta có . ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
t

s
0

H t , x L t,s, x s , x ds f t+ω+ ω ϕ = ϕ +ω ϕ +∫

Vì ( )A t  tuần hoàn chu kì ω  theo  nên ta có t

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
t

t s
0

x t A t x t ,x L t,s,x s ,x ds f t .+ω +ω′ ϕ +ω = ϕ +ω ϕ + ϕ +ω ϕ +∫
 Đặt ( )( ) ( )( )y t x tϕ = ϕ +ω  với mọi [ )t r,∈ − ∞ ó. Khi đó ta c  ( ) ( )0y xωϕ =

và 
ϕ  

( ) ( )t ty x +ωϕ = ó  ϕ . Vậy ta c

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

t

t s
0

0

y t A t y t , y L t,s, y s , y ds f t , t 0,

y x .ω

⎧
′ ϕ = ϕ ϕ + ϕ ϕ + ≥⎪

⎨
⎪ ϕ = ϕ⎩

∫  

Vậy ( )y ϕ  và ( )( )x xω ϕ  cùng là nghiệm của phương trình  
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≥( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )

t

t s
0

0

u t A t u t ,u L t,s,u s ,u ds f t , t 0,

u x .ω

⎧
′ = + +⎪

⎨
⎪ = ϕ⎩

∫  

Vì phương trình này có nghiệm duy nhất nên ( ) ( )( )y x xωϕ = ϕ . Do đó 

( ) ( ) ( )( )t t tx y x x+ω ωϕ = ϕ = ϕ . Vậy ( ) ( ) ( )T t T T tω = +ω . 

Đặt  định bởi . rU : C C→ r ds( ) ( ) ( )( )
0

U V .,s H s,x
ω

ωϕ = ϕ∫

Vì ( )T T≡ ω  nên từ bổ đề 1 ta có  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
s

0 0

T x S ,0 V .,s L s, , x , x f s
ω

ω ω τ ds
⎡ ⎤

ϕ = ϕ = ω ϕ+ τ τ +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫ . 

Vậy . T S U= +

Nếu  có điểm bất động là T ψ  thì ta có ( ) ( )( )T Tψ = ψ = ω ψ . 

Vậy ( ) ( )( ) ( )( )T t T T tω ψ = ψ . Do đó ( )( ) ( )( )T t T t+ ω ψ = ψ , tức là 

( ) ( )t tx x+ω ψ = ψ . Vậy phương trình (E) có nghiệm tuần hoàn chu kì ω  là ( )x ψ . 

Bổ đề 4.  thỏa điều kiện (B.4) và (B.5). U
Chứng minh bổ đề 4: 

Ta cố định n ,n∈ > ω� . 

Ta chứng minh  liên tục. Lấy U { }k kϕ  và kϕ →ϕ . Ta đặt ánh xạ liên tục 

: X+ + Fζ × → ×� �  định bởi ( ) ( )( )tt, x t, x t , xζ = . 

Do tính phụ thuộc liên tục của nghiệm phương trình (T) nên ta có 
( ) ( )kk

lim x x
→∞

ϕ = ϕ .  

Vậy ta đặt ( ){ } ( ){ }kx : k xΩ = ϕ ∈ ϕ� U  thì Ω  là tập compact trong X . Vậy 

[ ]( )0,nζ ×Ω  là tập compact.  

Do đó tồn tại  sao cho C 0> ( )( )su s ,u C<  với mọi ( ) [ ]s,u 0,n∈ ×Ω . Khi đó 

tồn tại hàm không âm [ ]( )21
Ch L 0,n∈  và  sao cho M 0> ( )( ) ( )CL s, ,u Mh s,ζ τ ≤ τ  

với mọi u  và hầu hết ∈Ω ( ) ns,τ ∈∆ . 

Đặt ( ) ( )( )( ) ( )( )( )k ks, L s, , x L s, , xρ τ = ζ τ ϕ − ζ τ ϕ .  
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Ta có ( ) ( )k Cs, 2Mh s,ρ τ ≤ τ . 

Ta chú ý là do ζ  liên tục nên ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )k s k sk
lim x s , x x s ,x
→∞

ϕ ϕ = ϕ ϕ  với 

mọi . Vậy theo điều kiện s 0≥ ( )E.2.2  ta có ( )kk
lim s, 0
→∞

ρ τ =  với hầu hết ( ) ns,τ ∈∆ . 

Vậy theo định lí hội tụ bị chặn Lebesgue ta có ( )
n

kk
lim s, dsd 0
→∞

∆

ρ τ τ =∫ . 

Vì ( ) ( )t,s V t,sa  liên tục nên tồn tại  để m 0> ( ) L
V t ,s m+ω ≤  với mọi 

 và .Mặt khác với mọi [ ]t r,∈ − 0 ][s 0,n∈ [ ]t r,∈ − 0  ta có 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )
s

k kL
0 0

U t U t V t ,s s, d
ω⎛ ⎞

ϕ − ϕ ≤ +ω ρ τ τ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫ ds

τ

 

                                    . ( ) ( )
n

s

k k
0 0

m s, d ds m s, dsd
ω

∆

⎛ ⎞
≤ ρ τ τ ≤ ρ τ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫ ∫

Vậy ( ) ( ) ( )
n

k kr
U U m s, dsd

∆

ϕ − ϕ ≤ ρ τ τ∫ . Do đó ( ) ( )k rk
lim U U 0
→∞

ϕ − ϕ = . 

Lấy  là tập bị chặn trong . Chứng minh tương tự  bước 1 của định lí 2 trong 

[1] ta thấy 

Φ rC

( )( ) ( )( ) [ ]{ }sx s , x : s 0,n ,ϕ ϕ ∈ ϕ∈Φ  bị chặn.  

Do đó tồn tại  sao cho C 0> ( )( ) ( )( )sx s , x Cϕ ϕ <  với mọi ( ) [ ]s, 0,nϕ ∈ ×Φ . 

Khi đó tồn tại hàm không âm [ ]( )21
Ch L 0,n∈  và tập compact  trong  sao cho CK E

( )( )( ) ( )CL t, s, x h t,s Kζ ϕ ∈ C  với mọi ϕ∈Φ  và hầu hết ( ) nt,s ∈∆ . 

Từ [2] ta có ánh xạ liên tục [ ] rW : 0, E Cω × →  định bởi ( ) ( )( )W s,e V .,s eω=  

Vậy [ ]( )CB W 0,n K= × và [ ] [ ]( )( )G W 0,n f 0,n= × là tập compact. Do đó tập 

 compact. D B G= U

Ta có ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )C C CV .,s L s, , x h s, V .,s K h s, Dω ω⎡ ⎤ζ τ ϕ ∈ τ ⊂ τ⎣ ⎦  với mọi 

 và hầu hết ϕ∈Φ ( ) ns,τ ∈∆ . Hơn nữa ( ) ( )V .,s f s Dω ∈  với mọi . [ ]s 0,n∈

Lấy nửa không gian đóng ( ){ }*
rz C : b z R∈ ≤  chứa , với D ( )**

rb C∈  và 

. Để cho gọn ta đặt R 0> ( ) ( ) ( )( )( )z s, , V .,s L s, , xωτ ϕ = ζ τ ϕ . 
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Vậy ( )( ) ( )*
Cb z s, , Rh s,τ ϕ ≤ τ  với mọi ϕ∈Φ  và hầu hết ( ) ns,τ ∈∆ . Đồng thời 

( ) ( )( )*b V .,s f s Rω ≤ với mọi [ ]s 0,n∈ . 

Ta đặt . Ta thấy ( )
s

C
0 0

a h s, d ds
ω⎛ ⎞

= τ τ + ω⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫ 0>

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )

s
* * *

0 0 0

s

C
0 0

b U b z s, , d ds b V .,s f s

R h s, d ds R aR.

ω ω

ω

ω

⎛ ⎞
ϕ = τ ϕ τ +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

≤ τ τ + ω =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ ∫

∫ ∫

ds

 

Vậy ( )* 1b U
a

⎛ ⎞ϕ ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

R  tức là ( ) ( ){ *
r

1 U z C : b z
a

ϕ ∈ ∈ ≤ }R . Vì giao của tất cả 

các nửa không gian đóng chứa  là bao lồi đóng D ( )conv D  nên ta có 

( ) ( )1 U conv
a

ϕ ∈ D . Vậy ( ) ( )U a.convΦ ⊂ D . Do đó ( )U Φ  compact tương đối. Do 

vậy  hoàn toàn liên tục. U

Với , tương tự [3] ta thấy tồn tại  và hàm không âm 0ε > R 0> [ ]( )21h L 0,n∈  

sao cho ( ) ( )L t,s,z Rh t,s z≤ + ε với mọi z F∈  và hầu hết ( ) nt,s ∈∆ . Vậy 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
s

r
0

K s,x Rh s, 2 x d f sτϕ ≤ τ + ε ϕ τ +∫   

                    ( ) ( )( )
s

r
0

q Rh s, 2 x dτ≤ + τ + ε ϕ∫ τ ] với mọi , trong đó [s 0,n∈

( )f s q≤  với mọi . [ ]s 0,n∈

Chứng minh tương tự  bước 1 của định lí 2 trong [1] ta thấy tồn tại  sao 
cho 

,α β > 0
( ) ( )( )t rr

x 1 exp m⎡ ⎤ϕ ≤ α ϕ +βε ε −⎣ ⎦1  với mọi [ ]t 0,∈ ω  

Ta cũng thấy tồn tại  sao cho M 0> ( )V .,s Mω ≤  với mọi , trong đó [s 0,∈ ω]
( ) ( ) [ ]{ }r

V .,s sup V ,s : r,0ω ω= θ θ∈ − .Ta có  
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( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )

r
0

s

r
0 0

s s

r
0 0 0 0

U V .,s K s, x

M q Rh s, 2 x d ds

Mq MR h s, d ds 2 M x d ds.

ω

ω

ω

τ

ω ω

τ

ϕ ≤ ϕ

⎛ ⎞
≤ + τ + ε ϕ τ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛

≤ ω+ τ τ + ε ϕ τ⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
⎞
⎟⎟
⎠

 

Ta lại có ( ) ( )( )rr
x 1 exp mτ ⎡ ⎤ϕ ≤ α ϕ +βε ε −⎣ ⎦1 . 

Do đó ( ) ( )( )rr
U d d 1 exp m 1⎡ ⎤ϕ ≤ + ε ϕ +βε ε −⎣ ⎦ . 

Vậy 
( )

( )( )r

r r

U d d 1 exp m 1
ϕ

⎡ ⎤≤ + ε +βε ε −⎣ ⎦ϕ ϕ
. 

Cho  ta được 0ε →
( )

r

r

r

U
lim 0
ϕ →∞

ϕ
=

ϕ
. 

Theo định lí (B) ta thấy  có điểm bất động là T ψ . Vậy ( )x ψ  là nghiệm tuần 
hoàn của phương trình ( )E . Định lí được chứng minh.  

Chú ý. Tương tự [3] ta thấy nếu ta áp đặt thêm tính Lipschitz địa phương lên toán 
tử  thì phương trình (  có nghiệm duy nhất với mọi L )T rCϕ∈  
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