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TÓM TẮT 
Một nhóm con A của nhóm Aben G được gọi là iđêan tuyệt đối của G nếu A là iđêan trong 

mọi vành trên G. Nhóm Aben được gọi là nhóm RAI nếu trên nó có thể xây dựng được một vành mà 
trong đó mọi iđêan đều tuyệt đối. Nhóm Aben được gọi là nhóm afi nếu mọi iđêan tuyệt đối của nó 
đều là nhóm con hoàn toàn đặc trưng. Bài báo mô tả nhóm RAI và afi trong lớp nhóm Aben không 
xoắn hoàn toàn phân rã đồng nhất.  

Từ khóa: nhóm Aben, iđêan tuyệt đối, nhóm hoàn toàn phân rã. 
ABSTRACT 

Absolute ideal of completely decomposable Abelian groups 
A subgroup A of an Abelian group G is called an absolute ideal of G if A is an ideal in every 

rings on G. An Abelian group is called a RAI group if it admits a ring structure, in which every 
ideal is absolute. An afi group is an Abelian group, whose every absolute ideal is a fully invariant 
subgroup. In this work, RAI groups and afi groups are described in the class of isotype completely 
decomposable Abelian groups. 

Keywords: Abelian group, absolute ideal, completely decomposable group. 
 

1. Giới thiệu 
Bài báo này nghiên cứu một số bài toán trong Lí thuyết nhóm cộng của vành, một 

trong những hướng nghiên cứu của Lí thuyết nhóm Aben hiện đại. Trong bài báo, mọi 
nhóm được đề cập đều là nhóm Aben. Do đó, để đơn giản, từ "nhóm" trong bài này mặc 
định được hiểu là "nhóm Aben". 
1.1. Định nghĩa 

Một phép nhân trên nhóm G  là một hàm song tuyến tính :G G G   . Để đơn 
giản, ta thường dùng kí hiệu × cho phép nhân, nghĩa là ( , )a b a b  . Nhóm G  cùng với 
một phép nhân × trên nó được gọi là một vành trên nhóm G , kí hiệu là ( , )G  . 

Bài toán nghiên cứu vành trên nhóm Aben được lần đầu tiên xem xét bởi Beaumont 
R.A. trong [1], trong đó nghiên cứu vành trên tổng trực tiếp các nhóm xyclic. Từ đó, vành 
trên nhóm Aben thu hút sự quan tâm của nhiều nhà toán học khác. Các bài toán cụ thể 
được đặt ra vô cùng đa dạng. Một trong các vấn đề được quan tâm nghiên cứu trong đó là 
tìm các nhóm con của nhóm Aben G  thỏa một tính chất nào đó trong mọi vành trên nó.  
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1.2. Định nghĩa 
Nhóm con A  của nhóm G  được gọi là một iđêan tuyệt đối của G  nếu A  là iđêan 

trong mọi vành trên G . 
Iđêan tuyệt đối được xem xét lần đầu tiên bởi Fried E. trong [2], trong đó Fried E. 

chứng minh nhóm con A  là iđêan tuyệt đối của nhóm G  khi và chỉ khi A  bất biến dưới 
tác động của iđêan Im | Hom( ,End )F G G    của EndG , nghĩa là FA A . Tuy 

nhiên, việc áp dụng tiêu chuẩn này để giải quyết các bài toán liên quan tới iđêan tuyệt đối 
còn hạn chế vì việc mô tả iđêan F  không đơn giản.  

Hai bài toán được quan tâm khi nghiên cứu iđêan tuyệt đối là bài toán về nhóm RAI 
và nhóm afi. Nhóm RAI là nhóm Aben mà trên đó có thể xây dựng được một vành trong đó 
mọi iđêan đều là iđêan tuyệt đối. Vấn đề mô tả nhóm RAI được đặt ra bởi Fuchs L. trong  
[3, vấn đề 93]. Nhóm Aben được gọi là nhóm afi nếu mọi iđêan tuyệt đối A  của nó đều là 
nhóm con hoàn toàn đặc trưng, nghĩa là ( )A A   với mọi tự đồng cấu ( )End G . Bài 
toán mô tả nhóm afi được đưa ra bởi Fried E. trong [2]. Các kết quả về nhóm RAI và nhóm 
afi chủ yếu tập trung trong lớp nhóm xoắn trong các bài báo [4], [5] và [6]. Gần đây trong 
[7], Kompantseva E. I. và Fomin A. A. mô tả nhóm RAI trong một lớp con của lớp các 
nhóm không xoắn hầu như hoàn toàn phân rã.  

Bài báo này mô tả nhóm RAI và afi trong lớp nhóm Aben không xoắn hoàn toàn 
phân rã đồng nhất. Ta sẽ sử dụng một số khái niệm và kết quả sau trong [5] và [6]. 
1.3. Định nghĩa [5] 

Iđêan tuyệt đối chính sinh bởi g  trong nhóm G , kí hiệu AIg  , là iđêan tuyệt đối 

nhỏ nhất chứa g . Để phân biệt, ta kí hiệu iđêan chính sinh bởi g  trong vành ( , )G   là 
g   . 

1.4. Định lí [5] 
Cho G  là nhóm. Khi đó các điều kiện sau là tương đương: 
i. Nhóm G  là nhóm RAI; 
ii. Trên G  tồn tại vành ( , )G   sao cho g    là iđêan tuyệt đối với mọi g G ; 

iii. Trên G tồn tại vành ( , )G   sao cho AIg g      với mọi g G . 

1.5. Định lí [6] 
Nhóm G  là nhóm afi khi và chỉ khi AIg   là nhóm con hoàn toàn đặc trưng của G  

với mọi g G . 
2. Vành trên nhóm Aben hoàn toàn phân rã 
2.1. Định nghĩa 
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Cho G  là một nhóm Aben, p  là số nguyên tố và g G . Khi đó số nguyên dương n  

lớn nhất sao cho np g∣  trong G  được gọi là p -cao độ của phần tử g  trong G  và kí hiệu 

là ( ) ( )G
ph g ; nếu số nguyên dương n  như vậy không tồn tại thì ta nói ( ) ( )G

ph g   .   

Để đơn giản, nếu ta chỉ xét cao độ của phần tử trong một nhóm cố định, ta sẽ chỉ 
dùng kí hiệu ( )ph g  cho p -cao độ của phần tử g . Cho 1 2, ,p p  là tất cả các số nguyên tố 

được xếp theo thứ tự tăng dần. Khi đó dãy 
1 2

( ) ( ( ), ( ), , ( ), )
np p pg h g h g h g     được gọi 

là dãy cao độ hay đặc trưng của phần tử g  trong nhóm G . Như vậy, một dãy cao độ chỉ 
có thể chứa các số nguyên và kí hiệu ∞.  

Hai dãy cao độ được gọi là tương đương nếu chúng chỉ có hữu hạn (hoặc không có) 
các vị trí khác nhau, và tại các vị trí đó đều phải là các số nguyên. Dễ thấy, quan hệ trên 
giữa các dãy cao độ thực sự là một quan hệ tương đương. Ta gọi mỗi lớp tương đương các 
dãy cao độ là một dạng. Dạng của phần tử g G  là dạng chứa ( )g  và kí hiệu là ( )t g . 

Dễ thấy, nếu G  là một nhóm không xoắn hạng 1, thì mọi phần tử khác 0 đều phụ 
thuộc tuyến tính với nhau và có dãy cao độ tương đương. Do đó, các phần tử khác 0 trong 
nhóm G  không xoắn hạng 1 đều có cùng một dạng, được gọi là dạng của nhóm G  không 
xoắn hạng 1 và kí hiệu là ( )t G . Thực tế, hai nhóm không xoắn hạng 1 đẳng cấu với nhau 
khi và chỉ khi chúng có cùng dạng. Mệnh đề sau dễ dàng có được từ [3, Định lí 85.1]. 
2.2. Mệnh đề 

Cho G  là một nhóm không xoắn hạng 1 dạng t . Nếu e  là phần tử khác 0 bất kì của 

G  thì G Re  với ( )
ii i ps

i

uR s h e
p

    
  

, hiển nhiên, R  có dạng t . Ngược lại nếu R  

là nhóm hữu tỉ bất kì có dạng ( )t t G  ta luôn có thể chọn duy nhất trong G  một phần tử 
e  sao cho G Re .   
2.3. Định nghĩa 

Cho 1 1 2( , , )k k    và 2 1 2( , , )s s    là hai dãy cao độ lần lượt có dạng 1t  và 2t . 
Ta định nghĩa: 

i. Tích của hai dãy cao độ: 1 2 1 1 2 2( , , )k s k s      ; 

ii. Giao của hai dãy cao độ: 1 2 1 1 2 2(min{ , }, min{ , }, )k s k s    ; 

iii. Tích và giao của hai dạng: 1 2 1 2( )t t t    và 1 2 1 2( )t t t      . 

Dãy cao độ  (dạng t ) được gọi là lũy đẳng khi và chỉ khi 2   ( 2t t ). Dễ thấy 
dãy cao độ  lũy đẳng khi và chỉ khi   chỉ chứa 0 và ∞. Và dạng t  lũy đẳng nếu các phần 
tử đại diện của nó chỉ chứa hữu hạn (hoặc không có) các số nguyên khác 0. 
2.4. Mệnh đề [3, Mệnh đề 85.3].  

Cho ( , )G   là một vành trên G . Khi đó ( ) ( ) ( )a b a b     với mọi ,a b G .   
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2.5. Định nghĩa 
Ta nói 1 1 2 2 1 2( , , ) ( , , )k k s s       nếu i ik s  với mọi i I . Ta nói 1 2t t  nếu 

tồn tại 1 1t   và 2 2t   sao cho 1 2  . 
Dễ thấy, quan hệ so sánh dãy cao độ và dạng đều là các quan hệ thứ tự không toàn 

phần. 
2.6.  Định nghĩa 

Nhóm không xoắn hoàn toàn phân rã là nhóm có thể biểu diễn được dưới dạng tổng 
trực tiếp của các nhóm không xoắn hạng 1. 
2.7. Mệnh đề [3, Mệnh đề 86.1] 

Cho i
i I

G G


  là nhóm không xoắn hoàn toàn phân rã với iG  là các nhóm không 

xoắn hạng 1. Bộ các dạng { ( )}i i i It t G   là một bất biến của nhóm G , nghĩa là không phụ 

thuộc vào cách phân tích G  thành tổng trực tiếp của các nhóm không xoắn hạng 1. 
Nếu i

i I
G G



  là nhóm không xoắn hoàn toàn phân rã thì G  có thể biểu diễn dưới 

dạng i i i
i I i I

G G R e
 

    với iR  là nhóm hữu tỉ dạng ( )i it t G . Tập hợp { }i i Ie   tạo thành 

một hệ độc lập tuyến tính tối đại, gọi là cơ sở, của nhóm G  và mọi phần tử g G   có thể 
được biểu diễn duy nhất dưới dạng  

1 1 2 2 n ni i i i i ig r e r e r e   với 
k ki ir R . 

2.8. Định lí 
Cho nhóm không xoắn hoàn toàn phân rã i i

i I
G R e



 . Khi đó, với mọi bộ { }i i Ia   các 

phần tử của G  thỏa ( ) ( ) ( )i i ja e e    với mọi ,i j I , tồn tại duy nhất một vành ( , )G   

trên G  sao cho i j ije e a  . 

Chứng minh.  
Cho { }i i Ia   là bộ các phần tử của G  thỏa ( ) ( ) ( )i i ja e e   . Ta xét quy tắc nhân 

như sau: Cho 
1 1

,
n n

i i i i
i i

x re y s e G
 

    , với mọi ,i j I  ta có ( ) ( ) ( )ij i ja e e    và 

,i i j jr e r e G  nên i j ir s a∣  hay i j ijr s a G . Ta đặt 
, 1

n

i j ij
i j

x y r s a


  . Dễ thấy, × là một đồng 

cấu song tuyến tính từ G G  vào G , nên ( , )G   là một vành trên G . Hơn nữa vì mọi 

phần tử đều biểu diễn duy nhất thành tổ hợp tuyến tính của các ,ie I I  và phép nhân bất 
kì đều là song tuyến tính trên G  nên phép nhân × ở trên là duy nhất.  
3. Iđêan tuyệt đối của nhóm không xoắn hoàn toàn phân rã đồng nhất 
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3.1. Định nghĩa 
Nhóm không xoắn đồng nhất là nhóm không xoắn mà mọi phần tử đều có cùng một 

dạng.  
Dễ thấy, nếu G  là một nhóm không xoắn đồng nhất dạng t  lũy đẳng thì ta luôn có 

thể chọn được một hệ cơ sở { }i i Ie   sao cho i
i I

G Re


 , ( )ie  lũy đẳng và R  là một nhóm 

hữu tỉ dạng t . 
Bổ đề sau dễ dàng được suy ra từ [3, Mệnh đề 85.4]. 

3.2. Bổ đề 
Cho G  là nhóm không xoắn hạng 1 có dạng 1 2( , , , , )nt k k k   . Khi đó, quy tắc   

là tự đồng cấu trên G  khi và chỉ khi   có dạng ( ) mx x
n

   với ,m n�  và n  không chia 

hết cho các số nguyên tố ip  mà ik � .   

3.3. Định lí (Nhóm đồng nhất dạng không lũy đẳng) 
Nếu G là nhóm không xoắn hoàn toàn phân rã đồng nhất dạng t  với t  không lũy 

đẳng thì  
i. mọi nhóm con của G  đều là iđêan tuyệt đối và G  là nhóm RAI; 
ii. G  là nhóm afi khi và chỉ khi hạng của G  là 1 và t  không chứa ∞. 

Chứng minh. 
i. Giả sử ( , )G   là một vành trên G  và ,a b  là hai phần tử khác 0 bất kì của G . Vì G

đồng nhất và t  không lũy đẳng nên 2( ) ( )t a t b t t   . Mặt khác 2( ) ( ) ( )t a b t a t b t   . Vì 
G  lũy đẳng dạng t  nên 0a b  . Vậy trên G  chỉ tồn tại duy nhất vành tầm thường. Hiển 
nhiên khi đó mọi nhóm con của G  đều là iđêan tuyệt đối và G  là nhóm RAI. 

ii. Giả sử G  là nhóm không xoắn hạng 1 có dạng t  không chứa ∞. Cho   là một tự 
đồng cấu trên G  và a G . Vì t  không chứa ∞ nên từ Bổ đề 3.2 suy ra ( )a ma   với 

m� . Do đó ( ) AIa a   . Vậy theo Định lí 1.5 nhóm G là nhóm afi. 

Giả sử ( ) 1r G  . Khi đó G  có thể biểu diễn dưới dạng 1 2G Re Re A    với R  là 

nhóm hữu tỉ dạng t . Xét ánh xạ :G G   với 1 2( )re re   và ( ) 0x   nếu 1x Re . Rõ 

ràng   là tự đồng cấu của G  và 1 2 1( )Re Re Re  Ú , nên 1Re  không là nhóm con hoàn 

toàn đặc trưng của G . Mặt khác, theo chứng minh ở phần trên, ta có 1Re  là iđêan tuyệt đối 
của G . Vậy G  không là nhóm afi. 

Giả sử ( ) 1r G  và t  chứa ∞. Không mất tính tổng quát, giả sử ∞ đứng ở vị trí đầu 

tiên của t . Theo Bổ đề 3.2, quy tắc tương ứng :G G   với 
1

1( )x x
p

   là một tự đồng 
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cấu của G . Cho a G  và 0a  . Khi đó rõ ràng 
1

1( )a a a
p

    , nên a   không là 

nhóm con hoàn toàn đặc trưng của G . Mặt khác, theo chứng minh ở phần trên, ta có a   
là iđêan tuyệt đối của G . Vậy G  không là nhóm afi.   
3.4. Bổ đề 

Cho G  là nhóm không xoắn hoàn toàn phân rã, 1 2,   là hai dãy đặc trưng tương 

đương. Khi đó 1 2 1 2( ) ( ) ( )G G G      . 
Chứng minh. 
Cho 1 2( )g G    . Đặt 1 1 2( , , )k k    và 2 1 2( , , )l l   . Vì 1  và 2  tương 

đương nên chỉ tồn tại tồn tại hữu hạn giá trị *i�  sao cho i ik l , hơn nữa tại các vị trí đó 

,i ik l � . Đặt i

i i

k
i

l k

m p


 và i

i i

l
i

k l

n p


 . Rõ ràng ( , ) 1UCLN m n   nên tồn tại ,u v�  sao 

cho 1um vn  . Khi đó ( ) ( )g um g vn g  . 

Ta chứng minh 1( ) ( )um g G  . Cho *i� . Nếu i ik l  thì min{ , }i i ik k l . Mà 

1 2( )g G     nên ( ) ( )
i ii p pk h g h umg  . Nếu i ik l  thì từ cách xây dựng m  ta có

ik
ip m∣ , nên ( )

ii pk h umg . Vậy 1( )umg   hay 1( ) ( )um g G  . Chứng minh tương tự ta 

có 2( ) ( )vn g G  .  

Vậy 1 2( ) ( ) ( ) ( )g um g vn g G G     , hay 1 2 1 2( ) ( ) ( )G G G      . Chiều 

ngược lại là hiển nhiên vì 1 2 1 2,     . Vậy 1 2 1 2( ) ( ) ( )G G G      .      

3.5. Định lí (Iđêan tuyệt đối chính) 
Cho G  là nhóm không xoắn hoàn toàn phân rã đồng nhất dạng lũy đẳng và { }i i Ie   

là cơ sở của G  sao cho i
i I

G Re


  và ( )ie  lũy đẳng. Cho 1 1 n ng re r e G   . Khi đó, 

1
( ( ))

n

AI i
i

g rG G g


    .  

Chứng minh. 

Cho 
1

n

i
i

a rG


 . Khi đó 1 1 n na r a r a    với 1, , na a G  . Vì ( )ie  lũy đẳng và 

( ) ( )i it a t e  với mọi 1,i n  nên 1( ) ( ) ( ) ( )i i ie e e a     . Do đó, tồn tại vành ( , )G   

trên G  sao cho 1i ie e a   với mọi 1,i n  và 0i je e   trong các trường hợp còn lại. Khi 

đó ta có 1 1 1
1 1 1

( )
n n n

i i i i i i
i i i

g e re e r e e ra a
  

 
       

 
   . Suy ra AIa g g     . Do đó 
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1
.

n

i AI
i

rG g


    

Vì ( ( ))G g  là iđêan tuyệt đối của G  và chứa g , nên  

( ( )).AIg G g    

Vì 1 1 n ng re r e G    nên 
1

( ) ( )
n

i i
i

g re 


 . Từ Bổ đề 3.4 ta suy ra 

1

( ( )) ( ( ))
n

i i
i

G g G re 


 
1

( ( ))
n

i i
i

G re

 . Hiển nhiên với mọi a G , nếu ( ) ( )i ia re   thì 

ir a∣  hay ia rG . Do đó 

1
( ( ))

n

i
i

G g rG


  

Vậy 
1

( ( ))
n

AI i
i

g rG G g


    .  

Định lí 3.5 cho thấy mọi iđêan tuyệt đối của nhóm không xoắn hoàn toàn phân rã đều 
là nhóm con hoàn toàn đặc trưng. Do đó, từ Định lí 1.5 ta có kết quả sau. 
3.6. Hệ quả. Nhóm không xoắn hoàn toàn phân rã đồng nhất dạng lũy đẳng là nhóm afi. 
   
3.7. Định lí 

Nhóm không xoắn hoàn toàn phân rã đồng nhất dạng lũy đẳng là nhóm RAI.  
Chứng minh. 
Nếu G  hạng 1, biểu diễn G  dưới dạng G Re  với ( )e  lũy đẳng. Khi đó 

( ) ( ) ( )e e e    nên tồn tại vành ( , )G   trong đó e e e  . Cho g re G   và a rG . 

Khi đó tồn tại b se G   sao cho a rb . Khi đó ( )a r se re se g b g        . Vậy 

.rG g     Chiều ngược lại là hiển nhiên vì rG  là iđêan của ( , )G   và chứa g . Do đó G
là nhóm RAI. 

Nếu G  có hạng ≥ 2,  G  có thể biểu diễn dưới dạng i
i I

G Re


  với ie  là các phần tử 

có với ( )ie  lũy đẳng. Khi đó ta xây dựng phép nhân trên G như sau:  

0i ie e    và  i j ie e e   nếu i j . 

Trước hết ta chứng minh ie G    với mọi i I . Cho 1 1 n na r e r e G   . Cho 

1,n  . Nếu i   thì ( ) ( )i i ir e r e e r e e e            . Trường hợp i  , vì G  có 

hạng ≥ 2 nên tồn tại    trong I , khi đó ( )i i i ir e r e r e e e r e e              . Vậy 

1 1 n n ia re r e e     , do đó ie G    với mọi i I . 
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Cho 1 1 n ng s e s e  . Từ cách xây dựng phép nhân   ở trên, ta có 

1 1 1 1n n ng e s e s e    , nên 1 1 1 1 1n ng s e s e g       và 1 ×.n ns e g g g     Chứng 

minh tương tự ta lần lượt có 1 1 1 1, ,n ns e s e g     . Suy ra 
1

n

i i
i

s e g 


     . Theo chứng 

minh trên ta có 
1 1

n n

i i i
i i

s e s G
 

    . Suy ra 
1

n

i
i

s G g 


   . Mặt khác, 
1

n

i
i

s G

  là nhóm con 

hoàn toàn đặc trưng, do đó là iđêan của ( , )G   và 
1

n

i
i

g s G


 . Vậy 
1

n

i
i

g s G


    và là 

iđêan tuyệt đối của .G  
Vậy theo Định lí 1.4 ta có G  là nhóm RAI.   
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