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TOM TAT

Mgt nhém con A ciia nhém Aben G duoc Qoi la idéan tuyét doi cia G néu A la idéan trong
Moi vanh trén G. Nhém Aben duot goi 1a nhém RAI néu trén né cé thé xay dung dioc mét vanh ma
trong d6 moi idéan déu tuyét doi. Nhém Aben duoc goi 1a nhoém afi néu moi idéan tuyét doi cia nd
déu la nhém con hoan toan ddc trung. Bai bdo mé ta nhom RAI va afi trong 16p nhém Aben khong
x0dn hoan toan phan ra dong nhat.

Tir khéa: nhém Aben, idéan tuyét ddi, nhém hoan toan phan ra.
ABSTRACT

Absolute ideal of completely decomposable Abelian groups

A subgroup A of an Abelian group G is called an absolute ideal of G if A is an ideal in every
rings on G. An Abelian group is called a RAI group if it admits a ring structure, in which every
ideal is absolute. An afi group is an Abelian group, whose every absolute ideal is a fully invariant
subgroup. In this work, RAI groups and afi groups are described in the class of isotype completely
decomposable Abelian groups.

Keywords: Abelian group, absolute ideal, completely decomposable group.

1. Giéi thiéu

Bai bao nay nghién caru mot sb bai toan trong Li thuyét nhém cong cia vanh, mot
trong nhitng huéng nghién ciu caa Li thuyét nhém Aben hién dai. Trong bai bao, moi
nhém duge dé cap déu 1a nhém Aben. Do d6, dé don gian, tir "nhém" trong bai nay mac
dinh dugc hiéu 12 "nhém Aben".
1.1. Dinh nghia

Mot phép nhan trén nhém G 1a mot ham song tuyén tinh 1:GxG —G. Bé don
gian, ta thuong dung ki hiéu x cho phép nhan, nghia la axb = u(a,b). Nhdm G cung véi
mot phép nhan x trén né dugce goi la mdt vanh trén nhom G, ki hiéu 1a (G,x) .

Bai toan nghién ciru vanh trén nhom Aben duoc lan dau tién xem xét bai Beaumont
R.A. trong [1], trong d6 nghién cttu vanh trén tong truc tiép cac nhom xyclic. Tir d6, vanh
trén nhom Aben thu hat sy quan tdm cuaa nhiéu nha toan hoc khac. Céc bai toan cu thé
duogc dit ra vo cung da dang. Mot trong cac van dé duoc quan tm nghién ctru trong d6 1a
tim céc nhom con cia nhém Aben G thoa mét tinh chat nao d6 trong moi vanh trén no.

* Email: ptthuthuy@gmail.com
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1.2. Dinh nghia

Nhém con A cia nhém G duoc goi 1a mot idéan tuyét @i cia G néu A 1a idéan
trong moi vanh trén G.

Idéan tuyét d6i dugc xem xét lan dau tién bai Fried E. trong [2], trong d6 Fried E.
chirng minh nhém con A 1a idéan tuyét d6i cia nhom G khi va chi khi A bét bién dudi
tac dong cua idéan F =(Ime|peHom(G,EndG)) cua EndG, nghia 1a FAc A. Tuy
nhién, viéc ap dung tiéu chuan nay dé giai quyét cac bai toan lién quan téi idéan tuyét ddi
con han ché vi viéc mo ta idéan F khong don gian.

Hai bai toan duoc quan tdm khi nghién ctru idéan tuyét dbi 1a bai toan vé nhom RAI
va nhém afi. Nndm RAI 13 nhom Aben ma trén d6 c6 thé xay dung duoc mot vanh trong do
moi idéan déu 14 idéan tuyét dbi. Van dé md ta nhom RAI duoc dit ra bai Fuchs L. trong
[3, van dé 93]. Nhoém Aben duoc goi 1a nhém afi néu moi idéan tuyét ddi A cua nd déu 1a
nhém con hoan toan dic trung, nghia 1a @(A) < A véi moi ty ddng cau ¢ € End(G) . Bai
toan mo ta nhom afi dugc dua ra boi Fried E. trong [2]. Céc két qua vé nhém RAI va nhém
afi chu yéu tap trung trong I6p nhém xoén trong céc bai béo [4], [5] va [6]. Gan day trong
[7], Kompantseva E. I. va Fomin A. A. m6 ta nhom RAI trong mot I6p con cua I6p cac
nhém khéng xoan hau nhu hoan toan phan ré.

Bai bao nay md ta nhdm RAI va afi trong 16p nhém Aben khong xoan hoan toan
phan rd déng nhat. Ta s& str dung mot s6 khai niém va két qua sau trong [5] va [6].

1.3. Dinh nghia [5]

Idéan tuyét doi chinh sinh bsi g trong nhém G, ki hiéu (g),,, la idéan tuyét dbi

nho nhét chira g. Dé phan biét, ta ki hiéu idéan chinh sinh boi g trong vanh (G,x) la

(9),-
1.4. Dinh i [5]
Cho G la nhém. Khi dé6 cac diéu kién sau la twong dieong:
i. Nhém G la nhém RAI;
ii. Trén G ton tai vanh (G,x) sao cho (Q), la idéan tuyét doi véi moi g €G;
iii. Trén G ton tai vanh (G,x) sao cho (g), =(g), Véimoi g €G.
15. Dijnh i [6]
Nhom G la nhom afi khi va chi khi (Q),, la nhom con hoan toan ddc trung ciia G
voimoi g €G.
2. Vanh trén nhom Aben hoan toan phén ra
2.1. Dinh nghia
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Cho G 1a mot nhom Aben, p la s6 nguyén té va g € G. Khi d6 s6 nguyén duong n
I6n nhét sao cho p"| g trong G dugc goila p-cao dd cua phan tar g trong G va ki hiéu
la h{*(g); néu sd nguyén duong n nhu vay khong ton tai thi ta néi h{*(g) = oo .

Dé don gian, néu ta chi xét cao d6 cua phan tir trong mot nhom cb dinh, ta s& chi
ding ki hiéu h_(g) cho p -cao d ciiaphan tir g. Cho p,, p,,... la tat ca cac s6 nguyén t
dugc xép theo thir ty ting dan. Khi d6 day x(g) = (h, (9), h, (9).....h, (9)....) duoc goi
la day cao d¢ hay ddc trung cua phan tr g trong nhém G . Nhu vay, mot diy cao do chi
c6 thé chira cac s6 nguyén va ki hiéu .

Hai day cao d6 duogc goi 1a fiong dwong néu chiing chi ¢6 hiru han (hoic khong co)
céc vi tri khac nhau, va tai cac vi tri d6 déu phai la cac s6 nguyén. Dé thay, quan hé trén
giita cac day cao do thuc sy 1a mot quan hé tuong duong. Ta goi mdi 6p twong duong cac
day cao do la mot dang. Dang cua phantir g € G la dang chira y(g) va ki hiéu 1a t(g).

D& thiy, néu G la mot nhém khdng xoan hang 1, thi moi phan tir khac 0 déu phu
thudc tuyén tinh véi nhau va cé day cao do twong duong. Do d6, cac phan tir khac 0 trong
nhém G khong xoan hang 1 déu ¢ cling mot dang, duoc goi la dang cia nhém G khdng
xodn hgng 1 va ki hiéu 1a t(G). Thuc té, hai nhom khong xoan hang 1 dang cau véi nhau
khi va chi khi chling c6 cing dang. Ménh dé sau dé& dang cé duoc tir [3, Binh 1 85.1].

2.2. Ménh dé
Cho G 1a mgt nhém khéng xodn hang I dang t. Néu e 1a phan it khéc 0 bdt Ki ciia

Si
i

G thi G=Re vdi Rz{

5 < hpi (e)}, hién nhién, R c6 dang t. Ngwoc lai néu R

1 nhém hitu ¢ bt ki ¢6 dang t=t(G) ta ludn c6 thé chon duy nhdt trong G mét phan tir
e saocho G=Re. H
2.3. Dinh nghia

Cho y,=(k,K,,...) V& g, =(s,S,,...) la hai ddy cao do lan lugt c6 dang t, va t,.

Ta dinh nghia:
i. Tichcua hai day cao d§: y,x, =(k,+5,,K, +5,,...);
ii. Giao cua hai day cao d¢: y, M x, = (min{k,, s}, min{k,,s,},...);
iii. Tich va giao cua hai dang: tt, =t(y,x,) va t nt, =t(x,Ny,) -

Day cao do y (dang t) dwoc goi la liiy dang khi va chi khi »® = y (t* =t). D& thay
day cao do y liiy dang khi va chi khi y chi chira 0 va co. Va dang t lily dang néu cac phan
tir dai dién cua no chi chira hitu han (hoic khdng c6) céc sé nguyén khac 0.

2.4. M¢nh dé [3, M¢nh dé 85.3].
Cho (G,x) la mgt vanh trén G . Khi déo y(axb)> y(a)x(b) voimoi a,beG. B
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2.5. Dinh nghia

Tandi y, =(k,Ky,..)< x,=(5,5,,...) néu k, <s, véimoi iel.Tanoit <t, néu
tontai y, et VA y,et, sao cho y, < z,.

D& thdy, quan hé so sanh day cao do va dang déu la cac quan hé thu tu khdng toan
phan.
2.6. Dinh nghia

Nhom khéng xodn hoan toan phan ra 1a nhém c6 thé biéu dién duoc dudi dang tong
tryc tiép ctia cac nhom khong xodn hang 1.
2.7. Ménh dé [3, Ménh dé 86.1]

Cho G =@G; la nhom khong X0dn hodn toan phan rd véi G, la cac nhom khong

iel

x0dn hang 1. Bg cdc dang {t, =t(G,)}.., 1& mét bdt bién ciia nhém G, nghia [a khdng phu

thuge vao cach phan tich G thanh tong truec tiép ciia cac nhém khdng xodn hang 1.

iel

Néu G=@G; 1a nhém khdng xoin hoan toan phan rd thi G co thé bicu dién dudi
iel
dang G =@PG, = PRe v6i R; la nhom hiru ti dang t, =t(G;) . Tap hop {e;}
iel iel

mot hé doc lap tuyén tinh tbi dai, goi 1a co sé, cia nhdm G va moi phanter g eG ¢ thé

tao thanh

iel

duogc biéu dién duy nhat dudi dang
g=re +Le +..+6e Voir eR, .
2.8. Dinh li
Cho nhém khong xodn hoan toan phan ra G = @PRe,. Khi dd, véi moi bg {a;};

iel

cac

iel

phan tr ciia G théa x(@)>x(&)x(e;) véimoi i, jel, ton tai duy nhdt mét vanh (G,x)
trén G sao cho e xe; =g;.

Chitng minh.

Cho {a;};., 1a bo cac phan tir cia G thoa y(a)> x(e)x(e;). Ta xét quy tac nhan

iel

nhu sau: Cho X=Zl“riei,y=21:siei eG, véi moi i,jel tacd y(a;)=yx(e)x(e;) va

n
re,re; €G nén rs| a hay rs;a; €G. Tadat xxy= Zrisjaij. D¢ thay, x la mot dong
ij=1

cau song tuyén tinh tr GxG vao G, nén (G,x) la mot vanh trén G . Hon nira Vi moi
phan tr déu biéu dign duy nhét thanh t6 hop tuyén tinh caa cac e, | e | va phép nhan bat
Ki déu 1a song tuyén tinh trén G nén phép nhan x & trén la duy nhat. m

3. Idéan tuyét d6i cia nhém khéng xoin hoan toan phan ra dong nhit
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3.1. Dinh nghia

Nhom khong xodn dong nhdt 13 nhém khdng xoin ma moi phan tir déu co cling mot
dang.

D& thdy, néu G la mot nhom khdng xoin dong nhit dang t liy dang thi ta ludn co
thé chon duoc mot hé co s {e},., sao cho G =@Re,, x(g) liy dang va R 1a mot nhém

iel
hitu ti dang t.
B6 d¢é sau d& dang duoc suy ra tir [3, Ménh dé 85.4].
3.2. Bodé
Cho G la nhém khong xodn hang 1 c¢6 dang t= (K., K,,...,k.,...). Khi dé, quy tic ¢

\ A A A - N » . z m roe \ A -
1a tw dong cau trén G khi va chi khi ¢ c6 dang ¢(X)=—x voi mnell va n khong chia
n

hét cho cdc s6 nguyénté p, mak el . ®
3.3. Dinh li (NN6M dong nhit dang khéng liy ding)

Néu G 1a nhom khéng xodn hoan toan phan ra dong nhdt dang t véi t khong liy
dding thi

i. Moi nhém con cia G déu la idéan tuyét dsi vaG la nhdm RAI;

ii. G la nhom afi khi va chi khi hang ciia G 1a 1 va t khodng chera oo.

Chitng minh.

i. Giasa (G,x) lamotvanh trén G va a,b 1a hai phan tir khac 0 bat ki cia G. Vi G
dong nhit va t khong liy dang nén t(a) =t(b) =t <t?. Mat khac t(axb)>t(a)t(b) =t>. Vi
G lily dang dang t nén axb=0. Vay trén G chi ton tai duy nhat vanh tim thuong. Hién
nhién khi d6 moi nhom con ciia G déu 1a idéan tuyét d6i vaG la nhém RAL.

ii. Gia sir G 12 nhém khong xoan hang 1 ¢6 dang t khong chira co. Cho ¢ la mot tu
dong cdu trén G va aeG. Vi t khdng chira co nén tir B6 dé 3.2 suy ra p(a)=ma véi
mel . Do dé ¢(a) e(a),, - Vay theo Pinh li 1.5 nhom G la nhom afi.

Gia str r(G) >1. Khidé G c6 thé biéu dién duéi dang G =Re, ®Re, ® A voi R 1a
nhom hitu ti dang t. Xét anh xa @:G — G Véi ¢(re)=re, va ¢(x)=0 néu x & Re,. RO
rang ¢ la ty dong cau cia G va ¢(Re)=Re, URe, nén Re, khong la nhdm con hoan
toan dic trung cua G . Mat khac, theo chirng minh & phan trén, ta co Re, 14 idéan tuyét doi
cua G. Vay G khong la nhom afi.

Gia sir r(G)=1va t chia co. Khong mét tinh tong quat, gia st oo dimng & vi tri dau

tién cua t. Theo Bo dé 3.2, quy tic tuong ung ¢ :G — G Vai ¢(x) lyn mét tu dong
1

72



TAP CHi KHOA HOC - Trwérng PHSP TPHCM Phgm Thi Thu Thiiy

cau cia G. Cho aeG va a=0. Khi d6 18 rang cp(a)ziaﬂa), nén (a) khong la
1

nhém con hoan toan dic trung cua G . Mat khac, theo chirng minh ¢ phan trén, ta c6 (a)
14 idéan tuyét ddi cua G . Vay G khong la nhom afi. |
3.4. Bodé

Cho G la nhém khdng xodn hoan toan phan ra, y,, x, 1a hai ddy dac trung tuwong
dwong. Khi dé G(x, M x,) =G () +G(x,)-

Chitng minh.

Cho geG(y,ny,). Pat y =(k,k,,...) va yx,=(,1,,...). Vi y va y, tuong
duong nén chi ton tai ton tai hiru han gia tri i 0" sao cho k. #1., hon nira tai cac vi tri d6

k.l el .Pat m=[]pfva n=]]p}. R6rang UCLN(m,n)=1 nén ton tai u,vell sao

I; <k; k; <I;
cho um+vn=1.Khidoé g=(um)g-+(vn)g.
Ta chang minh (um)g eG(y,). Cho iel”. Néu k <l thi k =min{k,l}. Ma
9eG(x,Mx,) nén k <h, (g)<h (umg). Néu k >I, thi tir cich xay dung m ta c6
Pl m, nén k; < h, (umg). Vay x(umg) >y, hay (um)g € G(y,). Chung minh twong ty ta

co (vn)g €G(y,)-

Vay g=(um)g+(vn)geG(x)+G(x,), hay G(rnz)<cG(x)+G(x,). Chieu
nguoc lai 1 hién nhiénvi g, 7, > 7, N x,. Vay G(r, N x2,) =G(1) +G(x,). ™
3.5. Dinh |i (Idéan tuyét doi chinh)

Cho G la nhom khong xodn hoan toan phan ra dong nhdt dang liiy dang va {e},.,
la co so ciia G sao cho G =@PRe, va x(e) liy dang. Cho g =rg +...+re €G. Khi do,

iel

G =G(x(9))-

n
i=1

(P =
Chitng minh.

Cho ae) rG.Khido a=ra +--+ra Vi a,....a,€G. Vi x(e) liy ding va

i=1
t(a)=t(e) voi moi ieln nén y(e)x(e)=x(e)< x(a). Do d6, ton tai vanh (G,x)

trén G sao cho e xe, =a, Vi Moi ieln Va e, xe; =0 trong céc truong hop con lai. Khi

i=1 i=1

d6 ta co g><el=(Zriei}<e1=2ri(ei><el)=Zriai =a.Suyra ae(g), c(g),.Dodo
i=1
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ZriG c(Pu-
i=1
Vi G(x(9)) l1a idéan tuyét d6i cua G va chira g, nén
(9w =G(x(9))-

Vi g=re+..+re eG nén y(g)=(x(re). Tux B d& 3.4 ta suy ra

i=1
G(x(9)) =G(ﬂ;{(riei)) =Y G(x(re)). Hién nhién vsi moi aeG, néu x(a) > x(re;) thi
i=1 i=1
rl a hay aerG. Do do

rG

G(x(9) <

Vay (g),, =ZnG =G(x(g)). =

Dinh Ii 3.5 cho thdy moi idéan tuyét dbi cua nhém khéng xoan hoan toan phan ra déu
1d nhém con hoan toan dic trung. Do dé, tir Binh 1i 1.5 ta c6 két qua sau.
3.6. H¢ qua. Nhom khdng xodn hoan toan phan ra dong nhdt dang liy ddng 1a nhom afi.

|

3.7. Dinhli
Nhom khong xodn hodn todn phan ra dong nhat dang liiy dang 13 nhom RAL.
Chitng minh.

Néu G hang 1, biéu didn G dudi dang G=Re Vi y(e) liy dang. Khi d6
7€) x(e) = x(e) nén ton tai vanh (G,x) trong d6 exe=e. Cho g=reeG va acrG.
Khi d6 ton tai b=se<G sao cho a=rb. Khi d6 a=r(se)=rexse=gxbe(g),. Vay
rG < (g),. Chiéu nguoc lai Ia hién nhién vi rG 1a idéan cua (G,x) vachia g. Do d6 G
la nhém RAL.

Néu G c6 hang>2, G c6 thé biéu dién dusi dang G = @PRe, V6i ¢ la cac phan tir

iel
co véi y(e) liy dang. Khi d6 ta xay dung phép nhan trén G nhu sau:
exe=0 va exe =e Neui=j.
Truéc hét ta chimg minh (g,), =G Vv6i moi iel. Cho a=re +...+rge, €G. Cho
aeln. Néu a=i thi re, =r (e, xe)=(re,)xe c(e), . Truong hop a =i, vi G cb
hang > 2 nén ton tai B=a trong |, khido re, =re =reg, xe, =g x(re;)e(e), . Vay

a=re+...+re ¢g), ,dodo () =G voimoiiel.
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Cho g=se+...+s,e,. Tu cach xady dung phép nhdn x ¢ trén, ta co

gxe, =se+...+S .6 ,,Nén g, =se +...+s .6 ,€(9), va se =9g-0,€(g),. Chung

minh tuong ty ta lan lugt c6 Sy 4€1--1 S8, €(0), . Suy ra Z(siei>x <(9),. Theo ching
i=1

minh trén ta c6 > (se), =Y sG. Suyra Y sG c(g),. Mat khac, > s,G la nhém con
i=1 i=1

i=1 i=1
hoan toan dic trung, do d6 1a idéan cua (G,x) va g GZSiG' Vay (9g), =ZsiG va la
i=1 i=1

idéan tuyét doi cua G.
Vay theo Binh li 1.4 tac6G la nhom RAL. |
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