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TÓM TẮT 
Bằng cách áp dụng phương pháp thời gian ảo cho một số dạng thế năng khác nhau 

như dao động tử điều hòa và phi điều hòa, chúng tôi đã thu được năng lượng và hàm sóng 
của phương trình Schrödinger dừng. Việc so sánh kết quả với phương pháp lí thuyết nhiễu 
loạn và phương pháp toán tử đã cho phép chúng tôi kết luận phương pháp thời gian ảo rất 
hiệu quả, cho kết quả chính xác cho việc giải số phương trình Schrödinger dừng. 

Từ khóa: phương pháp thời gian ảo, phương trình Schrödinger, giải số. 
ABSTRACT 

Imaginar time method for numerical solution of Schrödinger equation 
By applying the imaginary time method for some different forms of potential energy, 

say harmonic and anharmonic oscillation, we obtain the energy levels of Schrödinger 
equation. Comparison with the perturbation theory and the operator method leads us to 
conclude that the imaginary time method gives exact solution solutions for Schrödinger 
equation. 

Keywords: imaginary time method, Schrödinger equation, numerical solution.  
 

1. Giới thiệu 
Trong cơ học lượng tử, phương 

trình Schrödinger đóng vai trò quan trọng 
tương đương phương trình động lực học 
của định luật II Newton của cơ học cổ 
điển. Việc giải phương trình Schrödinger 
dừng cho chúng ta bức tranh chung về 
phổ năng lượng của hệ đang xét. Đây 
chính là cơ sở cho việc tìm ra các tính 
chất mới, chỉ biểu hiện trong thế giới 
lượng tử với kích thước vi mô. Hơn nữa, 
đối với các bài toán hệ tương tác với 
trường bên ngoài thay đổi theo thời gian, 
việc xác định các trạng thái của hệ khi chưa 
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 tương tác (xem như điều kiện ban đầu) 
đóng vai trò quyết định. Chính vì vậy, 
việc giải chính xác phương trình 
Schrödinger dừng có ý nghĩa đặc biệt 
trong vật lí.  

Tuy nhiên, việc giải chính xác 
nghiệm giải tích phương trình 
Schrödinger dừng chỉ có thể tiến hành 
với một số ít trường hợp cụ thể như bài 
toán hố thế, dao động tử điều hòa, 
nguyên tử hydro. Với các trường hợp 
khác chúng ta cần sử dụng các phương 
pháp gần đúng như phương pháp biến 
phân, phương pháp nhiễu loạn. Việc sử 
dụng các phương pháp gần đúng này, như 
phương pháp nhiễu loạn cũng rất hạn chế 
và chỉ áp dụng được khi thế năng nhiễu 
loạn rất nhỏ so với năng lượng của hệ khi 
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chưa có nhiễu loạn. Chính vì vậy, việc 
phát triển các phương pháp số giúp giải 
chính xác các phương trình Schrödinger 
dừng rất được quan tâm và phát triển 
rộng rãi.  
 Một trong các phương pháp giải số 
được áp dụng rộng rãi gần đây là phương 
pháp thời gian ảo [3-5]. Trong công trình 
[3], các tác giả đã giới thiệu về phương 
pháp thời gian ảo và đã kiểm chứng cho 
một số bài toán dừng có dạng thế năng 
đơn giản. Tiếp sau đó, phương pháp này 
được ứng dụng rộng rãi cho các bài toán 
nguyên tử và phân tử khi tương tác với 
trường lade [4-6]. Trong các công trình 
này, các tác giả đều sử dụng phương 
pháp thời gian ảo để giải phương trình 
Schrödinger dừng cho hệ nguyên tử, phân 
tử cho một hoặc hai điện tử, trước khi xét 
đến quá trình tương tác với trường ngoài. 
Các tác giả đều nhận định việc áp dụng 
phương pháp này đều cho kết quả năng 
lượng chính xác.   

Trong bài báo này, chúng tôi sẽ giới 
thiệu phương pháp thời gian ảo và giải số 
cho một số bài toán có dạng thế năng của 
dao động tử điều hòa và phi điều hòa. 
Ngoài ra, chúng tôi cũng giải các bài toán 
này bằng phương pháp nhiễu loạn và 
phương pháp toán tử [1, 2]. Việc so sánh 
các phương pháp đã cho phép chúng tôi 
kết luận phương pháp thời gian ảo giúp 
cho việc giải số phương trình 
Schrödinger dừng hiệu quả và cho kết 
quả chính xác.  

Bố cục bài báo được chia làm ba 
phần chính. Phần 2 dưới đây, chúng tôi 
sẽ mô tả về phương pháp tính thời gian 

ảo và quy trình tính toán để giải ra các 
mức năng lượng của các trạng thái liên 
kết. Sau đó, trong phần 3, chúng tôi sẽ 
trình bày các kết quả cho một số dạng thế 
năng cho phương trình Schrödinger và 
chúng tôi cũng trình bày kết quả bài toán 
theo hướng tiếp cận gần đúng với lí 
thuyết nhiễu loạn và theo hướng tiếp cận 
của phương pháp toán tử; cuối cùng, 
chúng tôi tóm tắt lại các kết quả về việc 
giải số phương trình Schrödinger dừng 
bằng phương pháp thời gian ảo. 
2. Phương pháp thời gian ảo 

Phương pháp thời gian ảo xuất phát 
từ phương trình Schrödinger phụ thuộc 
thời gian được mô tả bởi phương trình 

µ ,i H
t


 


                               (1) 

trong đó µH  là toán tử Hamilton,   là 
hàm sóng. Trong bài báo này, chúng tôi 
sử dụng hệ đơn vị nguyên tử 

1ee m  h . 
Điểm mấu chốt của phương pháp 

thời gian ảo là phép đổi biến số it   
trong phương trình (1). Với phép biển đổi 
này, phương trình (1) được được viết lại 

  µ  .H






  


                   (2) 

Nghiệm phương trình (2) có thể 
được viết dưới dạng  

  µ  0 ,He                          (3) 

trong đó  0  là hàm sóng lúc đầu 

0  . Gọi n  là  hệ hàm riêng của 
phương trình Schrödinger dừng cần giải  

µ ,n n nH E                                (4) 
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với nE  là các mức năng lượng riêng của 
toán tử Hamilton.  

Khai triển  0  theo tổ hợp tuyến 

tính của hệ hàm đầy đủ n , 

 0 n nC   và thay vào phương 
trình (3), ta được  

  ,nE
n nC e                    (5) 

trong đó phương trình (4) đã được sử 
dụng. Để ý thấy rằng dù hàm sóng ban 
đầu  0  đã được chuẩn hóa thì sau thời 
gian  , tính chuẩn hóa này sẽ giảm đi do 
sự xuất hiện của các thừa số nEe  . Hàm 
sóng ở (5) sau khi được chuẩn hóa được 
viết lại như sau 

 

 

 

0

0

0
0 0

2
2

0 0

.

1

n

n

E En

n

E En

n

C e
C

C e
C








 



 



 
  

  
 

  
 




(6) 

với 0 0, E  lần lượt là hàm sóng và năng 
lượng của trạng thái cơ bản trong phương 
trình (4). Vì 0 0nE E   nên 

 0 0nE Ee     khi   , khi đó 
  0    .  

Vì vậy để giải phương trình (4), ta 
xuất phát từ một trạng thái ban đầu bất kì 

 0  và tác dụng số hạng µHe   và cho 

  , ta sẽ thu được hàm sóng và mức 
năng lượng của trạng thái cơ bản. 

Để thu được các trạng thái kích 
thích thứ nhất, ta cũng tiến hành tương 
tự. Tuy nhiên ta cần phải loại bỏ đi trạng 
thái cơ bản trong biểu thức (3), khi đó 
trạng thái có năng lượng thấp nhất chính 

là trạng thái kích thích thứ nhất. Quy 
trình tìm trạng thái kích thích thứ nhất bắt 
đầu biểu thức  

    µ  01 0 ,HP e               (7) 

Với 0 0 0P    chính là mật độ 
của trạng thái cơ bản trong không gian 
Hilbert. Tương tự cho các trạng thái cao 
hơn, ta trừ đi các trạng thái cơ bản, kích 
thích thứ nhất,… kích thích thứ (n-1) thì 
sẽ thu được hàm sóng và năng lượng cho 
trạng thái thứ n, khi đó  

            µ  0 1 11 ... 0 ,H
nP P P e  
        (8) 

với n n nP    là mật độ của trạng 
thái thứ n. 
3. Kết quả 

Trong phần này, chúng tôi sẽ trình 
bày kết quả áp dụng phương pháp thời 
gian ảo để giải phương trình Schrödinger 
dừng với các dạng thế khác nhau bao 
gồm thế của dao động tử điều hòa và dao 
động tử phi điều hòa. Chúng tôi giới hạn 
chỉ xét các bài toán trong không gian một 
chiều.  
3.1. Dao động tử điều hòa 

Thế năng của dao động tử điều hòa 
có dạng 

2 21 ,
2

V x                                          (9) 

và các mức năng lượng được giải ra 
chính xác là 

1 .
2nE n    

 
                        (10) 

Kết quả áp dụng phương pháp thời 
gian ảo được chúng tôi thể hiện trong 
hình 1 và so sánh với kết quả chính xác. 
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Hình 1. Năng lượng của dao động tử điều 
hòa với 1  cho các mức năng lượng từ cơ 
bản đến kích thích thứ 30. Đường liền nét 
là kết quả tính toán chính xác.Chấm tròn là 
kết quả tính toán bằng phương pháp thời 
gian ảo 
 

Kết quả tính toán năng lượng cho 
dao động tử của chúng tôi cho thấy có sự 
phù hợp với kết quả tính toán chính xác. 
Kết quả hiện tại của chúng tôi chính xác 
đến 8 chữ số sau dấu phẩy và độ chính 
xác này hoàn toàn có thể tăng lên.  

Chúng tôi tiếp tục tính toán cho các 
trường hợp dao động tử điều hòa với các 
tần số   khác nhau. Tính toán cho thấy 
phương pháp thời gian vẫn cho kết quả 
bằng số chính xác tới 8 chữ số sau dấy 
phẩy. 
3.2. Dao động tử phi điều hòa 

Trong phần này, chúng tôi tiếp tục 
áp dụng phương pháp thời gian ảo để giải 
các bài toán dao động tử phi điều hòa. 
Trong phần này chúng tôi xét số hạng phi 
điều hòa là 4x . Với dạng thế phi điều 
hòa này, ngoài sử dụng phương pháp thời 
gian ảo, chúng tôi đều tính toán các mức 
năng lượng theo hướng tiếp cận của lí 
thuyết nhiễu loạn. Ngoài ra, chúng tôi 
còn tính toán thêm với phương pháp toán 
tử để có kết quả so sánh.  

Trong hình 2, chúng tôi trình bày 
kết quả tính các mức năng lượng cho dao 
động tử phi điều hòa với số hạng phi điều 
hòa 4x  ứng với 0.01  .  

 

 
 

Hình 2. Năng lượng của dao động tử  
phi điều hòa với 0.01   

 

Đường liền nét là kết quả phương 
pháp toán tử, đường đứt nét là kết quả 
phương pháp nhiễu loạn, và chấm tròn là 
kết quả phương pháp thời gian ảo.  

Trong hình 2, ứng với các mức 
năng lượng thấp 4n  , ba hướng tiếp 
cận đều cho kết quả trùng nhau. Tuy 
nhiên, với các mức năng lượng cao hơn 
thì hai phương pháp toán tử và phương 
pháp thời gian ảo cho cùng kết quả. 
Trong khi đó, phương pháp lí thuyết 
nhiễu loạn lại cho kết quả sai lệch.  

Với những giá trị  lớn hơn, kết 
quả vẫn cho thấy có sự trùng khớp giữa 
hai phương pháp toán tử và thời gian ảo 
và sự sai lệch của phương pháp lí thuyết 
nhiễu loạn. Ứng với giá trị   càng lớn 
thì phần trùng hợp giữa phương pháp 
nhiễu loạn và hai phương pháp kia càng 
ít. Điều này là do khi  càng lớn thì 
miền áp dụng cho các trạng thái càng 
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hẹp. Điều kiện này thể hiện qua mối liên 
hệ giữa   và n  sau [6]  

 
2

2 2 1
.

6 6 3
n

n n



 

=                     (11) 

Ứng với 0.01  , ta có thể tính ra 
giới hạn của chỉ số trạng thái 4n  . Điều 
này đã được thể hiện trong hình 2. Chính 
vì vậy ta thấy rằng với bài toán dao động 
tử phi điều hòa, khi  lớn, phương pháp 
thời gian ảo vẫn cho kết quả chính xác 
khi so sánh với phương pháp toán tử, 
trong khi lí thuyết nhiễu loạn lại thể hiện 
những hạn chế khi tính toán năng lượng 
của hệ. 
4. Kết luận 

Chúng tôi đã áp dụng phương pháp 
thời gian ảo để khảo sát các bài toán dao 

động tử điều hòa và dao động tử phi 
điều hòa. Đối với dao động tử điều hòa, 
bài toán có kết quả chính xác bằng 
phương pháp giải tích, phương pháp 
thời gian ảo cho kết quả chính xác đến 
tám chữ số sau dấu phẩy. Đối với dao 
động tử phi điều hòa, phương pháp thời 
gian ảo đã tiếp tục thể hiện ưu điểm khi 
cho kết quả chính xác, phù hợp với 
phương pháp toán tử, trong khi đó 
phương pháp nhiễu loạn lại thể hiện kết 
quả kém chính xác. Với các kết quả đó, 
phương pháp thời gian ảo cho thấy là 
một phương pháp giải số phương trình 
Schrödinger dừng hiệu quả, chính xác.  
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