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TÓM TẮT 

Phổ phát xạ sóng điều hòa bậc cao (HHG) của phân tử bất đối xứng khối lượng HD
+ 

xét đến 

dao động hạt nhân được tính bằng phương pháp giải số phương trình Schrӧdinger phụ thuộc thời 

gian. Laser tương tác có bước sóng dài, nằm ở vùng hồng ngoại sóng trung. Kết quả cho thấy, 

ngoài các đỉnh chính tại các bậc HHG nguyên, trong phổ HHG còn xuất hiện các đỉnh phụ, cách 

đỉnh chính đúng bằng tần số dao động của hạt nhân. Sự tách đỉnh này không chỉ xảy ra tại bậc 

HHG lẻ, mà còn xảy ra với bậc HHG chẵn. Từ đây, chúng tôi trích xuất thành công thông tin tần 

số dao động hạt nhân từ phổ HHG của phân tử HD
+
. 

Từ khóa: HHG, dao động hạt nhân, phân tử bất đối xứng, tần số dao động. 

ABSTRACT 

Extracting information of the nuclear vibration from the high-order harmonic spectra  

of an asymmetric molecular ion exposed to mid-infrared lasers 

High-order harmonic generation (HHG) of the mass-asymmetric molecule HD
+ 

considering 

the vibrational effects is calculated by numerically solving the time-dependent Schrӧdinger 

equation. The mid-infrared laser with the long wavelength is used. The results showed that, beside 

the main peaks at the integer HHG orders, the satellite peaks appear and surround the main peaks 

with equal intervals of nuclear vibrational frequency. This peak cleavage is not only observed at 

the odd HHG orders, but also at the even ones. In consequence, we successfully extract the nuclear 

vibrational frequency from HHG spectra of HD
+ 

molecule.  

Keywords: HHG, nuclear vibration, asymmetric molecule, vibrational frequency. 

 

1. Giới thiệu 

Một trong những hiệu ứng phi tuyến xảy ra khi laser mạnh tương tác với vật chất, là 

sự phát xạ sóng điều hòa bậc cao (HHG) [1, 2]. Sóng điều hòa bậc cao là tập hợp các 

photon phát ra khi laser tương tác với vật liệu, có năng lượng lớn gấp nhiều lần năng lượng 

của photon laser.  

Phổ HHG khi laser tương tác với phân tử, nguyên tử khí có tính chất đặc trưng với ba 

vùng rõ rệt [1, 2]. Ở vùng tần số thấp, cường độ HHG giảm nhanh. Sau đó, cường độ HHG 
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gần như không đổi trong một miền của tần số, được gọi là miền phẳng. Miền phẳng kết 

thúc bởi điểm dừng; sau đó, cường độ HHG giảm đột ngột. Để giải thích cơ chế phát xạ 

HHG, năm 1994, nhóm Lewenstein [2] đã đề xuất mô hình ba bước và gọi là mô hình 

Lewenstein. Theo mô hình này, ban đầu, điện trường laser làm electron ion hóa xuyên hầm 

ra vùng năng lượng liên tục. Bước tiếp theo, electron chuyển động tự do trong trường điện 

của laser. Cuối cùng, khi điện trường đổi chiều, electron bị lái ngược trở về và tái kết hợp 

với ion mẹ, nhảy mức năng lượng và phát ra các photon có năng lượng cao gọi là HHG.  

Sóng HHG phát ra có năng lượng cao, do đó, HHG là nguồn tạo xung laser có độ dài 

xung siêu ngắn, cỡ atto (10
-18

) giây, mở ra hướng nghiên cứu mới - vật lí atto giây [3, 4]. 

Bên cạnh đó, HHG phát ra khi electron va chạm với ion mẹ, do đó nó mang thông tin cấu 

trúc phân tử, nguyên tử. Từ phổ HHG có thể trích xuất được thông tin cấu trúc như khoảng 

cách liên hạt nhân [5] hay lớp vân đạo ngoài cùng của phân tử (HOMO) [6, 7]. Tuy nhiên, 

các thông tin cấu trúc trên đều là “tĩnh” và dao động hạt nhân được bỏ qua. 

Trong một thập kỉ gần đây, trích xuất thông tin cấu trúc động của phân tử như dao 

động hạt nhân được nghiên cứu sôi động [8-12]. Đáng chú ý, vào 2007, nhóm Corso [10, 

11] đã trích xuất thành công tần số dao động của hạt nhân trực tiếp từ phổ HHG. Các tác 

giả [10, 11] đã chỉ ra rằng, khi ion 
2H ,

 2D , phân tử 
2H ,

2D tương tác với laser nhiều chu 

kì, ngoài các đỉnh HHG tại các bậc lẻ, còn xuất hiện các đỉnh phụ cách đỉnh chính bằng 

năng lượng dao động của hạt nhân. Sau đó, chúng tôi đã mở rộng nghiên cứu sự tách đỉnh 

trong phổ HHG của 
2H  và các đồng vị cho các bậc dao động cao hơn, và đã chỉ rằng, vẫn 

có thể trích xuất được tần số dao động hạt nhân từ phổ HHG [12]. Tuy nhiên, các công 

trình trên [10-12] mới chỉ nghiên cứu cho các phân tử đối xứng. Đối với các phân tử bất 

đối xứng, khả năng trích xuất thông tin tần số dao động hạt nhân từ sự tách đỉnh trong phổ 

HHG vẫn chưa được nghiên cứu. Do đó, phân tử bất đối xứng khối lượng đơn giản như 

HD
+
 sẽ là đối tượng nghiên cứu của chúng tôi trong bài báo này. 

Nguồn laser Ti:sapphire với bước sóng hồng ngoại 800nm, thường được dùng trong 

nghiên cứu HHG [3, 5, 6, 8-12]. Trong những năm gần đây, các nhà khoa học chú ý đến 

những nguồn laser bước sóng dài, nằm ở vùng hồng ngoại sóng trung bởi những ưu việt 

của nó. Những nguồn laser mới này được ứng dụng để rút ngắn độ dài xung atto giây [4]. 

Mặt khác, trong công trình [7], các tác giả đã khẳng định rằng, sử dụng laser có bước sóng 

dài sẽ nâng cao chất lượng hình ảnh HOMO của phân tử được tái tạo từ phổ HHG. Như 

vậy, laser hồng ngoại sóng tầm trung có vai trò quan trọng trong nghiên cứu vật lý atto 

giây, đặc biệt, trong thu nhận thông tin cấu trúc phân tử từ phổ HHG. Trích xuất tần số dao 

động hạt nhân trực tiếp từ phổ HHG [10-12] mới chỉ được nghiên cứu cho laser bước sóng 

800 nm. Trong bài báo này, chúng tôi sẽ kiểm chứng sự tách đỉnh HHG khi phân tử tương 

tác với laser có bước sóng dài 1200 nm.  
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Mục tiêu của chúng tôi là nghiên cứu trích xuất thông tin tần số dao động hạt nhân từ 

sự tách đỉnh HHG của phân tử bất đối xứng khối lượng HD
+
 khi tương tác với laser hồng 

ngoại sóng trung. Phổ HHG sẽ được tính bằng phương pháp giải số phương trình 

Schrӧdinger phụ thuộc thời gian (TDSE). Dao động hạt nhân bắt cặp với chuyển động của 

hệ electron và được giải đầy đủ lượng tử bằng phương pháp phi Born-Oppenheimer. 

Chúng tôi chỉ ra khả năng trích xuất tần số dao động hạt nhân trực tiếp từ phổ HHG của 

phân tử bất đối xứng. Đây sẽ là bài toán khởi đầu cho những nghiên cứu tiếp theo về khả 

năng trích xuất thông tin dao động hạt nhân cho các phân tử không chỉ bất đối xứng khối 

lượng, mà còn bất đối xứng điện tích. 

2. Phương pháp TDSE tính phổ HHG cho phân tử bất đối xứng xét đến dao động 

hạt nhân 

Trong phần này, chúng tôi sẽ trình bày phương pháp giải số phương trình 

Schrödinger cho phân tử bất đối xứng. Ion phân tử có hai hạt nhân và một electron. Để 

giảm bớt lượng tính toán, hạt nhân và electron chuyển động một chiều, cùng phương với 

vectơ phân cực của trường laser.  

Phương trình Schrödinger phụ thuộc thời gian trong hệ đơn vị nguyên tử với 

1
e

e m    có dạng  

ˆ( , , ) ( , , ),i x R t H x R t
t


  

            
(1)

2 2

2 2

1 1ˆ ( , ) ( , ),
2 2

C L

e n

H V x R V x t
x R 

 
    

 
 

với x  là tọa độ của điện tử tính từ khối tâm của hệ; R  là khoảng cách giữa hai hạt nhân. 

 
1 2

1 2

n

m m

m m
 


 và 

 

 
1 2

1 2 1
e

m m

m m





 
 lần lượt là khối lượng rút gọn của hai hạt nhân và 

electron, với 
1 2,m m  là khối lượng của hai hạt nhân.  

Thế Coulomb của hệ  

1 2 1 2

2 2 2

1 2

( , ) ,
( ) + ( ) +

C

q q q q
V x R

x z x+ z R  
   

 
       (2) 

với hệ số làm mềm Coulomb ,   lần lượt nhận các giá trị bằng 1 và 0.03 [11]. 
1 2,q q  lần 

lượt là điện tích của hai hạt nhân. 
 

2
1

1 2

m
z R

m m



 và 

 
1

2

1 2

m
z R

m m



 lần lượt là vị trí 

của hai hạt nhân so với khối tâm của hai hạt nhân. Ban đầu, phân tử HD  có khoảng cách 

liên hạt nhân là 2.636 a.u. với năng lượng 0.7770  a.u. 

Thế tương tác của trường laser với điện tử được viết trong định chuẩn dài như sau 
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1 2

1 2

1ˆ( , ) ( ) 1 ( ),
1

L

q q
V x t D E t x R E t

m m


   
       

                        

 (3) 

với D̂  là toán tử lưỡng cực. Với 
 1 2 2 1

1 2

q m q m

m m






 là tham số bất đối xứng. Laser được sử 

dụng có dạng 
0 0( ) ( )sinE t E f t t , với 0E  và 0  lần lượt là cường độ đỉnh và tần số của 

laser, ( )f t  là hàm bao của laser.  

Phương trình Schrödinger được giải số bằng phương pháp TDSE. Chi tiết phương 

pháp giải số phương trình (1) đã được chúng tôi trình bày trong các công trình trước [9, 

12]. Từ hàm sóng phụ thuộc thời gian, gia tốc lưỡng cực được tính theo định lí Ehrenfest 

2

2
ˆ( ) ( , , ) ( , , )

ˆ ˆ1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

( ) ( ),

e n

e n

d
a t x R t D x R t

dt

H H
x R t x R t x R t x R t

x R

a t a t



 



   

 
     

 

 

    (4) 

với ( )ea t  và ( )na t là gia tốc lưỡng cực của electron và hạt nhân. Phổ HHG chính là bình 

phương của biến đổi Fourier của gia tốc lưỡng cực của hệ. Trong bài báo này, chúng tôi sử 

dụng lưới tính toán với các thông số tương tự như trong [12] để mô phỏng HHG.  

3. Kết quả và thảo luận 

Trong phần này, chúng tôi sẽ trình bày kết quả tính phổ HHG cho phân tử bất đối 

xứng. Đầu tiên, trên Hình 1, chúng tôi biểu diễn phổ HHG cho phân tử HD
+ 

 khi bỏ qua 

dao động hạt nhân, tương tác với laser cường độ 4×10
14 

W/cm
2
, 1200 nm, 150 chu kì. Kết 

quả cho thấy, khi không xét đến dao động hạt nhân, phổ HHG xuất hiện các đỉnh đều đặn 

tại các bậc HHG lẻ. Hơn nữa, do laser tương tác có nhiều chu kì, các đỉnh của phổ HHG 

xuất hiện rất cao, sắc nét. Kết quả này tương tự phổ HHG của phân tử đối xứng 2H  khi 

không xét đến dao động hạt nhân [12]. Mặt khác, laser hồng ngoại bước sóng dài 1200 nm 

cho phép kéo dài miền phẳng lên tới năng lượng 72 eV, cao hơn so với 62 eV khi sử dụng 

800 nm [12].  
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Hình 1. Phổ HHG của phân tử HD

+
 khi không xét đến dao động hạt nhân  

khi tương tác với laser có cường độ 4×10
14

 W/cm
2
, 1200 nm, 150 chu kì. 

Hình nhỏ biểu diễn chi tiết phổ HHG các từ bậc 77 đến bậc 83.  
 

Tiếp theo, chúng tôi tiếp tục tính phổ HHG của phân tử bất đối xứng HD
+
 khi xét đến 

dao động hạt nhân và được thể hiện trong Hình 2a. Trong trường hợp này, ngoài các đỉnh 

tại bậc lẻ, trong phổ HHG còn có các bậc chẵn. Sự xuất hiện bậc chẵn trong phổ HHG là 

do sự phá vỡ đối xứng trong Hamiltonian (1) khi có bất đối xứng khối lượng hạt nhân phân 

tử qua phép biến đổi 2 0: , / 2P x x t t T   . Đặc biệt, nếu phóng to chi tiết các đỉnh 

HHG (hình nhỏ góc phải Hình 2a), chúng tôi nhận thấy các đỉnh HHG bị tách ra thành 

nhiều đỉnh phụ, mỗi đỉnh phụ cách nhau đều đặn, và cách đỉnh chính với tần số 

0064.0168.0 0  
HD

a.u. Sự tách đỉnh HHG của các phân tử đối xứng như 

2H  và các 

đồng vị của nó đã được quan sát bởi nhóm Corso và các cộng sự [10, 11] tại các bậc HHG 

lẻ. Tuy nhiên, chúng tôi chỉ ra rằng, đối với phân tử bất đối xứng như HD
+
, sự tách đỉnh 

không chỉ xảy ra với bậc HHG lẻ, mà còn quan sát được tại cả bậc HHG chẵn. Bên cạnh 

đó, sự thay đổi của khoảng cách hạt nhân trung bình theo thời gian được biểu diễn trên 

Hình 2b. Kết quả cho thấy, hạt nhân phân tử HD
+ 

bị kéo dãn từ trạng thái cân bằng với 

64.2R a.u. cho đến 81.2R a.u. Sau đó, hạt nhân dao động điều hòa với chu kì dao 

động 
0. 6TTvib  . Sự dao động của hạt nhân làm xuất hiện thêm thành phần thế năng dao 

động với chu kì 
.vibT [10], do đó, trong phổ HHG xuất hiện sự tách đỉnh HHG với khoảng 

cách giữa các đỉnh 0063.0167.06/1 00   Tvib  
a.u. Giá trị này tương ứng với khoảng 

cách cách đỉnh phụ 0064.0 HD
 a.u. quan sát được từ phổ HHG (Hình 2a).  
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Hình 2. (a) Phổ HHG của phân tử HD

+
 khi xét đến dao động hạt nhân 

(b) Giá trị trung bình khoảng cách liên hạt nhân theo thời gian  

Laser được sử dụng có cường độ 1×10
14

 W/cm
2
, 1200 nm, 150 chu kì 

 

Chúng tôi cũng đã khảo sát khả năng trích xuất thông tin dao động hạt nhân của HD
+ 

từ sự tách đỉnh HHG khi thay đổi cường độ laser và được biểu diễn trên Hình 3. Cũng 

tương tự như trường hợp 

2H  [12], sự tách đỉnh HHG của HD
+
 chỉ quan sát được trong một 

vùng cường độ laser thích hợp. Với laser có cường độ 1.5×10
14 

W/cm
2
, sự tách đỉnh HHG 

mờ dần và mất hẳn với cường độ laser lớn hơn 2×10
14

 W/cm
2
. Nguyên nhân là do khi 

cường độ laser tương tác lớn, hai hạt nhân phân tử bị kéo dãn ra, với khoảng cách liên hạt 

nhân lệch đáng kể so với giá trị cân bằng. Khi này, khoảng cách liên hạt nhân mất dần sự 

dao động, do đó trong phổ HHG không còn quan sát được sự tách đỉnh [12]. Với cường độ 

laser yếu, xác suất ion hóa electron rất thấp, do đó, không hình thành được phổ HHG. Như 

vậy, tương tự như trường hợp phân tử đối xứng 

2H , đối với HD
+
, sự tách đỉnh trong phổ 

HHG chỉ quan sát được trong vùng cường độ laser tương tác thích hợp. Hơn nữa, hiệu ứng 

này cũng được quan sát khi sử dụng laser bước sóng tầm trung. 

 



TẠP CHÍ KHOA HỌC - Trường ĐHSP TPHCM                   Phan Thị Ngọc Loan và tgk 

 

53 

 
Hình 3. Phổ HHG của phân tử HD

+
 khi xét đến dao động hạt nhân 

 tương tác với laser 1200 nm, 150 chu kì, cường độ khác nhau 
 

4. Kết luận 

Trong bài báo này, chúng tôi đã chỉ ra rằng, có thể trích xuất thông tin tần số dao 

động hạt nhân từ phổ HHG của phân tử bất đối xứng +HD . Khi xét đến dao động hạt nhân 

xảy ra sự tách đỉnh HHG thành các đỉnh phụ, các đều nhau và bằng tần số dao động của hạt 

nhân. Đặc biệt, sự tách đỉnh này không chỉ quan sát được ở các bậc lẻ mà còn thấy được ở 

các bậc chẵn. Hơn nữa, sự tách đỉnh HHG này chỉ quan sát được khi laser tương tác có 

cường độ thích hợp.  

 
 

 Tuyên bố về quyền lợi: Các tác giả xác nhận hoàn toàn không có xung đột về quyền lợi. 

 Lời cảm ơn: Nghiên cứu này được tài trợ bởi Bộ Giáo dục và Đào tạo cho đề tài mã số 

B2016.19.10. 
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