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TÓM TẮT 

Chúng tôi khảo sát một cách hệ thống sự dịch chuyển mức năng lượng và tốc độ ion hóa 

của ion phân tử hydro ở trạng thái 1g dưới tác động của điện trường tĩnh không đổi. Sự phụ thuộc 

của những đại lượng quan sát được nêu trên vào khoảng cách liên hạt nhân, cường độ điện trường, 

và góc định phương phân tử được nghiên cứu và thảo luận. Việc so sánh các kết quả giải số với dự 

đoán của lí thuyết nhiễu loạn bậc hai và lí thuyết gần đúng tiệm cận trường yếu tương ứng cho 

năng lượng và tốc độ ion hóa cũng được thảo luận nhằm xác nhận sự chính xác của các tính toán 

của chúng tôi. 

Từ khóa: điện trường tĩnh, trạng thái 1g, ion phân tử hydro. 

ABSTRACT 

The ground state of hydrogen molecular ion in a static field 

We comprehensively investigate the shift of energy and the ionization rate of hydrogen 

molecular ion in 1g state induced by a uniform static field. The dependences of these observables 

on internuclear distance, strength of electric field, and molecular orientation angle are thoroughly 

studied and discussed. The comparisons of the numerical results with the prediction of second-

order perturbation theory and weak-field asymptotic theory for the energy and ionization rate, 

respectively, are also discussed for validating our calculations. 

Keywords: static electric field, 1g state, hydrogen molecular ion. 

 

1. Mở đầu 

Trong những năm gần đây, sự phát triển của công nghệ chế tạo laser đã thúc đẩy việc 

tạo ra những xung laser có bước sóng rất dài nằm giữa vùng hồng ngoại với cường độ cao 

[1]. Các xung laser có bước sóng dài như vậy được cho rằng tạo ra vùng đoạn thời gian 

(biến thiên rất chậm so với thời gian), trong đó quá trình ion hóa dưới tác dụng của xung 

laser hoàn toàn tương đương với hiện tượng xảy ra khi sử dụng điện trường tĩnh có cường 

độ F bằng giá trị tức thời của F(t) của trường laser. Ngoài ra, việc mô tả chính xác quá 

trình ion hóa là cần thiết cho việc tìm hiểu các hiện tượng phi tuyến trường mạnh như sự 

phát xạ sóng điều hòa bậc cao [2], quá trình ion hóa kép không liên tiếp [3], cũng như phân 

bố động lượng của quang electron [4]. Do đó, việc nghiên cứu quá trình ion hóa của 
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nguyên tử, phân tử dưới tác dụng của điện trường tĩnh đã thu hút được sự quan tâm trong 

nhiều thập kỉ qua [5-11]. Về mặt lí thuyết, có một số phương pháp tiếp cận cho vấn đề này 

như các phương pháp giải số liên quan đến kĩ thuật chuyển đổi tọa độ hoặc sử dụng hàm cơ 

sở phức [5, 12], các kĩ thuật giải tích [13, 14], và các phương pháp bán thực nghiệm [15]. 

Gần đây, một kĩ thuật giải số dựa trên phương pháp trạng thái Siegert đã ra đời nhằm giải 

quyết bài toán này [8]. Phương pháp này lấy ý tưởng từ bài toán tính toán công thức phân 

tán hạt nhân trong hiện tượng phân rã phóng xạ được đề xuất bởi Siegert vào năm 1939 

[16], trong đó hàm sóng chỉ tồn tại hàm ngoại tuyến mà không có hàm sóng tới. Dựa vào kĩ 

thuật tính số này, tất cả các đại lượng quan sát được của quá trình ion hóa như sự dịch 

chuyển của mức năng lượng, tốc độ ion hóa, phân bố động lượng ngang của electron ion 

hóa đều có thể được tính toán [8, 10, 11] cho điện trường có cường độ lớn bất kì. 

Trong vật lí lượng tử, ion phân tử hydro (  
 ) là một trong những hệ phân tử đơn 

giản nhất và được xem như một nguyên mẫu hoàn hảo của mô hình động lực học lượng tử 

một electron hoạt động [5-7, 10]. Tương tác của hệ phân tử này với điện trường tĩnh thu 

hút sự quan tâm và nghiên cứu ở lĩnh vực trường mạnh trong những năm gần đây. Việc 

khảo sát sự phụ thuộc vào khoảng cách liên hạt nhân và cường độ điện trường của các mức 

năng lượng và tốc độ ion hóa đã được thực hiện vào năm 1996 [5]. Một nghiên cứu sâu 

hơn về sự phụ thuộc của tốc độ ion hóa vào khoảng cách liên hạt nhân cho hai trạng thái 

thấp nhất của ion phân tử hydro khi điện trường có một số cường độ xác định [6] đã được 

công bố trong cùng năm 1996. Một số tính toán khác cho trường hợp thay đổi góc định 

phương phân tử cũng đã được thực hiện [7, 17]. Tuy nhiên, những công trình nêu trên chỉ 

xem xét quá trình ion hóa tương ứng với điện trường có cường độ rất yếu sâu trong vùng 

ion hóa xuyên ngầm. Vào năm 2012, bài toán ion phân tử hydro trong điện trường tĩnh đã 

được xem xét lại với ba trạng thái khác nhau cho điện trường có cường độ mạnh cũng như 

xét cho góc định phương bất kì [10]. Từ đó cho thấy, một nghiên cứu mang tính chất hệ 

thống và toàn diện của mức năng lượng và tốc độ ion hóa vào các yếu tố: Khoảng cách liên 

hạt nhân, góc định phương, cường độ điện trường là cần thiết. Trong bài báo này, chúng tôi 

khảo sát quá trình ion hóa của ion phân tử hydro dưới tác dụng của điện trường tĩnh với 

một yếu tố nêu trên được thay đổi và hai yếu tố còn lại được xem là tham số không đổi. Do 

việc tính toán cần rất nhiều thời gian nên chúng tôi chỉ tập trung thảo luận cho trạng thái cơ 

bản (1g), trạng thái kích thích thứ nhất sẽ được giới thiệu trong nghiên cứu tiếp theo của 

chúng tôi. Để đánh giá mức độ tin cậy của chương trình tính toán, chúng tôi so sánh kết 

quả giải số với lí thuyết nhiễu loạn bậc hai (NLB2) và lí thuyết tiệm cận trường yếu 

(TCTY) mà các thông số liên quan đã có sẵn trong [10] cho một số trường hợp cụ thể. 

Chúng tôi lưu ý hệ đơn vị nguyên tử được sử dụng trong toàn bộ bài báo này. 
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2. Cơ sở lí thuyết 

Đối với một electron tương tác với thế hạt nhân      kết hợp với thế năng tương tác 

với điện trường tĩnh không đổi       (   ), phương trình Schrödinger dừng có dạng 

 
   

1
0

2
V Fz E      

 
 
 

r r . (1) 

Trong bài toán này, chúng tôi quan tâm đến ion phân tử hydro chỉ có duy nhất một 

electron, do đó thế đơn electron ( )V r  được mô tả theo công thức sau 

 
   r

Z
V

r
, (2) 

trong đó, Z = 2 là điện tích tổng của ion mẹ. Chúng tôi giải phương trình (1) trong hệ tọa 

độ parabolic được định nghĩa như sau [19] 

 (0 ),r z       

(0 ),r z       

arctan (0 2 )
y

x
     . 

(3) 

Trong hệ tọa độ này, phương trình (1) được viết lại dưới dạng  
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 
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trong đó, chúng tôi đưa ra khái niệm về Hamilton thành phần 

 
   

2 2

2
4 2 4
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B rV

   
 

   
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    
  

r  (5) 

là một toán tử chỉ tác động vào hàm của  ,   phụ thuộc vào   như một tham số. Nghiệm 

của phương trình (4) được phân tích dưới dạng, 

      1/2
, ;f 



     


 r . (6) 

Đối với 0F   và trong vùng tiệm cận rất xa ion mẹ [8, 10, 11] 

 
 

 
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
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 
 

. (7) 

Trong đó f  là những hệ số tiệm cận. Trạng thái Siegert chỉ tồn tại cho các giá trị 

phức rời rạc của E mà phần thực và phần ảo của nó tương ứng chính là năng lượng   và 

tốc độ ion hóa   

 

2

i
E     . (8) 
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3. Kết quả và thảo luận 

Chúng tôi tiến hành những tính toán cho ion phân tử hydro với hàm thế năng tương 

tác hạt nhân – electron có dạng 

  
1 1

2 2
+

2 2

V

  

  
R R

r r

r

b b

, 
(9) 

trong đó,  ,0, cossinR R R  và R là khoảng cách liên hạt nhân. Chúng tôi lưu ý rằng 

do giới hạn của kĩ thuật tính toán, chương trình của chúng tôi chỉ xử lí được trường hợp thế 

Coulomb có một vị trí bất định tương ứng với các trường hợp của nguyên tử. Vì vậy, thế 

Coulomb trong bài báo này được làm mềm để giải quyết sự bất định tại hai vị trí của hạt 

nhân, điều này không làm thay đổi tính tổng quát cũng như các tính chất vật lí của bài toán. 

Trong phần lớn các tính toán của chúng tôi, tham số làm mềm        được sử dụng.  

Chúng tôi bắt đầu thảo luận sự phụ thuộc vào khoảng cách liên hạt nhân của năng 

lượng   và tốc độ ion hóa   trong trường hợp không có điện trường và cho hai giá trị điện 

trường khác nhau như Hình 3.1. Góc định phương trong trường hợp này được cố định là β 

= 0 (vector điện trường song song với trục phân tử), khoảng cách liên hạt nhân được thay 

đổi từ 0 a.u. đến 8 a.u. Hai trường hợp tiệm cận được xem xét để thấy được tính hợp lí của 

tính toán. Trường hợp đầu tiên ứng với    , nghĩa là hai proton cùng nằm tại một vị trí 

tương ứng với ion    . Do đó, năng lượng khi chưa đưa điện trường vào phải bằng 

           a.u. (ở đây     là điện tích tổng của hạt nhân He) là giá trị năng lượng 

ở trạng thái cơ bản của ion    . Tuy nhiên, giá trị tính toán cho thế Coulomb mềm với 

       là       a.u., cao hơn rất nhiều so với dự kiến. Nguyên nhân của sự chênh lệch 

chỉ là do tham số làm mềm được chọn có giá trị tương đối lớn. Để rõ hơn, chúng tôi thể 

hiện trên Hình 1 kết quả cho       , khi này giá trị của   tại     là       a.u., gần 

hơn với giá trị lí thuyết. Chúng tôi cũng tiến hành tính toán cho trường hợp thế Coulomb 

thật sự với     tại     bởi chương trình tính toán của chúng tôi hoàn toàn có thể áp 

dụng cho trường hợp chỉ có một điểm bất định trong thế Coulomb hạt nhân. Kết quả nhận 

được chính xác bằng    a.u. với độ hội tụ là 10 chữ số thập phân. Ngoài ra, dạng đồ thị 

mô tả sự phụ thuộc vào khoảng cách liên hạt nhân của   khi chưa có điện trường với 

       (đường liền nét màu đỏ) và        (đường chấm màu đen) là tương tự nhau. 

Do đó, trong tất cả các tính toán tiếp theo chúng tôi sử dụng        để tiết kiệm thời 

gian và tài nguyên tính toán. Trong giới hạn    , ion phân tử hydro bị phân tách thành 

một proton và một nguyên tử hydro, vì vậy năng lượng của hệ khi không có điện trường 

phải tiến về giá trị năng lượng ở trạng thái cơ bản của nguyên tử hydro là      a.u. cho thế 

Coulomb thật và      a.u. cho thế Coulomb mềm với        như quan sát được trong 

phần trên của Hình 3.1. Khi đặt điện trường vào, năng lượng của hệ   tăng đến cực đại tại 

một vị trí trung gian    và sau đó giảm dần, ở đây      a.u. và 2 a.u. lần lượt cho 
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        a.u. và         a.u.. Kết quả tính toán này hoàn toàn phù hợp với những 

công trình trước đây [5, 6]. Trong phần dưới của Hình 3.1, chúng ta có thể quan sát được 

rằng tốc độ ion hóa   tăng dần khi khoảng cách liên hạt nhân tăng cho cả hai trường hợp 

cường độ điện trường đang xét. Khi tăng khoảng cách liên hạt nhân thì bề dày thành thế 

năng nhốt electron liên kết trở nên hẹp lại, từ đó làm cho xác suất ion hóa xuyên ngầm tăng 

lên. Tốc độ ion hóa trong trường hợp         luôn luôn lớn hơn trường hợp         

khoảng vài trăm lần do trong vùng ion hóa xuyên ngầm, tốc độ ion hóa phụ thuộc vào 

cường độ điện trường theo quy luật hàm mũ [18].  

 
Hình 3.1. Sự phụ thuộc của năng lượng   và tốc độ ion hóa   vào khoảng cách liên hạt 

nhân R với b = 0.09 cho ba giá trị đại diện của cường độ điện trường F khi góc định phương là 

    . Đường liền nét màu đỏ: F = 0, đường gạch đứt màu xanh dương: F = 0.005 a.u., và 

đường chấm gạch màu xanh lá cây đậm: F = 0.015 a.u.. Tốc độ ion hóa trong trường hợp F = 

0.005 a.u. được nhân cho 200 để biểu diễn trong cùng thang đo. Kết quả cho thế năng Coulomb 

mềm b = 0.01 cũng được biểu diễn trên đường chấm màu đen cho F = 0.  

Hình 3.2 mô tả sự phụ thuộc của năng lượng và tốc độ ion hóa vào cường độ điện 

trường khi cố định góc định phương      tại hai khoảng cách liên hạt nhân tương ứng 

với khoảng cách cân bằng     a.u. và     a.u. rất thường được sử dụng trong thực 

nghiệm [4]. Kết quả dự đoán từ những lí thuyết gần đúng như lí thuyết NLB2 và lí thuyết 

TCTY cho năng lượng và tốc độ ion hóa cũng được đưa ra cho trường hợp     a.u. Giá 

trị ngưỡng trên của cường độ điện trường được chọn sao cho nằm trong vùng ion hóa vượt 

rào, lần lượt là 0.3 a.u. và 0.12 a.u. cho     a.u. và     a.u.. Hình 3.2 cho thấy trong 

cả hai trường hợp khoảng cách liên hạt nhân đang xét thì năng lượng   tăng dần khi cường 

độ điện trường tăng lên. Trong vùng ion hóa xuyên ngầm,        a.u. cho     a.u., 

năng lượng tăng bậc hai theo F và tuân theo sự dự đoán của lí thuyết NLB2. Trong khi đó 

đối với điện trường mạnh trong vùng ion hóa vượt rào,        a.u., năng lượng chỉ tăng 

theo hàm bậc nhất. Điều tương tự cho năng lượng cũng được quan sát cho trường hợp 
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    a.u. Phần dưới của Hình 3.2 biểu diễn sự phụ thuộc của tốc độ ion hóa vào cường độ 

điện trường. Trong cả hai trường hợp, tốc độ ion hóa tăng theo hàm mũ trong vùng ion hóa 

xuyên ngầm, sau đó vẫn tiếp tục tăng nhưng chỉ theo hàm bậc nhất của F trong vùng ion 

hóa vượt rào. Chúng ta có thể nhận thấy những lí thuyết giải tích gần đúng mặc dù có thể 

giúp xác nhận độ tin cậy của tính toán nhưng chỉ có thể áp dụng cho điện trường yếu trong 

vùng ion hóa xuyên ngầm. Do đó, những tính toán số như của chúng tôi là vô cùng cần 

thiết để giải thích một cách chính xác quá trình ion hóa trong trường hợp điện trường có độ 

mạnh bất kì. Một điều thú vị cũng có thể được rút ra từ Hình 3.2 là sự khác biệt giữa quan 

niệm cổ điển và tính toán thực tế quá trình ion hóa. Như phần trên của Hình 3.2, khi cường 

độ điện trường tăng lên thì năng lượng bị dịch chuyển xuống thấp hơn, nghĩa là thế ion hóa 

(năng lượng cần thiết để ion hóa) tăng lên và sự ion hóa sẽ trở nên khó hơn theo quan niệm 

cổ điển. Tuy nhiên, dưới sự tác động của trường tĩnh điện, thế hạt nhân hiệu dụng bị nhiễu 

loạn và bề rộng của rào thế trở nên mỏng hơn, từ đó làm cho xác suất ion hóa xuyên ngầm 

của electron tăng lên rất đáng kể. Khi cường độ điện trường tiếp tục tăng đến giá trị đủ lớn, 

đỉnh của rào thế thậm chí thấp hơn cả mức năng lượng liên kết và electron có thể tự do 

thoát ra khỏi trạng thái liên kết với hạt nhân, đó chính là cơ chế ion hóa vượt rào. Do đó, 

quá trình ion hóa của nguyên tử, phân tử khi thay đổi cường độ điện trường là một hiện 

tượng hoàn toàn lượng tử và không thể sử dụng những lí thuyết cổ điển để xem xét. 

 
Hình 3.2. Sự phụ thuộc vào cường độ điện trường của năng lượng   và tốc độ ion hóa   

với b = 0.09 cho hai giá trị của khoảng cách liên hạt nhân:     a.u. (hình bên trái) và     

a.u. (hình bên phải) khi góc định phương     . Đường liền nét màu đỏ và đường gạch màu xanh 

dương lần lượt biểu diễn kết quả từ giải số và các phương pháp gần đúng. Kết quả của lí thuyết 

gần đúng tiệm cận trường yếu được nhân cho 0.1 để phù hợp với tỷ lệ tọa độ hình vẽ. 



TẠP CHÍ KHOA HỌC - Trường ĐHSP TPHCM                   Phạm Nguyễn Thành Vinh 

 

43 

Chúng tôi xem xét đến sự phụ thuộc vào góc định phương   của năng lượng và tốc 

độ ion hóa cho hai giá trị khoảng cách liên hạt nhân R như đã xét trong Hình 2 cho ba giá 

trị đại diện của cường độ điện trường F thay đổi từ vùng ion hóa xuyên ngầm đến vượt rào.  

Do sự đối xứng của vân đạo phân tử đối với phương của vector điện trường, chúng tôi chỉ 

khảo sát cho góc định phương từ    đến    . Chúng tôi cũng biểu diễn dự đoán của lí 

thuyết NLB2 và TCTY lần lượt cho năng lượng và tốc độ ion hóa cho trường hợp     

a.u.. Chúng tôi cũng lưu ý rằng do tốc độ ion hóa thay đổi rất nhanh theo quy luật hàm mũ 

của cường độ điện trường nên chúng tôi chia tốc độ ion hóa cho hệ số điện trường [18] 

 2Z/ 1
2 3

00

4 2
exp

2 3



  


   
    

   
W

F F
, (10) 

để biểu diễn trong cùng thang đo như phần dưới của Hình 3.3. Tại khoảng cách cân bằng 

    a.u., năng lượng tăng dần trong khi tốc độ ion hóa giảm dần khi tăng góc định 

phương  . Điều này cho thấy dưới điều kiện đang xét, phân tử dễ được ion hóa khi trục 

của nó song song với vector cường độ điện trường. Trong trường hợp điện trường mạnh 

tương ứng với cơ chế ion hóa vượt rào, cả lí thuyết NLB2 và TCTY đều không thể mô tả 

được năng lượng và tốc độ ion hóa. Với     a.u., xem xét một cách tổng quát thì năng 

lượng   tại       vẫn lớn hơn tại      và tốc độ ion hóa   tại       nhỏ hơn so 

với     . Tuy nhiên, một điều thú vị có thể nhận thấy rằng cả năng lượng và tốc độ ion 

hóa trong trường hợp này đều đạt cực đại tại cùng một giá trị trung gian của góc định 

phương  . Vị trí cực đại này dịch chuyển về phía góc định phương lớn hơn khi cường độ 

điện trường tăng lên (tại       cho        a.u. và       cho        a.u.). Đáng 

tiếc dữ liệu dự đoán từ lí thuyết NLB2 và TCTY không sẵn có cho trường hợp này. Một 

điều cần lưu ý là đối với trường hợp     a.u., khi đặt điện trường vào thì hai mức năng 

lượng của trạng thái cơ bản đang xét            và trạng thái kích thích thứ nhất 

          khá gần nhau, do đó việc chương trình tự động nhảy sang trạng thái khác so 

với trạng thái cần tính trong quá trình thay đổi góc định phương hoàn toàn có thể xảy ra. Vì 

vậy chúng tôi đã cẩn thận kiểm tra giá trị của số lượng tử từ   tương ứng với kênh chiếm 

ưu thế khi góc định phương được thay đổi. Kết quả cho thấy     cho tất cả các góc định 

phương được xét, đây chính là bằng chứng khẳng định không có sự tự động chuyển trạng 

thái như đã đề cập. Biểu hiện sự phụ thuộc của năng lượng và tốc độ ion hóa vào góc định 

phương cho trường hợp     a.u. là một kết quả hay và vẫn là một câu hỏi mở đối với 

chúng tôi. Việc giải thích toàn diện cơ chế vật lí đằng sau hiện tượng này sẽ được trình bày 

trong những nghiên cứu tiếp theo. 
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Hình 3.3. Sự phụ thuộc của năng lượng   và tốc độ ion hóa  vào góc định phương   với b 

= 0.09 cho hai giá trị của khoảng cách liên hạt nhân:     a.u. (bên trái) và     a.u. (bên 

phải) cho ba giá trị đại diện của cường độ điện trường F. Trong hai hình bên trái, đường liền nét 

và đứt nét lần lượt thể hiện kết quả từ giải số và các lí thuyết gần đúng bao gồm NLB2 và TCTY. 

4. Kết luận 

Trong bài báo này, chúng tôi đã khảo sát một cách có hệ thống hai đại lượng quan sát 

được bao gồm năng lượng và tốc độ ion hóa đối với trạng thái cơ bản của ion phân tử 

hydro dưới tác dụng của điện trường. Sự phụ thuộc của hai đại lượng nêu trên vào một 

trong ba yếu tố bao gồm khoảng cách liên hạt nhân, cường độ điện trường và góc định 

phương được xem xét kĩ lưỡng. Kết quả của chúng tôi phù hợp tốt với những tính toán 

trước đây và cũng có thể được mô tả bằng lí thuyết gần đúng khi điện trường yếu cho một 

số trường hợp cụ thể, đây chính là sự xác nhận tính tin cậy của chương trình tính toán. 

Chúng tôi cũng quan sát được xu hướng lạ của hai đại lượng trên trong trường hợp     

a.u. khi thay đổi góc định phương. Điều này đã truyền cảm hứng cho chúng tôi tiếp tục 

những khảo sát sâu hơn để đưa ra lời giải thích tường minh. Chúng tôi lưu ý rằng trên quan 

điểm của những nhà thực nghiệm trong lĩnh vực này, sự phụ thuộc vào góc định phương có 

thể được trích xuất từ phổ động lượng của electron ion hóa. Do đó tính toán này có ý nghĩa 

thực tiễn cao trong lĩnh vực tương tác giữa laser và phân tử.  
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 Tuyên bố về quyền lợi: Tác giả xác nhận hoàn toàn không có xung đột về quyền lợi. 

 Lời cảm ơn: Đề tài này được tài trợ kinh phí bởi Trường Đại học Sư phạm TP Hồ Chí 

Minh cho đề tài khoa học và công nghệ cấp Trường mã số CS.2016.19.14. 
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