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TÓM TẮT 

Cho D là vành chia tâm F với phép đối hợp ⋆. Trong bài báo này, chúng tôi chứng minh 
được rằng nếu vết và chuẩn của đạo nhóm cấp n đều chứa trong tâm F thì dim 4F D  . Kết quả 

này là mở rộng một kết quả rất cổ điển của Herstein. Ở phần tiếp theo, chúng tôi sẽ trình bày một 
kết quả cho vành chia có phép đối hợp. 

Từ khóa: vành chia, phép đối hợp, vết, chuẩn. 
ABSTRACT 

The set of symmetric elements of a normal subgroup in a division ring with involution 
Let D be a division ring with center F and with involution ⋆. In this paper, we proved that if 

trace and norm of the nth derived subgroup are contained in F then dim 4.F D  This is an 

extension of Herstein's classical result. In the next section, we present a result for division ring 
with involution. 

Keywords: division ring; involution; trace; norm. 
 

1. Giới thiệu 
Cho R là vành có đơn vị. Ánh xạ : ,R R x x  åå  được gọi là một phép đối hợp 

nếu với bất kì ,x y R , ta có ( ) ;x y x y  å å å ( )xy y xå å å và ( ) .x xå å  Tập hợp 

{ }S x R x x  å∣  được gọi là tập các phần tử đối xứng của R. Với x R , những phần tử 

x x å  và xx å  lần lượt được gọi là vết và chuẩn của .x  Rõ ràng, vết và chuẩn của một phần 
tử là những phần tử trong S . Những định nghĩa và kết quả cơ bản của vành có phép đối 
hợp có thể tham khảo trong [1]. 

Giả sử A là tập hợp con của R. Ta nói A là ⋆-bất biến nếu x Aå  với mọi x A . Đặt 
{ }AS x A x x  å∣  là tập các phần tử đối xứng của A. Vết của A được định nghĩa là 

{ }AT x x x A  å∣  và chuẩn của A là tập hợp { }AN xx x A å∣ . Nếu A là ⋆-bất biến và 

đóng với phép cộng thì A AT S . Một cách tương tự, nếu A là ⋆-bất biến và đóng với phép 
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nhân thì A AN S . Vành cơ sở mà chúng tôi nghiên cứu trong bài báo này là vành chia. 

Chúng tôi sẽ mở rộng hai kết quả của Herstein liên quan tới vành chia có phép đối hợp.  
Cho D là vành chia có tâm F với phép đối hợp ⋆. Năm 1976, Herstein đã chứng minh 

rằng nếu tập hợp { }S x D x x  å∣  các phần tử đối xứng của D chứa trong F thì 

dim 4.F D   Mặc dù, phát biểu giả thiết là S F , nhưng trong chứng minh, Herstein chỉ 

dùng đến tính chất x x å  và xxå  thuộc F với mọi x D . Chứng minh chi tiết có thể tham 
khảo trong [1]. Trong bài báo này, chúng tôi mở rộng kết quả của Herstein với giả thiết 
x x å  và xx å  thuộc F với mọi ( )nx D  thay vì .x D  Nhắc lại rằng ( )nD  là đạo nhóm cấp 
n của nhóm nhân * \{0}D D  với định nghĩa quy nạp như sau: (0) *D D và với 1,n   

( ) ( 1) ( 1) 1 1 ( 1)[ , ] [ , ] , ,n n n nD D D a b aba b a b D         ∣  

nhóm con giao hoán tử của ( 1)nD  . Kĩ thuật mà chúng tôi sử dụng trong bài này được kế 
thừa từ [2] và [3]. Tuy nhiên, để tiện theo dõi, chúng tôi sẽ trình bày lại các kĩ thuật này 
một cách ngắn gọn trong Mục 2. 

Kết quả tiếp theo chúng tôi đề cập là hai kết quả mở rộng của Định lí Cartan-Brauer-
Hua cho vành chia: một định lí của Stuth và một định lí của Herstein. Định lí Cartan-
Brauer-Hua phát biểu rằng, nếu D là vành chia và K là vành chia con thực sự của D sao 
cho 1xKx K   với mọi *x D  thì K chứa trong tâm của D. Năm 1963, Stuth đã mở rộng 
kết quả này khi chứng minh trong vành chia D tâm F và K là vành chia con thực sự của D, 
nếu G là nhóm con á chuẩn tắc của D* thỏa G F  và 1xKx K   với mọi x G  thì 
K F . Trong khi đó, Herstein lại mở rộng theo hướng vành chia có phép đối hợp. Cụ thể, 
cho D là vành chia tâm F và phép đối hợp ⋆, K là vành chia con thực sự của D sao cho 

1xKx K   với \ {0}x S .  Khi đó, nếu dim 4F D   thì K F . Phần cuối của bài báo 

này, là mở rộng cả hai kết quả trên khi xét giả thiết 1xKx K   với mọi Gx S  thay vì 

x S  trong kết quả của Herstein hay x G  trong kết quả của Stuth. 
Các kí hiệu trong bài báo này, là các kí hiệu thường dùng. Chẳng hạn, nếu R là vành 

thì Z(R) là tâm của R; R* là nhóm nhân của R; ( )nM R là vành các ma trận cấp n với hệ số 

trên R; ( )nGL R là nhóm nhân của ( )nM R  và ( )nSL R  là nhóm giao hoán tử của ( )nGL R . 

Một ma trận vuông a với hệ số trên trường, ta kí hiệu | |a  là định thức của a. 
2. Đồng nhất thức Laurent và đơn thức giao hoán tử 

Trong phần này, chúng tôi trình bày một số kĩ thuật liên quan tới đồng nhất thức 
Laurent  sẽ được sử dụng trong Mục 3. Cho F là trường và 1 2{ , , , }mX x x x   là tập hợp m 

biến không giao hoán. Kí hiệu F X   là vành đa thức Laurent của X trên F, nghĩa là, mỗi 
phần tử ( )f X  của F X   có dạng  
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trong đó, ,
ji iF x X    và ,i jm � . Mỗi phần tử của vành đa thức Laurent F X   được 

gọi là đa thức Laurent. Với một bộ 1 2( , , , )mc c c ; trong đó ic R là các phần tử khả 

nghịch, ta hiểu ,1 ,2 ,

1 21 2
1

( , , , ) i i i t

t

n
m m m

m i i i i
i

f c c c c c c


   là giá trị của đa thức f khi các biến ix  

được thay thế bằng giá trị ic . Cho R là một vành mà tâm của nó chứa F. Ta nói R thỏa một 

đồng nhất thức Laurent nếu tồn tại một đa thức Laurent ( )f X  khác 0 trên F sao cho với 

mọi bộ 1 2( , , , ),mc c c  trong đó ci khả nghịch trên R, ta có 1 2( , , , ) 0mf c c c  . Đặt L(R) là 

tập hợp tất cả các đồng nhất thức Laurent của R. 
Bổ đề 2.1. 

Cho D là vành chia với tâm F. Nếu 2dimF D d  và ( )dM F  là vành ma trận với hệ 

số trên F thì ( ) ( ( ))nL D L M F .  

Chứng minh. Đây là một trường hợp đặc biệt của [4, Theorem 11]. 
Trong bài này, ta xét một số đơn thức Laurent đặc biệt sau: giả sử 2nm   với n là số 

tự nhiên, tức là, 1 2 2
{ , , , }nX x x x   gồm 2n  biến. Ta định nghĩa bằng quy nạp dãy các đơn 

thức Laurent như sau. Đặt  1 2
1 1

1 1 2 1 2 1 2( ) ,,u xx x x x x xx   . Giả sử 11 1 2 2
( , , , )nnu x x x   đã 

được định nghĩa. Khi đó,  
1 11 1 1 12 2 2 1 2

( , , [ ( , , ), ( , ,) )].n n n nn n nu x x u x x u x x   
    

Đơn thức nu  vừa định nghĩa ở trên được gọi là đơn thức giao hoán tử cấp n. Chú ý 

rằng đơn thức giao hoán tử được xây dựng không phụ thuộc vào trường cơ sở F. Hơn thế 
nữa, ta có mối quan hệ giữa đơn thức giao hoán tử cấp n và đạo nhóm cấp n của một nhóm 
như sau: 
Bổ đề 2.2. 

Cho G là nhóm nhân, ( )nG  là đạo nhóm cấp n của G và nu  được định nghĩa ở trên. 

Khi đó với 1 2 2
, , , nc c c G , ta có ( )

1 2 2
( , , , ) .n

n
nu c c c G  

Chứng minh. Chứng minh có thể tham khảo trong [2, Lemma 4]. 
Một trong những hệ quả của bổ đề trên là nếu G là nhóm giải được với ( ) 1nG   thì 

1 2 2
( , , ), 1nnu c c c   với mọi .ic G  Điều này tương đương với nếu G giải được thì tồn tại 

n sao cho 1 2 2
1 ( , , , ) 0nnu x x x   là đồng nhất thức của G. 

Tiếp theo, ta sẽ xét một đa thức Laurent đặc biệt liên quan tới phần tử đại số. Để tiện 
trình bày sau này, giả sử 1{ , , , }dX x y y  . Đặt  
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1

(0) (1) ( 1) ( )
1 2 1 2( , , , , ) ( )s ,ign

d

d d
d d n

S
g x y y y x y x y x y x   










    

trong đó, 1dS   là nhóm hoán vị của {0,1, , 1}d   và sign( )  là dấu của hoán vị 1dS  . 

Khi đó, rõ ràng 1( , , , )dg x y y  là một đa thức Laurent trong F X  . Đa thức này dùng để 

nghiên cứu những phần tử đại số bậc bị chặn trên F. Nhắc lại, cho vành R có tâm chứa F. 
Một phần tử a R được gọi đại số trên F nếu nó là nghiệm của một đa thức khác 0 với hệ 
số trên F, tức là tồn tại 0 1, , , na a a F  không đồng thời bằng 0 sao cho 

1
1 0 0n n

n na a a a a
    . Ta nói a là phần tử đại số bậc n trên F nếu a đại số trên F và n 

là số nhỏ nhất thỏa 1
1 0 0n n

n na a a a a
    . Kết quả sau đây cho ta mối quan hệ của 

một phần tử bậc bị chặn và g. 
Bổ đề 2.3. 

Cho D là vành chia có tâm F sao cho dimF D    và ( )nM D  là vành ma trận 

vuông cấp n với hệ số trên D. Với ( )na M D , các phát biểu sau là tương đương.  

(1) a là phần tử đại số trên F bậc d ;  
(2) với mọi 1 2 1 2, , , ( ), ( , , , , ) 0d n d db b b M D g a b b b   . 

Chứng minh. Bổ đề chỉ là trường hợp riêng của [5, Corollary 2.3.8]. 
3. Vết và chuẩn của đạo nhóm cấp n 
Bổ đề 3.1. 

Cho ( )dM F  là vành ma trận cấp d trên F và 1 2 2
( , , , )nnu x x x  được định nghĩa 

trong Bổ đề 2.2. Khi đó, nếu F vô hạn thì tồn tại 1 2 2
, , , ( )n dc c c GL F  sao cho 

1 2 2
( , , , )nnu c c c  đại số trên F bậc d.  

Chứng minh. Trước hết, ta chứng minh bằng quy nạp theo n phát biểu sau: với mọi 
phần tử ( ),da SL F  tồn tại 1 2 2

, , , ( )n da a a GL F  sao cho 1 2
( , , ).nna u a a   Nếu 1,n 

theo [6], với mọi ( )da SL F , tồn tại 1 2, ( )na a GL F  sao cho 1 1
1 2 1 2 1 1 2( , )a a a a a u a a   . 

Giả sử kết quả đúng với 1n , tức là, với mọi phần tử ( )db SL F , tồn tại 

11 2 2
, , , ( )n db b b GL F   sao cho 11 1 2 2

( , , , )nnu b b b b  . Với ( )da SL F , tồn tại 

1 2, ( )nc c GL F  sao cho 1 1
1 2 1 2a c c c c  (theo [6]). Đặt 1 1 2 2

1 2

1 1,
| | | |

b c b c
c c

  . Suy ra, 

1 1
1 2 1 2a b b b b   và 1 2, ( )db b SL F . Theo giả thiết quy nạp, tồn tại 1 2 2

, , , ( )n da a a GL F  

sao cho 11 1 1 2 2
( , , , )nnb u a a a    và 1 12 1 2 1 2 2 2

( , , , )n n nnb u a a a   
  . Suy ra, 

1 2 2
( , , , )nna u a a a  . Vậy phát biểu được chứng minh. 
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Tiếp theo, xét ma trận đường chéo 1( )ii i da a   , trong đó ii jja a  với mọi 

1 i j d    và 11 22 1dda a a  . Để thấy được sự tồn tại của a, ta xét các trường hợp sau: 

Trường hợp ( ) 0,char F   chọn iia i với 1 i d   và 1 1 1;1 2 ( 1)dda d    trường hợp 

( ) 0char F p  , gọi p�  là trường con nguyên tố của F. Do F vô hạn nên mở rộng trường 

/ pF �  hoặc là mở rộng không đại số hoặc là mở rộng vô hạn sinh. Nếu u là phần tử không 

đại số trên p� , ta chọn i
iia u với 1 i d  và 

( 1)
2

d d

dda u
 

 . Nếu / pF �  vô hạn sinh, thì 

ta chọn chọn iia  sao cho 11 11 22 11 22 ( 1)( 1)( ) ( , ) ( , , , )p p p d da a a a a a      � �  �  và 
1 1 1

11 22 ( 1)( 1)dd d da a a a  
   . Như vậy, a tồn tại. Mặt khác, đa thức đặc trưng của a là 

11 22( )( ) ( )ddx a x a x a    và ( )da SL F  do định thức của a bằng 11 22 1dda a a  . Theo 

phát biểu trên, tồn tại 1 2 2
, , , ( )n na a a GL F  sao cho 1 2 2

( , , , )nna u a a a  . Bổ đề được 

chứng minh.  
Định lí 3.2. 

Cho D là vành chia tâm F với phép đối hợp ⋆. Nếu vết và chuẩn của ( )nD  đều chứa 
trong tâm F thì dim 4F D  .  

Chứng minh.  
Giả sử ,x x xx F å å với mọi x D . Trước hết, ta chứng minh với x D  nếu 

xx F å thì x x å .  
Thật vậy, nếu 0x  thì 0.xx x x å å  Nếu  \ 0x D thì 1 1,x x x   å  do đó 

1 .x x x x  å  Với ( ) ,nx D  ta có 2 ( ) 0.x x x x xx   å å  Hơn nữa, , ,x x xx F    å å  

nên x  là nghiệm của phương trình 2 0t t    . Như vậy, mọi phần tử của ( )nD đều đại 

số bậc 2  trên F. Nếu F hữu hạn thì các phần tử ( )nD  đều xoắn. Áp dụng [7, Theorem 8], 
ta được ( )nD F . Như vậy, *D  giải được. Theo [8], D giao hoán. Khi đó, dim 1F D   

thỏa định lí. Giả sử F là trường vô hạn và ( ) .nD FÚ  Khi đó, tồn tại   \na D F . Vì  nD  là 

nhóm con chuẩn tắc của *D  nên  1 1 naxa x D    với mọi *.x D Suy ra, 1 1axa x  đại số bậc 
2  trên F. Do đó, theo [3, Theorem 10] ta có dim .F D    Đặt 2dimF D d , ta sẽ chứng 

minh 2d  . Cho 0 1 2( , , )g x y y  và 1 2
( , , )nnu x x  được định nghĩa như trong Bổ đề 2.2. Đặt

1 1 2 1 1 22 2
( , , , , ) ( ( , , ), , )n nnf x x y y g u x x y y  . Giả sử *

1 2 2
, , , nc c c D  và *

1 2,d d D . Khi 

đó, ( )
1 2 2

( , , , )n
n

nu c c c D theo Bổ đề 2.2, kéo theo 1 2 2
( , , , )nnu c c c  đại số trên F bậc 2 . 

Áp dụng Bổ đề 2.3, nhận được 

1 1 2 1 1 22 2
( , , , , ) ( ( , , ), , ) 0n nnf c c d d g u c c d d   ,  
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Nghĩa là 1 1 22
( , , , , ) 0nf x x y y   là đồng nhất thức Laurent của D. Theo Bổ đề 2.1, 

1 1 22
( , , , , ) 0nf x x y y   là đồng nhất thức của ( ).dM F  Tiếp tục áp dụng Bổ đề 2.3, 

1 2 2
( , , , )nnu c c c  đại số bậc 2 trên F với mọi 1 2 2

, , , ( )n dc c c GL F . Theo Bổ đề 3.1, ta 

có 2d  . Định lí được chứng minh.  
4. Mở rộng định lí Stuth cho vành chia có phép đối hợp 

Trong mục này, chúng tôi sẽ mở rộng Định lí Stuth và Herstein cho vành chia có 
phép đối hợp. Nhắc lại, Định lí Stuth phát biểu như sau:  
Định lí 4.1. 

[9] Cho D là vành chia tâm F và K là vành chia con thực sự của D, G là nhóm con á 
chuẩn tắc của D*, G FÚ . Nếu 1xKx K   với mọi x G  thì K F .  

Liên quan tới vành chia có phép đối hợp, Herstein đã chứng minh kết quả sau.  
Định lí 4.2. 

[10] Cho D là vành chia có tâm F với phép đối hợp ⋆ và K là vành chia con thực sự 
của D. Đặt { }S x D x x  å∣  là tập những phần tử đối xứng của D. Khi đó, nếu 

dim 4F D   và 1xKx K   với mọi \ {0}x S  thì K F .  

Một chú ý rằng, trường hợp dim 4F D   định lí của Herstein không còn đúng nữa. 

Chẳng hạn, xét vành chia quaternion thực i j k   � � � �H  và phép đối hợp được 

định nghĩa như sau: ( )a bi cj dk a bi cj dk      å  với mọi a bi cj dk   H . Khi 
đó, S  � . Xét i � � � . Rõ ràng � là vành chia (� là trường) con thực sự của H và 

1x x � �  với mọi \{0}x S . Tuy nhiên, �  không chứa trong tâm �  của H . 

Hơn thế nữa, theo kết quả của Herstein (xem [1]), nếu S F thì dim 4F D  , chúng 

tôi sẽ mở rộng S cho tập GS  với G là nhóm con á chuẩn tắc của *D . Cụ thể, chúng tôi 

chứng minh kết quả sau: 
Định lí 4.3. 

Cho D là vành chia tâm F với phép đối hợp ⋆. Giả sử G là nhóm con á chuẩn tắc của 
D* sao cho G là ⋆-bất biến và { }GS x N x x  å∣  là tập không chứa trong tâm F. Nếu K 

là vành chia con thực sự của D sao cho 1xKx K   với mọi Gx S  thì K F . 

Chứng minh. 
Giả sử GS  là nhóm con sinh bởi GS . Ta sẽ chứng minh GS  là nhóm con chuẩn 

tắc của G. Thật vậy, với , Gx G a S     ta có     1 11 1xax xax x x xax xx
   å å å å . Dễ 

thấy,  xax xax
åå å và  xx xx

åå å . Do đó,   1
,G Gxax S xx S


 å å . Nói cách khác, 

1 .Gxax S   Suy ra, *
0 1GS G G G D     . Vậy *,G GS D S F Ú . 
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Với mọi ,Ga S 1 2
1 2

tnn n
ta a a a   trong đó , .i i Gn a S �  Khi đó, 

11 2 11
1 2 1 1

t t tn n nn n n
t t taKa a a a Ka a a  

   . Rõ ràng, 

 1 1 1 .t tn n
t t t t t t t ta Ka a a a Ka a a K        

Vì vậy, 1aKa K   với mọi Ga S . Theo Định lí 4.1, .K F  
 

 

 Tuyên bố về quyền lợi: Tác giả xác nhận hoàn toàn không có xung đột về quyền lợi. 
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