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TÓM TẮT 

Trong công trình này chúng tôi đề cập việc khảo sát bài toán ion phân tử trong điện trường 
tĩnh có cường độ bất kì, bằng cách phát triển phương pháp toán tử FK. Kết quả thu được các yếu 
tố ma trận của Hamiltonian cho phép tính toán nghiệm số (năng lượng và hàm sóng) của bài toán. 

Từ khóa: ion phân tử hydro hai chiều, phương pháp toán tử FK, yếu tố ma trận,  
numerical solution. 

 

1. Mở đầu 

Ion phân tử +
2H  (molecular hydrogen ion, viết tắt là MHI) luôn là đối tượng nghiên 

cứu của lí thuyết lẫn thực nghiệm, do đây là bài toán kinh điển nhưng vẫn liên quan đến 
nhiều hiệu ứng mới. Phổ năng lượng và cấu trúc tinh tế, siêu tinh tế của MHI được tính 
toán từ những năm 30 đến nay (Bates, Ledsham, & Stewart, 2006; Vladimir I. Korobov, 
Koelemeij, Hilico, & Karr, 2016). Đó cũng là cơ sở để xác định một số hằng số cơ bản, ví 
dụ như tỉ số khối lượng của các hạt proton và electron, hằng số Rydberg, bán kính proton 
(Karr, Hilico, Koelemeij, & Korobov, 2016; Korobov, Danev, Bakalov, & Schiller, 2018). 

Việc xác định phổ năng lượng cho MHI trong trường hợp hai chiều có ý nghĩa do có 
nhiều hiệu ứng mới do hiệu ứng giảm số chiều; đồng thời, đây cũng là mô hình đơn giản 
hóa của các hệ vật lí có cấu trúc tương tự đang được quan tâm hiện nay, như các exciton 
trong các vật liệu hai chiều (Patil, 2003).   

Với sự phát triển của công nghệ chế tạo laser xung cực ngắn, việc trích xuất thông tin 
phân tử từ phổ sóng điều hòa được quan tâm, trong đó hàm sóng chính xác của phương 
trình Schrödinger dừng là thông tin đầu vào cần thiết, do đó việc xác định nghiệm cho 
phương trình Schrödinger của MHI hai chiều dưới tác dụng của trường laser có ý nghĩa 
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(Avanaki, Telnov, Jooya, & Chu, 2015; Du, Wang, Li, Zhou, & Zhao, 2018; Ivanov & 
Schinke, 2004); trong đó, bài toán MHI hai chiều trong điện trường đều là bước trung gian 
để phát triển phương pháp giải phương trình Schrödinger cho các hệ nêu trên. 

Với mục tiêu phát triển phương pháp toán tử FK (FK Operator Method, viết tắt là 
FK-OM), phương pháp phi nhiễu loạn đã áp dụng thành công cho hệ nguyên tử hai chiều 
trong từ trường (Hoang-Do, Pham, & Le, 2013); trong bài báo này, chúng tôi phát triển 
phương pháp này cho MHI hai chiều trong điện trường đều. Quy trình giải và các công 
thức cần thiết cho việc xác định nghiệm số chính xác của bài toán được trình bày cụ thể. 
2. Phương pháp đại số cho MHI hai chiều trong điện trường đều 

Chúng ta xét mô hình MHI phẳng trong gần đúng Born-Oppenheimer, hai hạt nhân 

xem như cố định ở vị trí  0,0  và  ,0R , với R  là khoảng cách liên hạt nhân. Khi đó 

phương trình Schrödinger không thứ nguyên cho MHI hai chiều trong điện trường đều có 

dạng như sau:     

   ˆ , , ,H x y E x y     (1) 

2 2

1 2 12 2 2 2 2 2

1 1 1 1
,

2 ( )
x y R

x y Rx y x R y
    

                     
  (2) 

ở đây, đơn vị của năng lượng là hằng số Rydberg hiệu dụng 
4 *

*
2 2 2

0

,
16

e
R


 




 đơn vị độ dài 

là bán kính Bohr hiệu dụng 
2

0
2 *

4
a

e







. Cường độ điện trường không thứ nguyên 1 2,   

lần lượt được xác định bằng biểu thức: 1 2
1 2* *

,
ea ea

R R

    . 

Ta sẽ giải phương trình (1)-(2) bằng FK-OM, trong đó ý tưởng chính tương tự lí 
thuyết nhiễu loạn với thành phần chính là dao động tử điều hòa. Các nghiên cứu trước 
(Hoang-Do et al., 2013) đã chỉ ra mối liên hệ giữa bài toán nguyên tử trong không gian 

 ,x y  với bài toán dao động tử phi điều hòa trong không gian  ,u v thông qua phép biến 

đổi Levi-Civita: 
2 2,

2 ,

x u v

y uv

  



  (3) 

với  2 24dxdy x y dudv  , 2 2 2 2r x y u v    . Do đó, khi chọn bộ hàm sóng cơ sở 

trong không gian  ,u v  là dao động tử điều hòa tương ứng với hàm sóng nguyên tử trong 

không gian  ,x y . 
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Mặt khác, trong các số hạng tương tác Coulomb có chứa biến động lực học ở mẫu số, 
ta cần tìm cách đưa các biến này khỏi mẫu số để có thể sử dụng các tính toán đại số trong 
FK-OM. Đối với bài toán nguyên tử hydro, phép biến đổi Levi-Civita ngoài việc đưa bài 
toán về dạng dao động tử phi điều hòa cũng đồng thời giải quyết được khó khăn này. Đối 
với bài toán đang xét, vẫn còn một số hạng tương tác Coulomb cần phải xử lí, do đó ta sẽ 
sử dụng phép biến đổi Fourier ngược  

   2 2
1 21 2

21 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 2 1 2

1 1 1

2 2( )

it u v R it uvit x R it ydt dt dt dt
e e

y x R t t t t 

 
   

 

 
   

  .   (4) 

Khi đó ta viết lại được phương trình Schrödinger cho MHI hai chiều trong điện 

trường đều trong không gian  ,u v  như sau: 

 ˆ 0r H E    hay  ˆ 0RH ER   ,  (5) 

trong đó 

    

       2 2
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2 2
2 2 2 2 2 2
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2 2
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u v uv u v R e
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

 



  



  
           


    



 





 (6) 

Phương pháp đại số sẽ được sử dụng để giải phương trình Schrödinger (5), (6) thông 
qua các toán tử sinh, hủy Dirac được định nghĩa lần lượt sau đây: 

 1 1
, ,

2 2

1 1
, ,

2 2

u u u u
u u

v v v v
v v





              
              

 
 (7) 

các toán tử này thỏa mañ hê ̣thức giao hoán  , 1, , 1u u v v
           

  . 

Khi sử dụng FK-OM, tính đối xứng của bài toán thường được quan tâm để giảm bớt 
khối lượng tính toán. Trong các bài toán exciton hai chiều, exciton hai chiều trong từ 

trường vuông góc… thì hình chiếu moment động lượng quỹ đạo lên trục Oz  bảo toàn, 

nghĩa là toán tử Hamilton và toán tử hình chiếu moment động lượng quỹ đạo lên trục Oz   

( ˆ
zL ) giao hoán với nhau. Vì thế ta sẽ sử dụng bộ hàm sóng cơ sở là các hàm riêng của toán 

tử ˆ
zL . Cách đơn giản nhất để thưc̣ hiêṇ điều này là điṇh nghıã toán tử sinh hủy mới là tổ 

hơp̣ tuyến tı́nh của toán tử sinh hủy cũ sao cho ˆ
zL  có daṇg trung hòa. Mặc dù đối với bài 

toán này, do ảnh hưởng của điện trường nên đại lượng này không bảo toàn, nhưng để thống 
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nhất với các công trình trước đây cũng như thuận tiện hơn trong các phân tích vật lí, ta vẫn 

sẽ sử dụng bộ hàm sóng cơ sở là các hàm riêng của toán tử ˆ
zL  để tính toán. 

Ta định nghĩa các toán tử sinh hủy mới nhằm chéo hóa ˆ
zL  như sau: 

     

     

     

     

1
ˆ ˆ ˆ ˆ1 1 ,

2 2
1

ˆ ˆ ˆ ˆ1 1 ,
2 2

1
ˆ ˆ ˆ ˆ1 1 ,

2 2
1

ˆ ˆ ˆ ˆ1 1 .
2 2

ˆ

ˆ

ˆ

u iv u iv

u iv u i v

u iv u iv

b u i v u i v

a

a

b

 


 


 


 


 

  

 

  

       

       

      

      





 (8) 

Các toán tử này cũng thỏa mañ hê ̣thức giao hoán:  , 1, , 1.a a b b
           

   

Ở đây, ta đưa vào các toán tử (8) một tham số tự do, đóng vai trò điều chỉnh tốc độ 
hội tụ. Tham số này sẽ không ảnh hưởng đến kết quả bài toán vì nó không có măṭ trong 
toán tử Hamilton toàn phần mà chỉ xuất hiêṇ trong thành phần chı́nh và thành phần nhiêũ 
loaṇ, nó đóng vai trò điều chỉnh sự chênh lệch độ lớn giữa hai thành phần này nhằm thỏa 
mãn điều kiện nhiễu loạn, do đó cũng làm tăng tốc độ hội tụ của bài toán. 

Ta viết lại được Hamiltonian của bài toán như sau: 

 
       
       

  

 

1

1 1

2
2 2 21

2

2
2 2 22

2

21 2

2 2
1 2

1 1ˆ ˆ ˆ1
8 8

ˆ ˆ ˆˆ 2 2
2

ˆ ˆ ˆˆ 2 2
2

ˆ ˆ ˆ

1ˆ ˆ ˆ ˆ ,

R

i Rt

R R
H N M M

R R

N M M a a b b ab a b

i
N M M a a b b ab a b

N M M dt dt
e O

t t

R N M M



  
   











   

   

  


 



                

       

       

 




  

 





  (9) 

trong đó toán tử 

 2 2
1 2

ˆ ˆ ˆˆexp 2O t t A iK A         (10) 
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với 

    

2 2

2 2

2 2

2 21 2 1 2

2 2
1 2 1 2

2 21 2 1 2

2 2
1 2 1 2

1 2 1 2

2 2
1 2 1 2

ˆ ,

ˆ ,

ˆ .

ˆˆ

ˆˆ

ˆˆ

it t it t
A

t t t t

it t it t
A

t t t t

i it t i it t
K a b

t t t t

a b

a b

ab

  



  
 

 

  
 

 

  
 

 


  (11)  

Toán tử (9) cũng đã được về dạng chuẩn thuận lợi cho các tính toán đại số  
(Nguyen, & Hoang, 2018):    

   
 

 

   
 

 
 
 

 
 

2 2
1 22 21 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

2 2
1 2 1 2 1 22 2

2 2 2 2 2 22 2
1 2 1 2 1 21 2

4
ˆ ˆˆ

4 1 4 1 4 1 ˆ2

4
ˆˆ ˆˆˆ / 2 4 1 4 1 4 1ˆ22 2

1 2

ˆ

4 1 ,

t tit t it t
a b M

t t t t t t t t m

t t it t it t
M a b

n N t t t t t tt t m

O e e e e

t t e e e e

  



  

      

   
       



    

 (12) 

trong đó 

1 2 1 2

2 2 2 2
1 2 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , .
it t it t

m a b m ab n a a b b
t t t t

    
           
       

 (13) 

3. Kết quả 
Sử dụng bộ hàm sóng cơ sở của dao động tử điều hòa (Nguyen et al., 2018), ta tính 

được các yếu tố ma trận của các toán tử (9), kết quả này là cơ sở để xác định nghiệm số 
chính xác cho bài toán thông qua việc giải phương trình (5) theo sơ đồ lí thuyết nhiễu loạn 
hoặc giải trực tiếp hệ phương trình tuyến tính.   

Để thuận tiện, ta viết lại 

1 2 ,R R RH H H      (14) 

với 

 
       
       

 
1

1 1
1

2
2 2 21

2

2
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2

21 2
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1 2
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8 8
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2
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2
ˆ ˆ ˆ
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R

i RtR

R R
H N M M

R R

N M M a a b b ab a b

i
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N M M dt dt
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

   
   










   

   

  


 

                

       

       

 
 


 









 (15) 

Ta tính được các yếu tố ma trận khác không như sau: 
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 Yếu tố ma trận của R   

 

  

1 1

2 2

1 1

2 2

, 1 2
,

, 1 1 2
, 1

1
1 ,

1
1 1 .

n n
n n

n n
n n

R n n

R n n






  

  
   (16) 

 Yếu tố ma trận của 1
RH  

       
1 1

2 2

, 11 1 2 1 2 1 22
, 1

1
3 1 1 ,

2
R

n n
n n

H i n n n n 



      

        

        

       

       

1 1

2 2

1 1

2 2

1 1

2 2

1 1

2 2

, 21 1 2 1 2 1 12
,

,1 1 2 1 2 2 22
, 2

1
, 31 1 2 22
, 1 1

2
, 11 1 2 12
, 3 2

1
3 3 1 2 ,

2

1
3 3 1 2 ,

2

3 !1
1 ,

2 !

3 !1
1 .

2 !

R
n n
n n

R
n n
n n

R
n n
n n

R
n n
n n

H i n n n n

H i n n n n

n
H i n

n

n
H i n

n

 


 


 


 












     

     


  


  









  (17) 

 Yếu tố ma trận của 2
RH  

    

    

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 1

2 2 2 2

,2 1 2 , 1
, 2 , 2 1

1 2 , 1 2 , 1
, 2 , 2 1

2 1 2 1

2 2 2 1 2 2 ,

R
n n s n n s
n n s ss n n s ss

n n s n n s
n n s ss n n s ss

H n s n s ss F

n n s ss F n s n s ss F

  
    

  
    

      

        



  (18) 

trong đó 

   

 
 

1 1

2 2

1 2 2 1

1 1 2 21 1 3

1 2 3 4 6 2 1 3 4

6 5 4 3 2 1

1

, 1 2 1 2
, 2

2

min 2 , 222 2 2 2

2 2 , 2 1/ 2

! ! ! 2 !

2

n n s l
n n s ss l

n s l n s l ss n n

n i n in i i
ss
s l ss i i i i i n s l ss i i i

i i i i i i

ss i

F n n n s l n s l ss

I R

 
  

           
                

             

 

     





     

   
 

     

2 5 6

1 2 3 4 5 6 1 2 4 5 6 1 2 3 5 6

2 2 3 4

2 2 3 2 1 2 3 5 6 1 1 3 4

! ! ! ! ! ! ! !

2 !
,

2 ! ! 2 !

i i i

i i i i i i ss i i i i i s l ss i i i i i

n i i i

n i i n ss i i i i i n i i i

 

           

  


          

  (19) 
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với 

 
   

 
   

1
2 22

1 2 1 21 2
, 2 2 2 2

1 2 1 2

2

2
0

41

2 1 4

1 4
2 ,

2 4 1

i Rt t t it te dt dt
I R

t t t t

r
J Rr dr

r

 



  

    









  

 

  

    
    


 

  

 



 (20) 

   sin1

2
i xJ x e d


 











    (21) 

là hàm Bessel.    
Các yếu tố ma trận khác không khác có thể xác định dựa vào tính chất của toán tử 

hermit  

' ' ' '
1 1 1 1 1 1 1 1

' ' ' '
2 2 2 2 2 2 2 2

*

, , , ,
, , , ,

, ( ) .R R

n n n n n n n n
n n n n n n n n

R R H H 
      (22) 

4. Kết luận 
Chúng tôi đã xác định được các phần tử ma trận của phương trình Schrödinger cho 

bài toán MHI trong điện trường đều và có thể lập trình tính toán. Kết quả này có thể áp 
dụng cho bài toán exiton dương trong điện trường. Và đây sẽ là cơ sở để phát triển phương 
pháp cho giải bài toán MHI trong các trường ngoài phức tạp hơn, cũng như các hệ phức tạp 
hơn trong điện trường đều. 

 
 

 Tuyên bố về quyền lợi: Các tác giả xác nhận hoàn toàn không có xung đột về quyền lợi. 

 Lời cảm ơn: Nghiên cứu này được tài trợ bởi Trường Đại học Sư phạm Thành phố 
Hồ Chí Minh trong đề tài cơ sở mã số CS2016.19.13. 
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ABSTRACT 
The article shows how the Schrödinger equation of two-dimensional molecular hydrogen ion 

2H 

in a uniform electric field was solved by using the FK operator method. Matrix elements of 
Hamiltonian are obtained, which allows calculating numerical solutions (wave functions and 
energy) of the problem. 

Keywords: two-dimensional molecular hydrogen ion, FK operator method, matrix elements, 
numerical solution. 
 

 


