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TOM TAT

Trong bai bao ndy, ching toi m¢ réng két qua néi tiéng cia 1. Z. Golubchik va AV.
Mikhalev cho dong nhat thirc nhém suy réng ciia nhém tuyén tinh tong quat trén vanh chia trong
truong hop tam khéng nhat thiét vé han.

Tir khéa: vanh chia, nhom tuyén tinh tong quat, ddng nhét thirc nhom suy rong.

1. Giéi thidu

Cho T la nhém ty do sinh bdi k phan tir {x |1§ i<k} va G la mot nhém véi tam
Z(G)={xeG|xy = yx v&i moi yeG}. Ki hiéu G+T la tich ty do cua G va T. Mot
phan tir w1 trong G*T c0 dang

W(X,, Xy ooy X, ) = alxiflazxizgz ...amximgmam+1
v6i a;eG, ¢;ell va i;e{l,2,...k} dugc goi la don thirc nhém suy réng trén G . Sb
nguyén duong

I(w) =|81|+|82|+...+|8m|
duogc goi 14 dé dai cua don thirc nhom suy rong w. Khéng mét tinh tong quat, ta co thé
biéu dién sao cho cac s6 mil & ; €{-11}. Trong truong hop ndy thi do dai I(w) =m.

Cho H la mot nhom con cia G . Ta ndi w(x, X,,...,X. ) =1 la dong nhat thirc nhém
suy réng caa H (hay H théa dong nhdt thirc nhém suy réng W(X;, Xyyeery X ) =1) néu
w(h,h,,....h) =1 véi moi h,h,,...h e H . Thém vao d6, néu tat ca hé s6 a,a,,...a_,
déu bang 1 thi w(x,,X,,...,x,) duoc goi 1a dong nhdt thirc nhém cia H. Dong nhét thic
nhém suy rong ciia nhom tuyén tinh c6 18 duge nghién ciu dau tién boi (Amitsur, 1966).
Cu thé nhu sau. Cho D 14 vanh chia c¢6 tdm F . Nam 1966, Amitsur d& chimg minh ring
néu F v han va nhdm nhan D* = D \{0} thoa mot ddng nhat thirc nhom thi D giao hoan,
tic 14 D= F . Golubchik va Mikhalev (1982) d& mé rong két qua ciia Amitsur 18n nhém
tuyén tinh téng quat GL,(D) thoa mot ddng nhit thirc nhom suy rong bang cach ching

minh két qua sau. Néu F v0 han va GL, (D) thoa ddng nhit thirc nhém suy rong thi n =1
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va D giao hoan. Chebotar va Lee (2004) da xét bai toan trén trong truong hop tam F hiru
han: Gia st D théa dong nhat thac nhom  W(X,X,,...,%)=1 Véi
WX, Xy, ) = X 0% 2. . Néu F chira it nhat &ZW) phan tir thi D giao hoan. Gan
day nhét, Bién (2015), d& mo rong cac két qua nay khi xét truong hop D* thoa mot dong
nhat thirc nhom suy rong v6i tim khong nhat thiét vo han. Cu thé hon, néu D* thoa mot
dong nhét thitc nhom suy rong W(X,, X,,..., X ) =1 V@ F c6 nhiéu hon [(W)+k phan ti thi
D giao hoan.

Trong bai bao nay, ching tdi chimg minh dugc rang néu nhom tuyén tinh tong quat
GL, (D) théa dong nhat thirc nhém suy rong W(X,, X,,..., X, ) =1 véi D la vanh chia co tam
F chua it nhat 21(w)+1 phén tir thi D giao hoan va n =1 (Dinh Ii 2.7 trong bai béo nay).
Pay c6 thé xem 12 két qua mo rong cia Dinh Ii 2.6 trong bai bao (Bién, 2015) va mé rong
mot phan cua Dinh I 1.2 trong bao béo (Kiani, Ramezan-Nassab, & Bien, 2016).

Ki thuat ma ching tdi sir dung trong bai béo nay Ia duwa trén ching minh gbc cua
(Golubchik & Mikhalev, 1982). C4c ki hi¢u ching t6i dung la thong thuong. Noi riéng,
mot s6 ki hiéu dung trong bai chiang han nhu s phan tir cia F duoc ki hiéu 1a |F| , trong
khi d6,v6i khong gian vecto V trén D, vanh End, (V) Ia vanh cac ty dong cu cia V va
(V}, Yy, V) 12 khong gian vecto con ctia V sinh béi cac phan tir v,V ...V, €V . Véi ma
tran Ae M, (D), ki higu AT la ma tran chuyén vi ciia ma trdn A.

2. Pong nhit thirc nhém suy rong trén nhom tuyén tinh tong quat

Trong truong hop D = K 1a truong va V 1a khong gian vecto N chiéu trén D, ta c6
M, (K)=End, (V). Mot cach tong quat, ta ciing co két qua twong tu cho vanh chia. Dé
tién theo ddi, ching toi trinh bay chirng minh ¢ day.

Ménh dé 2.1.

Cho Dla vanh chia va M (D) la vanh cac ma trdn vuéng cap n trén D. Khi dé,

V&i moi khong gian vecto phai n chiéu V trén D, tacd M (D)= End, (V).

Chitng minh. Goi {€}. - la co so cua khong gian vecto V . Xét anh xa

iel,n

¢ :End,(V)—— M, (D)
voi o(f)=M,, trong d6 M, la ma tran xéc dinh béi anh xa tuyén tinh f qua co so {e}.
D& thdy, anh xa duoc xac dinh nhu trén 13 mot dang cdu vanh. That vay, hién nhién ¢ béo
toan phép cong va bao toan don vi. Do d6, ta cin chi ra ¢ bao toan phép nhan. Gia sir

e(H)=06)" (@) =(y;))" va o(df)=(d;). Pat o(f)e(g)=(c;). Khi do,
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Ci= D VX VOimoii,jefl2,...,n}. Mat khac, do gf (e;) = g(eX;, +€,X;, +..+€X;,)

1<k<n

nén d; = Z YiXj - Do do d; =c;. Tu day, o(gf)=0p(g)e(f). Hién nhién ¢ 4 song

1<k<n
anh. Tir nhitng diéu kién trén ta két luan dugc rang End, (D) =M, (D).

Tu Ménh dé 2.1, ta thu dugc két qua sau

GL, (D) = Aut, (V)

Tiép theo, ta c6 mot két qua vé su mé rong cua khong gian vecto mot chiéu thoa dicu
kién khong chira mot sé lugng vecto nhat dinh.

Ménh dé 2.2.

Cho D la vanh chiatam F va V 1a mét khéng gian vecto phdi trén D ¢6 sé chiéu
la n. Gid sir v,,v,,..v, 1a m phdn tir nam trong V. Néu |F|=m+1va Vv chiza mét khong
gian vecto con mét chiéeu L théa v ;&L voimoi je{l2,...,m} thi ton tai khéng gian con
n-1chiéu L, cia V va L, chira L saocho v, ¢ L, Véimoi je{l,2,..,m}.

Chitng minh. Vi |F|=m+1, nén ta c6 thé c6 dinh tap hop | gdm m+1 phan tir doi
mot khac nhau trong F . Trong truong hgp n =2, ménh dé can chimg minh hién nhién
ding. Do d6, ta xét truong hop n>3. Voi kell théa 1<k <n-2, gia su L, la khéng
gian con k chiéu thoa v, ¢ L, voi moi j =1,m. Ta ching minh tdn tai khéng gian con
k+1 chidu L,,, chia L, VA v, ¢ L véi moi j=1m. That vay, do L la khong gian k
chiéu, khong mat tinh tong quat, nén ta c6 thé xem L = <ul,u2,...,uk>, trong do
{u,,u,,....u} 1a h¢ doc lap tuyén tinh trong V . Vi k <n—2nén co6 thé bd sung u,,U,,,
dé hé {u,,u,,...,U,,,U,.,} doc lap tuyén tinh. Ta khang dinh ton tai khong gian con mot
chiéu K, thoa

K, & <vj,u1,u2,...,uk>, voimoi j=1,m.

That vay, gia su nguoc lai, tirc 13, véi moi khéng gian con mot chiéu K, ton tai
je{l,2,....,m} sao cho K, g<vj,u1,u2,...,uk>. Khi d6, v6i m+1 phan tir trong
{Up1 U A2 €1}, tontai jedl,2,...,m} va cac phan tir 4,4 khac nhau trong | sao cho

U,y +U oAU, +U, A € <vj Uy, uz,...,uk>.

Diéu nay vo Ii bai hé {u,,...,u,,u,, +U,,A,U., +U,_,A} doc lap tuyén tinh. Tu day
suy ra ton tai khong gian con mot chidu K, thoa K, & <Vj U Uy, uk>, V&l moi | =1m.

Béng cach dat lai tén, ta ¢6 the xem K, =(u,,,). Cudi cling ta ¢ v, & (U,,U,...,U,, U, ),
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véi moi jefl,2,...m}. Pat L, =(u,u,,....u,,). Khi do, L, la khéng gian con thoa
La2L vav,el,, ,véimoi jefl,2,..,m}.

Hon nita, do L la khéng gian con mét chiéu cua V thoa v,eL, Vi moi
je{L,2,...,m}, nén ton tai cic khong gian con L, L,,..., L, , thoa

L=LcLc..cL,,,

v, gL, vimoi jefl,2,..,m}vamoi kefl,2,..,n-1}.

Tiép theo 1a mot két qua vé tinh hitu han nghiém ctia mot da thirc trén vanh R (Bien,
2015, B6 dé 2.2).
Ménh dé 2.3.

Cho RIla vanh, Fla mér truong nam trong tim Z(R) cia R. Néu
p(X) = a, +a,X+a,x* +...+a, X" € R[x] 1a mét da thirc khéng tam thwong trén R thi p(X)
c6 toi da mnghiém rén F .

Chitng minh. Xem bai béo (Bien, 2015).

Do Ménh dé 2.1. ding voi moi khong gian vecto phai V nén ké tir dy ta luén xem
V =M, ,(D) voi phép cong va phép nhan ngoai dugc dinh nghia mot cach thong thuong,

nghia la:
X Y1 Xty
X2 + y2 — XZ + y2

Xn yn Xn + yn

X, x,d
%ol Xl
X, X.d
1 Yi
véimoi d e D vamoi ):(2 , ?12 trong V . Ki hiéu [V, v, ... v,] 1a ma tran vudng cap n
X0 ) \ Y

c¢6 duge bang cach ghép cac vecto V;,V,,..., V. theo cot.
Nhu vdy, theo Ménh dé 2.1., tich ciia mot ma tran m trong M_ (D) va phantir veV

la anh cta anh xa tuyén tinh m va duoc xac dinh nhu tich ctia hai ma trdn mva v. Cac b
dé dudi day 1a mo rong cac két qua theo (Mikhalev & Golubchik, 1982) cho vanh chia c6
tdm khdng nhat thiét vo han.
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Bé dé 2.4.

Cho DIa vanh chia tam F va P =Z(M (D)). Gia si c,,c,,...C, la cac phdn tir

thuge M, (D)\P . Néu |F|=2m+1, thi ton tai phan i v trong V sao cho ¢ ¢(v) véi

Mmoi e {1,2,...,m} )

Chitng minh. Ta s& chirng minh b6 dé trén bang phép quy nap theo m . Trong trudng
hop m =1, ta gia stt véi bat ki veV thi cv=vd, véi d la phan tir nio d6 ciia D . Tir day

X X X

X X

suyrac,| .2 |=|.% |d,trongdo v=| ?
X X X

0

0
bate =|1
0
0
0
=| d,
0
0
d
d

Hon nita, do ed, +e,d, =ce +ce, =c,(e,+e,)=(e,+¢€,)d, nén | 0

nay cho ta d, =d, =d,. Tiép theo, v6i mdi v =

1. Néu x =0 thi

c,(v+e)=

0

X

n

CV+Ce.
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(x, +1d xd"+d

" ’
X,d X,d

(v+e)d"=vd"+ed hay | = Mat khic, vi x =0 nén ton tai

X x.d’

ie{2,3,..,n} saocho x, #0.Dod6 d"=d'=d va cv=vd.

2. Néu x =0 thi c/(v+e,)=cv+ce,. Didu niy tuong duong véi

x,d” x,d’
X, +1)d” x,d"+d

(v+e,)d" =vd' +e,d hay (_2 | o . Mat khéc, vi x, #0 nén d"=d'=d.
x,d" x,d’

Do d6 c,v=vd . Két hop hai truong hop trén tasuyraton tai d e D sao cho véi moi
veVthi cv=vd. Khi d6, voi bit ki ceM (D)va bit ki vev, thi
c(cv) =c(vd) = (cv)d =c,(cv). Diéu ndy c6 nghia 1a (cc)v=(cc)v. Tur diy suy ra
cc,=cl[ce, ce, - ce ]=[clce) clce,) -+ c(ce,)]. Honnita, do

[c.(ce) c(ce,) -+ c(ce,)]=c,[ce ce, ---ce,]

Nén cc, =c,c véimoi ce M, (D). Vithé ¢, e P. Mau thuin.

Theo gia thiét quy nap, ton tai v;,v, €V \{0} sao cho ¢\, e(v;) va cv, ¢(v,) Véi
moi i€{2,3,....m}. B6 dé can chimg minh hién nhién dung trong truong hop <V1> = <V2> :
Nguoc lai, ta gid st v6i mdi A cF, ton tai je{l,2,..,m} théa c,(v, +V,A) €(v, +V,1).

Xét tap hop | ={4, ‘t =1,2m+1} céc phan tir d6i mot khac nhau trong F . Theo d6 ton tai

v6i aef,2,3}. Khi do, véi mdi

jefl2,..m} théa ¢ (v, +V,4 ) =(v+v,4, )d,,
X+ ¥k ) (XA

Xty X, +Y 5 .
ae{l,2,3}, tacoc| ° . A = A d,. Bat w, =v, +v,4 va w, =V, +V,4, .

Xn + yn/lta Xn + ynﬂ“ta
Suy ra v ZV\{ﬂQ(ﬂZ _31)_1 +V\é(_ﬂ1(ﬂz _31)_1) va v, = Wl(ﬂ'l _)“2)_1 + W, (_(A'l _)“2)_1) . Hién
nhién, vi v,,v, doc lap tuyén tinh nén w,,w, ciing doc Iap tuyén tinh. Dat w, =wa, +W,a, .
Do w,w, doc lap tuyén tinh nén o +a,=1 VA al+o,d,=4. Vi thé
a,=(4-A)A4-4) eF\{0} V& a,=(A-A)A4-4) cF\{0}. D& thay rang

W, = Wy, + W, , V= Wa, + W, Va v, =Wwa, +W,o,, trong d6 o, €F va o, #0. Ta
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thay, C;W; = W,d, =we,d; +W,a,d;. Hon nita, ¢;w, =c;(Wa, +W,a,)=C,Wa, +C,W,a,.

Do w,,w, doc lap tuyén tinh va o, #0 véimoi ie1,6,nén d, =d, =d, =d . Tirdé suy ra
c;v, =¢;(Wa, +Wa,) = (W, + W, )d =vd

va tuong tu c;,v, =Vv,d. Trong truong hop j=1, do cv,=v,d nén mau thuan véi

CV, € <V1>. Ngugc lai, trong truong hop j#1, vi ¢,v, =v,d nén méau thuan véi cy, e<V2>.

Tl day, ta két luan dugc rang ton tai 4 e F thoa C;(V, +V,4) & (v, +V,A) v6imoi j vado

d6 bd dé dugc chimg minh.
Bo dé 2.5.
Cho D la vanh chia tim F va c,,c,,...,c, 1a cac phan u trong M (D)\P . Néu

|F|>=2m+1 thi ton tai y e M (D) sa0 cho yc,yc,y...yc,y =0 va y*=0.

Chimg minh. Theo Bo dé 24, tdn tai v,eV\{0} thoa c,v, ¢(v,) v6i moi
je{l,2,...,m}. Theo Ménh dé 2.2, ton tai cic phan t v, eV, ie2,n—1 sao cho hé
{v. |1£ i <n-1} doc lap tuyén tinh va thoa <V1,V2,...,Vn_l> khong chira céc phan tir C;V, Voi
jel,m. Do V la khong gian vecto phai nchiéu trén D, nén ton tai v, déhé {v, |1£ i<n}
il

X: N
la cosociaV.bBatv,=|"|vam=[vv, v, ]eM/(D), nghia 1a, mdugc lap bang

X.

n

cach ghép cac vecto v, theo cot. Ta ki hi¢u m™ 13 ma tran kha nghich ciia ma trin m . Dt

0o ... 1
y=m|: - m™.
0 --- 0
0
x e O , . P \ 2 ,
D¢ thay, yv,=| .| véi moi iel,n-1, yv,=v, va y =0. Do do, ta suy ra
0
(yc,yc,y...yc,y)v, =v,d,d,..d #0.Vay ycyc,y..yc,y#0.

Bé dé 2.6.
Cho D la vanh chia tim F va GL_ (D) la nhém tuyén tinh tong quat trén D, véi
n>2.Giasu

_ & & &m
W(X), Xy %) = 3% 28X 78 X Ay
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la don thic nhém suy rong trén GL (D). Néu GL (D) théa dong nhat thic
W(X,, Xy, X ) =1 VA |F|Z I(w) +1 thi GL, (D) ciing tha dong nhat thirc

c,x*c,x%..c,x™ ¢, =1,
trong d6 ¢; € GL,(D)\P véimoi je{l2,...,m}.

Chiing minh. Do I(W)=m va |F|22l(w)+1 nén ta doi A={A|-k<t<k} la cic
phdn tir d6i mot khéc nhau trong F va J ={j\aj eP} . Theo B6 dé2.5, tdn tai y e M_(D)
sa0 choy? =0 va ya,y #0, ycy = 0véi batki jeJ va phan tir cnao d6 trong M, (D)\P.
Pit s, =¢ji; V& X, =(L-2 Y)XL+2,y) Voi moi jelm, —-k<i <k va xeGL,(D).
D& thy, x, € GL,(D). Vithé GL, (D) ciing thoa dong nhét thirc ¢,x*¢,X*..c, X", =1,
trong d6 ¢ =a (-4 Y).Cp. =01+, Y)a,, va ¢;=Q1+4, y)al-4y) véi moi

m+1

je{lm+1}. Néu s, =-s, thi &,,=—¢, va i, =i,. Hon nita do wW(X,X,,..,x,)=1 la
dong nhat thic nhém suy rong trén GL (D) nén a eP. Tiép theo ta s& chimg minh
c, ¢ P. That vay, néu a, ¢ Pthi ye,y =Y+ y)a(1-s;y)y=yay=0. Suy ra ¢; ¢ P.
Nguoc lai néu a;jePthi A, =4 . Piéu nay din dén

C; =8, (1+}L_Sk1 y)(l—/lsJ y) =23, (/I_Sk1 —ASJ )Y.

D& thiy yeP néu a; € P. Tu day suy ra ycy=0. Diéu ndy mau thuin véi diéu
ki¢n ycy#0.Dodo c, ¢ P.

Tir cac bd dé trén ta c6 dugce két qua chinh cua bai bao.
Pinh li 2.7,
Cho D la vanh chia tim F va GL (D) la nhom tuyén tinh tong quat trén D. Gia

str WX, X,y X, ) = X, *8,X .8, X "8, la don thirc nhom suy rong rrén GL, (D). Néu

mad
GL,(D) thda dong nhdt thirc W(X;,X,,...,x)=1va |[F|>2l(w)+1thin=1va D=F.

Chitng minh. Theo B6 d& 2.6, nhém GL (D) ciling thoa dong nhat thic
CX* XX "C,,y =1, trong d6 C; &P V6i moi jelm. Theo B dé 2.5, ton tai
yeM (D) sao cho y>=0 va ycyc,y..yc,y #0. Dit x=(1+1y), trong d6 1 eF. D&
thdy, x e GL, (D). Tirday

c,l+Ay)*c,(1+Ay)=..c 1+ Ay)c, ., —1=0,
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Suy ra  by+Ab +A%h,+..+A"™, =1, Vs moi AeF. Hon nirna,
yb, Y = (66,6, ) YO Y- YC Y # 0. Mt khac, do |F|>2m+1va theo B6 dé 2.3, nén
b, =b, =..=b_=0.Mauthuin véi b_# 0. Tir day Dinh i 2.7 d& duoc chirng minh.

% Tuyén bé vé quyeén loi: Tac gid xac nhéan hoan toan khéng c6 xung dét vé quyén loi.
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ABSTRACT
This article extends a famous result of I. Z. Golubchik and A.V. Mikhalev for generalized
group identities of general linear group over division ring with center not necessarily infinite.
Keywords: division ring, general linear group, generalized group identities.

37



