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TOM TAT

Tich phén suy réng la s khdi qudt héa tich phan xdc dinh trén mét mién khéng giéi han hay
ham s6 dwdi ddu tich phdn ¢é mét gidn doan vé cwce trong mién ldy tich phan. Tich phdn suy réng
khéng thé tinh bang cdch sir dung tich phdn Riemann thong thiwong. Bai bdo ndy trinh bay mét phén
tich tri thirc ludn lich si vé su phat trién va hinh thanh khai niém tich phdn suy rong, tir do xac dinh
cdc ddc trung tri thire ludn cua tich phdn suy réng va mot s6 chuiong ngai doi voi sinh vién khi nghién
citu vé tri thire nay.

Tir khoa: phan tich tri thirc luén; diac trung khoa hoc Iuén; tich phan suy rong; gidi han;
chudng ngai

1.  Pitvan dé
L1. Swcan thiét nghién ciru khdi niém tich phén suy réng

Tich phan suy rong duoc tmg dung nhiéu trong nhiéu linh vuc nhu toan hoc, vat li va
kinh té.

Trong vat li, tich phan suy rong dugc ap dung dé nghién ctu dién thé, trong luc, hay
dong ning. Ching han, cong can thiét dé nang mot vat co khdi luong m kg tir bé mit
Trai Dt 1én khoang cach vo cing duoc tinh bai cong thic: W = f;:%dr, trong do ry la

ban kinh Trai Dat va k = 9,8mn,2.

Trong kinh té, tich phan suy rong dugc ap dung dé tinh gia tri tu ban ctia mot dong thu
nhép lién tyc: Gia tri Tu ban = fooo f(®)e Ttdt, trong d6 f(t) 1a luu lwong dong thu nhap
hang nam tai thoi diém ¢, va r 12 13i suat kép lién tuc hang nam.

Trong toan hoc, tich phan suy rong dugc ap dung trong Xéc suat va Thong k&, Chuan
ham, Giai phuong trinh vi phan, Bién d6i Fourier, Bién d6i Laplace, cac ham s dic biét nhur
Beta va Gamma.

Sy xuat hién cua tich phan suy rong trong nhiéu linh vuc khoa hoc néi trén mang dén
nhiéu tré ngai cho sinh vién (SV) dai hoc.

Cite this article as: Nguyen Ai Quoc (2019). An epistemological analysis of the concept of improper integral.
Ho Chi Minh City University of Education Journal of Science, 16(11), 731-744.
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1.2. Tén tai cic khé khan ciia sinh vién khi tiép cdn khdi ni¢m tich phén suy rong
Thang 4/2019 mét thuc nghiém khao sat dugc thuc hién trén 31 SV Truong Pai hoc
Sai Gon va Pai hoc Khoa hoc Ty nhién — Dai hoc Quéc gia Thanh phé Ho6 Chi Minh vé khai
niém tich phan suy rong. Céc sinh vién nay di két thuc hoc phan Giai tich ham mot bién bao
g6m phan Tich phan suy rong trong hoc ki I tir thang 9 dén thang 12. Noi dung thuc nghiém
bao gdm mot cau hoi va mot bai tap lién quan dén Tich phén suy rong:
Cau 1. Anh/chi hdy cho biét trong cac tich phan sau, tich phan nao 1a tich phan suy

rong, vi sao?
2 x +o0o 1 +00 42

a/ | = [ —dx b=y =dx o K=[__ x*e *dx.

Cau 2. Tinh dién tich hinh phang gi6i han boi d6 thi ham s6 y = 1/x%, dudong thang

x =1 va truc hoanh (voix > 1).

-
4

] 1 2 3

Muc tiéu cia Cau hoi 1 1 nhim tim hiéu xem sinh vién c6 nhan dang duoc Tich phan
suy rong hay khong. Cau tra 161 dung la 7, J va K 1a ba tich phan suy rong, trong do6 / thudc
loai 2, J va K thudc loai 1.

Muc tiéu ctia Cau 2 1a nham kiém tra xem sinh vién c6 thé van dung dinh nghia tich
phan suy rong dé tinh dién tich ciia mién phang dugc chi ra.

Két qua thuc nghiém c6 13/31 sinh vién chon tra 101 “C6” cho cau hoi la, trong dé cd
hai sinh vién giai thich sai bang cach dua ra nguyén ham coa x/(x-1) 1a x + In|x — 1| ma
khong quan tim dén su khong lién tuc ciia ham so tai diém bién cia mién lay tich phan. C6
18/31 sinh vién chon tra 161 “Khong”, trong d6 7 giai thich réng tich phan suy rong chi chira
can hitu han va khong chtra can vo cuec.

Dbi voi Cau 15 va le, mdi cdu déu co tat ca 31 sinh vién chon cu tra 101 “C6”, trong
d6 c6 20 giai thich dung va 4 giai thich khong ding vi cho rang tich phan c6 dang “vé dinh”,
hay K 14 tich phan suy rong loai 2. Cudi ciing ¢6 7 tra 1oi nhung khong giai thich.

D6i v6i Cau 2, ¢6 21/31 sinh vién da st dung tich phan suy rong dé tinh dién tich mién
phflng, trong d6 c6 14 tra 161 chinh xac va 7 sinh vién da xem cén vo cuc nhu mot cén hitu
han ctia tich phan xac dinh khi tinh tinh phan (Hinh 1). Con lai 10 sinh vién tra 15i khong thé
tinh dugc dién tich hinh phang vi mién phang kéo dai vo han.
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= 5: ﬂéc{d = “&/:‘Uﬁ
= O +41=A

Hinh 1. Can vo cuc nhw can hiru han

Két qua thuc nghiém cho thiy ton tai quan niém & sinh vién vé tich phan suy rong la
tich phan xéac dinh phai c6 cén 1 v6 cuc ma khong quan tim dén tich phan c6 mién l4y tich
phan chira diém tai ¢6 ham sé khong lién tuc. Mot s sinh vién bi anh hudng boi can hitu
han cua tich phan xéac dinh trong viéc tinh tich phan suy rong. Dic biét, c6 mot sd sinh vién
bi anh hudng boi yéu té phan tryc quan 1a mot mién khong gidi han khong thé co dién tich
htru han.
1.3. Sw cin thiét ciia phén tich tri thirc ludn

Viéc xac dinh cac loai sai 1am cua sinh vién trong hoc Toan va ngudn gbc cua ching
luon 1a nhiém vy dau tién dat ra ddi voi cac nha nghién ciru Didactic Toan trudc khi dua ra
cac giai phap dé gitp sinh vién loai bo cac sai 1dm d6. Theo Brousseau (1983, p.171):

- Nghia cua tri thirc, nhitng van dé ma tri thirc d6 cho phép giai quyét;
- Nhitng quan niém c6 thé gén lién voi tri thirc.

2.  Khai niém tich phan suy rong

Theo James Steward (2016), Pinh nghia tich phan suy rong loai 1:

(a) Néu [ £ (x)dx ton tai va véimoi t > a, thi [ f(x)dx = limc, f, f(x)dx néu gi6i han

nay ton tai (la mot s6 hitu han).

() J f(x)dx tdn tai va voi moi t < b, thi [7 fFO)dx = limy,_q, [ f(x)dx néu gi6i han

nay ton tai (1 mot s6 hitu han).

Tich phén suy rong faoo f(x)dx va f_boo f(x)dx dugc goi 14 hdi tu néu cac gidi han twong tng

ton tai va phan ki néu cac gidi han khong ton tai.

() Néu ca hai [ f(x)dx va [ f(x)dx hoi tu, thi ta dinh nghia
[5 fGdx = [° f(dx + [, f(x)dx.” (p.568)

Pinh nghia tich phan suy rong loai 2:
(a) Néu f lién tuc trén [a, b) va khong lién tyc tai b, thi:

b t
ff(x)dx = limt_)b—ff(x)dx

néu gidi han nay ton tai (1a mot s6 hiru han).
(b) Néu f lién tuc trén (a, b] va khong lién tuc tai a, thi:

b b
ff(x)dx = limtqa+ff(x)dx
a t
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néu gidi han nay ton tai (1a mot s hiru han).

Tich phan suy rong f; f(x)dx duoc goi 1a hoi tu néu gidi han twong ng ton tai va phan ki
néu gioi han khéng ton tai.

(c) Néu f khong lién tuc tai ¢, trong d6 a < ¢ < b, va ca hai fac f(x)dx va be f(x)dx hoi tu,
thi ta dinh nghia

[ FOOdx = [£Foodx + [ f(x)dx” (p. 571)

3.  Phan tich tri thirc ludn lich sir khai niém tich phin suy rong
3.1. Sw ra doi khai niém tich phdn suy rong
e Cdc hinh thé khéong gi6i han ciia Oresme

Khai niém tich phan suy rong, mac du chua co6 tén chinh thic, hinh thanh dau tién
trong tac pham “Tractatus de configuationibus qualitatum et motuum” (1353) (Chuyén luan
vé hinh thé cta dai luong va chuyén dong), ciia Nicole Oreme (1323-1382). Ong 1a mot triét
gia kinh vién, nha thi€n van hoc, nha toan hoc, vat li gia va giang day tai Pai hoc Paris khi
trudng nay vura thanh lap.

Trong chuong III ctia tic pham nodi trén, vé co ban ong dinh nghia tich phan Riemann
va danh gia tich phan ciia mot sé ham sé bao gom tich phan suy rong c6 do thi tién dén vo
cung hay mién lay tich phan kéo dai dén vo cung. Két qua quan trong nhét ciia 6ng vé tich
phan 1a dién tich mién ndm dudi d6 thi tuyén tinh bang tich ciia chidu dai ddy véi chiéu cao
ctia d0 thi tai trung diém cuia day. Ciing trong chuong III, 6ng trinh bay mot két qua quan
trong khac la phﬁn mat phfmg khong bi chan c6 dién tich hitu han.

Ong xét hai hinh vudng c6 canh bang 1 feet, do d6 c6 tong dién tich 1a 2 feet vudng.
Sau d6, chon hinh vudng thir hai va thuc hién phép chia hinh vuéng do6 theo canh nim ngang
cua no theo cach nhu sau:

a) b)

Hinh 2. Hinh kéo dai vo han cua Oresme
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Chia ddi canh, rdi chia d6i nira canh nam bén phai, r0i chia d6i mot phﬁn tu canh nam
bén phai, va tiép tuc phép chia v6 han lan. (Hinh 2a)

Luan ching cua Oresme tiép tuc bang sy sip xép lai cac phan cta hinh vudéng ma
khong 1am thay d6i tong dién tich cta hai hinh vuéng ban dau: Pt nira hinh vudng thit hai
(phan E) 1én dau hinh vudng thir nhét vé phia bén phai; dat tiép theo mot phan tu hinh vudng
thir hai (phan F) 1én déu cua E vé phia bén phai; rdi dit mot phan tam hinh vudng th hai
(phan G) 1én dau F vé phia bén phai; va tiép tuc nhu thé (Hinh 26). Ta s& nhan duoc mot
hinh phing cao v6 han, nhung tong dién tich 2 feet khong thay doi.

o Ldp thé dai vé han cia Torricelli

Céc két qua cua Oresme déu dugc xem xét trong khong gian 2D. Két qua dau tién xét
trong khong gian 3D la cai ma ngay nay goi la tich phéan suy rong hoi tu do Evangelista
Torricelli (1608-1647), nha toan hoc ngudi Y, kham pha vao khoang nam 1643. Két qua nay
dugc goi la Coi ctia Gabriel (Gabriel’s Trumpet)! va dugce trinh bay trong bai bao “De Solido
Hyperbolico Acuto” (Khdi Hyperbolic nhon).

Nam 1642, Torricelli tuyén bd réng mot lap thé c6 chiéu dai vo han c6 thé c6 mot thé
tich hiru han (Mancosu, 1996, p.130). Trong thuat ngit hién dai, néu quay mot doan cta dd
thi ham s6 y = 1/x xung quanh truc Ox va cit 1ap thé thu duoc v6i mat phang song song
voi truc Oy, nguoi ta thu dugc 1ap thé co chiéu dai vo6 han nhung cé thé tich hitu han.
Torricelli ching minh diéu nay bang hai cach: Trudc tién st dung phwong phdp khéng chia
tach dwoc? (method of Indivisibles), va sau d6 bang phwong phdp vét can® (method of
exhaustion).

' Tén nay dé cap dén truyén thong dé chi Tong lanh thién than Gabriel 1a thién than thoi coi dé tuyén bd Ngay
phan xét, lién két thiéng liéng, hodc v6 han, vdi su hitu han.

2 Trong Hinh hoc , phwong phap khong thé chia tach dugc, hay con goi la nguyén li Cavalier, 1a mot phuong
phap tinh dién tich va thé tich. Nguyén li Cavalier dugc phat biéu nhu sau:

“Néu hai hinh phing (hay khdi lap thé) c6 cling chiéu cao, va néu cac thiét dién tao boi cac duong thing

(hay mit phing) song song v&i cac day va co cung khoang cach dén cac day luon co cing ti sd, thi cac

hinh phang (hay khéi lap thé) ciing c6 cung ti s6 nay.” (Boyer, 1968, p.362)

Phuong phép “khéng thé chia tach dugc” bat ngudn tir thoi C6 dai. Nha khoa hoc Hi Lap Democritus
(khoang 460-380 B.C.) duong nhu coi lép thé 1a "tdng" cia mot sé lugng 16n cac nguyén ttr "khong thé chia
cat" cuc ki nho; Archimedes (287-212 trudc Cong nguyén) tim thdy dién tich va thé tich ctia nhidu hinh bang
cach két hop cac nguyén tac cua li thuyét vé don bay cua 6ng voi y tuong rang mot hinh phéng bao gdm v s6
cac doan thing song song va mot hinh hinh hoc bao gdm vé sé nhiéu mit cit phing song song. Tuy nhién,
trong thoi dai cua ho, nhiing ¥ twong va phwong phép nhu vay da bi phé phan nghiém trong. Vi du, Archimedes
cho ring cin phai cung cip mot bang chimg thir hai cta cac két qua thu duge bing phuong phap “khong thé
chia tach dugc”, dua trén phuong phap vét can. Nhitng y tudng ciia phuwong phép “khong thé chia tach dugc”
da duoc hdi sinh trong nghién ciru toan hoc vao dau thé ki XVI dén thé ki XVII cua J. Kepler va dic biét 1a B.
Cavalieri, ma phuong phap nay thuong dugc lién két voi tén 6ng nhidu nhét. Phién ban phuwong phap cia
Cavalieri sau d6 di dwoc chuyén ddi dang ké va phuc vu nhu mot giai doan trong viéc tao ra phép tinh tich
phan. (Katz, 2009)

3 Trong Toan hoc, phuong phap vét can 1a ki thuat duoc phat minh boi nguoi Hi Lap c¢b dé chimg minh cac
ménh dé lién quan dén dién tich va thé tich ctia cac hinh hinh hoc. Mic du la tién than cua phép tinh tich phan,
phuong phap vét can khong sir dung giéi han ciing nhu luén chimg vé cac dai lugng vo ciing bé. Thay vao do,

735



Tap chi Khoa hoc Trwong DPHSP TPHCM Tap 16, So 11 (2019): 731-744

Hinh 3. Coi Gabriel

Lap thé thu duoc goi 1a “lap thé dai vo han cua Torricelli” (Hinh 3). Cac ki thuat nén
tang cho su x4c dinh “lap thé dai vo han cua Torricelli” dugc cung cip boi phwong phdp
khéng thé chia tach dwoc cua nha toan hoc ngudi Y Evangelista Cavalieri (1598-1647) tix
nhitng nam 1630 (Mancosu, 1996, p.131). Tuy nhién, diém khac biét 1a Torricelli st dung
cac dudng cong khong chia tach dugc trén cac 1ap thé co chidu dai vo han. Trong (Mancosu,
1996, p.131), do tinh chit phan truc quan, khdi tron xoay cua Torricelli 43 c6 mét tac dong
16n dén cong déng khoa hoc thé ki XVIL. Tai Anh, nha toan hoc John Wallis (1616-1703)
va nha triét hoc Thomas Hobbes (1588-1679) da tham gia vao mot cudc tranh cai kéo dai
xung quanh mot sb chu d& toan hoc, trong d6 ¢ khéi tron xoay cua Torricelli.

Hobbes di tir chdi sy ton tai clia cac vat thé vo han, chéng han “lap thé dai vo han cua
Torricelli”, vi “... ching ta chi c6 thé biét vé nhiing gi chiing ta cam nhén duoc hodc vé
nhitng gi chung ta c¢6 thé tao ra tir nhitng ¥ twong ma minh cam nhan” (Mancosu, 1996,
p. 145146). Ong nhan manh rang moi vat thé déu phai ton tai trong vii try va dwoc nhan thic
boi anh sang tu nhién”. Mancosu (1996) chi ra rang nhiéu nha triét hoc thé ki XVII cho rang
Hinh hoc cung cip cho chung ta kién thirc khong thé chdi cai va tat ca cac kién thirc déu lién
quan dén mot tap hop cac su that hién nhién dugc biét dén boi “anh sang tu nhién” (Mancosu,
1996, p.137-138).

Hobbes nhin manh rﬁng, khi cac nha toan hoc néi vé “mot duong dai v6 han”, thi diéu
nay s& dugc hiéu 1a mot duong c6 thé duoc mo rong nhiéu nhu ngudi ta mong mudn. Ong
1ap luan rang cac vat thé vo han khong co co so vat chat va do d6 khong thé cam nhan duoc
bang ‘anh sang tu nhién”. Theo Hobbes, khong thé noi vé mot “duong dai vo han” nhu mot

déy 1a mot quy trinh logic chit ch&, dua trén tién dé ring mot dai lugng cho trude c6 thé dwoc tao ra nho hon
mot dai luong cho trudce khac bang cach giam né di mot nira lién tiép (mot s6 1an hiru han). Phuong phép vét
can tinh dién tich cia mot hinh bang cach noi tiép bén trong né mét diy da giac c6 dién tich hoi tu vé dién tich
cta hinh ban dau. Néu day da giac duoc dung chinh xac thi hi¢u dién tich giira da giac » canh va hinh ban dau
s€ nho tuy y khi # trd nén 16n. Khi hi¢u dién tich nho tuy y, cac gia tri co thé cho dién tich cua hinh “dugc vét
can” mot cach co hé théng boi cac dién tich bi chian dudi duge thiét 1ap lién tiép boi cac sd hang cua day. Y
tudng ctia phuong phap vét can nay sinh vao cudi thé ki thir V trude Cong nguyén do Antiphon dua ra mac di
ong khong hiéu rd hoan toan vé no. Li thuyét nay duge Eudoxus cia xt Cnidus thie hién nghiém ngat mot vai
thé ki sau khi 6ng tinh dién tich va thé tich. Phwong phap vét can lai dugc phat minh tai Trung Qudc vao thé
ki thr 3 boi Liu Hiu dé tinh dién tich mot hinh tron. Thuat ngir Phuong phép vét can dugc Gregory cua ving
Saint Vincent dua ra du tién trong tic phAm Opus geometricum quadraturae circuli et sectionum. (Katz, 2009)
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thir gi d6 duoc cho trude. Pidu twong ty cling ¢6 gia tri ddi véi cac 1ap thé co chiéu dai vo
han nhung véi thé tich hiru han.

Trong khi d6, d6i véi Wallis, “lap thé dai vo han ctia Torricelli” khong phai 1a van dé
mién 1a né duoc coi 1a mot ddi tuong toan hoc. Ong tra 101 cho Hobbes:

Mot bé mit, hay mét 1ap thé, c6 thé gia st dugc cAu tao dai vo han, nhung 16n hitu han... va

khong c6 trong tim. Chang han nhu khdi hyperbolic nhon cuia Torricelli; va vo sb nhing thir

khéc, dugc Tién si Wallis, Ngai Fermat, va nhiéu nguoi khac kham pha. Nhung dé xac dinh
didu nay can nhiéu Hinh hoc va Logic hon ma ngai Hobbes khong c6”
(Mancosu, 1996, p. 146)

Khong dong ¥ véi Wallis, Hobbes tra 10i:

T6i khong nhé diéu nay cua Torricelli, va toi nghi Tién si Wallis sai va ngai Fermat ciing vay.

Bai vi, dé hiéu duoc diéu nay, mot ngudi khong can thiét phai 1a mot nha hinh hoc hay 1a mot

nha logic, nhung nguoi d6 phai bi dién.” (Mancosu, 1996, p.146-147)

Theo Mancosu, Wallis ddng ¥ v6i quan diém cta Leibniz rang khi noi vé “lap thé dai
v6 han ctia Torricelli” thi khong c6 gi ngoan muc hon 1a chudi v6 han % + i + % + 1—16 + % +
.- bang 1.

Néu phuong phap méi dan dén két qua 1a cac 1ap thé vo han c6 thé c6 thé tich hitu han,
thi nhitng 1ap thé nay ton tai trong mot bdi canh toan hoc. Khac vdi Hobbes, c6 vé nhu Wallis
(va Leibniz) da tao ra sy khac biét gitra cac ddi tugng toan hoc va “cac dbi tugng khac”. Co 1&
nguoi ta cling ¢6 thé noi rang Wallis va Leibniz da khai quéat hoa khai niém thé tich khong chi
1a phép do trén cac 1ap thé hiru han, ma con 14 phép do trén cac lap thé co chiéu dai vo han.

Mot van d& tuong tu (nhung hién dai hon) 1a chi ra rang s6 phan tir trong tap hop tat
ca cac so tu nhién, xét vé mit sé luong, bang sd phan tir trong tap hop tat ca cac sd chin
duong. Diéu nay duogc thuc hién bang cach chi ra rang ton tai mot sy twong g mot — mot
giita cac phan ttr cua hai tap hop {0,1,2,3,..} va {2,4,6,8, ... }.

Trong trudng hop nay, khai niém vé “s6” duogc khai quat hoa. N6 twong d6i d& dang
dé xac dinh xem s6 luong phan tir trong hai tip hiru han c6 bang nhau hay khong. Nguoi ta
chi don gian 1a phai &ém céac phan tir trong hai tap twong Gmg. N6 ciing twrong d6i d& dang
dé thiét 1ap mot sy twong tmg mot — mot giita cac phan tir trong truong hop do.

Tuy nhién, dé xac dinh xem céac phan tir trong hai tap hop v6 han ¢ bang nhau la diéu
khong dé dang. Trong trudng hop nhur vy, nguoi ta phdi sir dung mot phwong phap nao d6
dé thiét 1ap sy twong img mot — mot giita cac phan tir trong hai tap hop.

Piéu quan trong can luu ¥ rang “lap thé dai vo han cia Torricelli” ciing nhu vi du so
sanh s& luong cc phan tir trong hai tap hop v6 han trai ngugc voi “tinh hudng hang ngay”
boi vi chung ta nhan dugce “cac nghich li”.

Trong vi du sau cung, tap hop cac sé chin duong chira trong tip hop céac s6 tu nhién
(mic du cac tap hop nay c6 cung sd luong) va trong vi du trude, ching ta thu duoc mot 1ap
thé c6 thé tich hiru han nhung c6 chiéu dai vo han.
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e Phép cdu phuwong ciia Fermat trén hyperbol va parabol bic cao

Torricelli ciing da chtng to rang dién tich mién nim dudi mot duong cong y = x™
n+1_ ,n+1 ,
2 2 v6&imoi sb tu nhién n. Pierre Fermat (1601-1665)

nam giita x = a va x = b bang
da chirg minh rang hé thirc nay ciing diing voi moi s6 hiru ti khac —1.

Loi giai cua Fermat cho bai toan cau phuong vira tan dung vira mo rong cac nd luc
trudc d6 cua Archimedes, Cavalieri, Kepler, Oresme, va Wallis. Nhiing dong gop doc déao
ctia 6ng 1a ngudi dau tién thue hién phép cdu phuong ciia cac hinh phi tuyén tinh trén mot
mién v6 han va dugc xem 1a sur hinh thanh dau tién cta khai niém tich phén suy rong.

Fermat nhén xét ring Archimedes chi str dung cAp s6 nhan cho phép cau phuong cia
parabol, va khi so sanh cac dai lugng khong dong nhit, ong ty gidi han minh véi cap sd
cong. Fermat dat vin dé co phai vi Archimedes thay rang cap s6 nhan khong phu hop cho
phép cau phuong? Co phai bai vi ki thuat dic biét ma Archimedes da str dung dé thuc hién
phép cau phuong cho parabola dau tién véi cap s6 nhan rat kho ap dung cho cac dudng khac?

Fermat nhan ra rang cap s nhan kha hiéu qua cho phép cau phuong cho ca parabol va
hyperbol bang mot phuong phap hoan toan giéng nhau va éng mudn truyén dat phat minh
nay cho cong déng cac nha hinh hoc hién dai.

Fermat bat dau bang cach xem xét hyperbol tong quat DSEF (Hinh 4) gidi han béi cac
tiém cin AR va AC va hinh nhu sau:

AN

E
——y
\..
T
a G H 0O ™M R

Hinh 4. Phép cau phirong ciia Hyperbol

Sau khi chon céac diém G, H, O... trén truc Ox, Fermat dung cac duong théng theo thu
tu EG, [H, NO... song song vai tiém cén AC, tat ca dugc thyuc hién theo hai tiéu chi:

+ Cac doan théng AG, AH, AO... tao thanh mot cép s6 nhan tang vO han sao cho
AG _AH _ A0 _ |
AH A0 AM 7 i

+ Cac doan thang AG, AH, AO... 1a “da gan vdi nhau” sao cho cac hinh chir nhat bi
gidi han duoc xap xi véi hinh thang, tirc 13 hinh chit nhat duong chéo EH xap xi hinh thang
EGHI.

A

\ , . s 1A L 42 1A n Gm \ f 1t A  n
Puodng cong hyperbol dugc xac dinh béi h¢ thue ti 1€ % = ZW’ ma trong ki hiéu hién

. POy fe o 1A 2 AH? G' | .2 .
dai 1a x™y™ = k. Trong phan tiép theo, Fermat xem xét ti 1€ cu thé A—I;z = i[T, biéu thi

phuong trinh y = % Muc dich cta Fermat 1a xac dinh dién tich cia mién vé han DEGR.
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Ong xét cdp s6 nhan giam c6 cac s6 hang 1an luot 1a AG, AH, AO... va gia st rang cac
s6 hang nay du gan nhau sao cho ¢ thé danh dong (ad-equate) chiing theo phwong phép cta
Archimedes, hay d4nh dong bang cach xap xi hinh binh hanh GExGH véi ti giac cong GHIE.
Ong ciing gia sir thém rang cac khoang dau tién GH, HO, OM. .. ciia céc s hang cép s bang
nhau dé dé dang sir dung phuong phap vét can ciia Archimedes lam nho dén muc khong thé
bang phuong phap hinh chir nhat ngoai tiép va noi tiép*. Ong thiét lap mot sb ti 1é:

A G _HO L ﬂ va tap trung vao ti s6 dién tich ctia hai hinh chit nhat

AH HO oM’ AG? AG’
EGXGH _ AO

dau tién va chiing t6 rang: ——— = —.
HIXHO ~ AH

Bz‘?lng cach xac dinh moi quan h¢ ti 1¢ cho cac doan théng AG, AH va AO la E = %,

EGXGH _ A0 _ AH
- = = 2= Sau d6, Fermat luu y rang ong c6 thé chimg minh tuong tyr
HIXHO ~ AH  AG’

s HIXHO _ A0 _ AH TS U . Y 1A
rang A —, tir d6 suy ra rang: “nhiéu v han hinh chit nhat FGxGH, HIxHO,
NOXMO =~ AH ~ AG

NOxOM... s& tao thanh mot cap sd nhan, ma ti sé ciia ching bang AH/AG.

O giai doan nay trong chimg minh, Fermat tao ra hai “budc nhay” 1on:

Thir nhit, ong st dung mot tinh chét ndi tiéng cua cép s6 nhan, Ménh dé 35 cua Euclid
(Quyén IX) trong tac pham “Co so”, cu thé 1a dinh li sau: Cho mét cap s6 nhdn c6 cdc s6
hang giam vé han, ti s6 giita hiéu ciia hai s6 hang lién tiép ciia cdp sé nay véi sé nho nhat
trong hai s6 dé bang ti s6 ciia so 16n nhdt trong tdt cd cdc sé hang ciia cdp s6 voi tong tat
cd cdc s6 khdc dén vé cing.

tur do suy ra:

Vi dy: Tong tét ca cac s6 hang cua cap sd nhan 3,1, % é % .ngoaitrr31al 1. Tisb

ciia 3 voi 1= bang ti s6 ctia 2 voi 1. Tuong tu, d6i voi hai s hang lién tlep Va , thi hiéu

cua chung la 9— , €O ti s6 v6i s6 nho hon 5 cling bang ti s6 cua 2 véi 1.

Thir hai, 6ng st dung phwong phap “danh doéng” dwoc Archimedes va Diophantus phat
trién, theo d6 ngudi ta c6 thé “danh dong” mot sd va sy xap xi cua nd qua mdt tién trinh
gi6i han.

Theo ménh dé cua Euclid, Fermat 1ap luén réng ti s6 GH (tirc 1a hiéu cua hai s6 hang
dau tién AG va AH) vé6i s6 hang nho hon AG bang ti sé cia GE x GH (hinh chir nhat dau
tién) so voi tong cua tat ca cac hinh chit nhat khac “véi sb lugng vo han”. Sir dung su danh
d6ng va nhan xét rang chiéu rong ciia hinh chir nhat 1a rat nho, Fermat két luan rang “ tong
la hinh v6 han bi gidi han béi HI, tiém can HR, va duong cong dugc mo rong vo han IND.

4 Pé tinh dién tich mlen dud6i mot duong cong, ta lam xAp xi bang cach st dung hinh chir nhét ndi tlep trong
duong cong va ngoai t1ep trén duong cong. Téng dién tich cac hinh chit nhat noi tiép la tong dudi, va tong cac
hinh chit nhat ngoai tiép 1a tdng trén. Bang cach lay nhiéu hinh chit nhat hon, ta s€ c6 xap xi t6t hon. Trong
gi6i han, khi sb hinh chit nhat ting dén c6 cung thi cac tong trén va téng dudi hoi tu vé ciing mot gia tri ma
chinh 1a dién tich ctia mién nim du6i duong cong. (Katz, 2009)
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. 1« GH _ GEXGH
bs la AG _ dt(DIHR)'
chir nhat (AGxEG) bang dién tich mién DIHR.

Fermat két thiic chimg minh ctia 6ng v6i dong chir sau: Do d6 hinh chir nhat GExGH

Sau d6, Fernmat sir dung ti 18 nay dé chimg minh rang dién tich hinh

bang v6i hinh da néu ¢ trén; néu chung ta thém hinh chit nhat EGxGH vio hai bén, bang
cach tuan theo cac phép chia li€n tuc vo6 thoi han, thi n6 s€ bién mét va s& giam dén khong,
thi chung ta di dén sy that nay ma s& dugc dé dang khang dinh bang mot chimg minh dai
hon, dugc thuc hién theo phong cach ciia Archimedes: trong loai hyperbol nay, hinh binh
hanh AE tuong duong vi hinh dugce gidi han boi day GE, tiém can GR va duong cong ED
kéo dai vo tan.

e Duong Cissoid’® ciia René Francois de Sluse va Christiaan Huygens

Sluse va Huygens bat dau nghién ciru dudng cissoid trong bai giang tir nam 1658.
Sluse (1622-1685), ngudi Bi, 1a nha toan hoc va gido si cua Liége va Christiaan Huygens
(1629-1695), nguoi Ha Lan, 1a nha toan hoc, thién van hoc va vat 1i hoc.

Nén tang nghién ctru dudng cissoid gdm hai phan. Trong phan thtr nhét, n6 phu hop
trong mot chuong trinh rong 16n hon ¢ muc tiéu rat ra phép cau phuong cua dudng tron tir
phép cau phuong cua cac duong cong lién quan dén dudng tron, va dudng cissoid 1a mot
trong nhitng duong cong nhur thé. Trong phén thir hai, Sluse va Huygens ciing nhu cac dong
nghiép, da kha bdi rdi trude kham pha “Tich phéan suy rong” ciia Torricelli. Sluse va Huygens
¢ ging tim kiém mot két qua twong ty cho cac dudng cong khac ¢ chidu dai vo han, va
duong cissoid 1a mot tng cir vién.

Trong bac thu gti cho Huygens ngay 14 thang 3 nam 1568 (Huygens, 1889,
p.150-152), Sluse d trinh bay viéc tinh thé tich lap thé v han sinh ra khi quay cissoid xung
quanh tiém cén ciia n6 bang cach chimg minh rang thé tich cta né 1a hitu han. Chting minh
ctia 6ng sir dung vo hinh try nhu khong thé chia tich dugce (Hinh 5) dua trén tinh chit thir
hai ctia cissoid: EQ: AQ = AQ: X0 = XQ: BQ. Bang cach nhan chéo cac phan tir bén ngoai,
thu duoc: EQxBQ = AQxXQ va 2 mxBOXEQ = 2 7xAQxXQ hay dién tich bé mat hinh tru bén
trai = dién tich bé mat hinh try bén phai. Hon nita, cac v6 hinh tru ¢6 cing khoang cach dén
tiém can. Vi thé thé tich 1ap thé tron xoay cua cissoid quanh tiém can ciia né bang thé tich
1ap thé tron xoay khi xoay ntra duong tron xung quanh tiép tuyén v6i né tai diém A. Thé tich
cua 1ap thé tron xoay trong gidng mot qua tao, dugc Kepler tinh toan trong tac pham New
solid geometry of wine barrels (Hinh hoc 13p thé méi cta cac thung ruou).

5 Trong hinh hoc, dudng cissoid ctia Diocles 1a mot duong cong phing dang luu ¥ boi tinh chét 1a n6 c6 thé
duoc str dung dé dung hai ti 1€ trung binh cho mét ti 1€ cho trude. Pac biét, n6 cod thé duoc str dung dé gép doi
mot khéi 1ap phwong (mdt trong ba bai toan 16n ctia Hi Lap c6 dai). N6 ¢o thé duoc dinh nghia 1a duong cissoid
clia mot dudng tron va mot duong thing tiép tuyén véi nd so vai mot diém cia duong tron déi tam véi tiép
diém. Tir “cissoid” xudt phat tir tiéng Hi Lap “kiccoedng kissoeides™ (hinh cay Thudng xuén) tir k1666 kissos
(cay thuong xuén) va -oe1drg -oeidés (c6 sy giéng nhau cua). Puong cong duoc dat tén theo Diocles, nguoi
nghién ctru nd & thé ki thir hai trude Cong nguyén. (Katz, 2009)
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Hinh 5. Duong cissoid cua Sluse va Huygens (Jahnke, 2016)
3.2. Cic quan niém vé sw hinh thanh tich phan suy rong
Két qua phan tich lich st hinh thanh Tich phén suy rong cho thiy qua trinh hinh thanh
tri thirc nay chiu anh huéng cia cac quan ni¢m sau:

- Quan niém hinh hoc: Tich phan suy rong gén lién véi viée xem xét dién tich cia mot
mién 2D khong gidi han hay thé tich ctia mot 1ap thé dai vo han véi cac phuong phap hinh
hoc: phuong phap vét can, phuong phap khong thé chia tich dugc, phuong phép cau phuong,
phuong phap danh dong.

- Quan niém dai sé: Tich phan suy rong gin lién v6i viéc st dung cap s6 nhan trong
phép cau phuong cua Fermat.

- Quan niém xdp xi: dugc thé hién trong phuong phap danh dong ciia Archimedes va
Diophantus.

3.3. Cac dac trung tri thirc lugn ciia khdi niém tich phdn suy rong

Tt viéc phan tich qua trinh lich suir hinh thanh khai niém tich phan suy rong dya trén
cac tai liéu tham khao: Babb (2005), Mancosu (1996); Paradis, Pla, & Viader (2004); Katz
(2009), Jahnke (2016), rut ra dugc cac dac trung tri thirc luan cua khai niém tich phan suy
rong nhu sau:

- DPac trung hitu han, vé han: Mot hinh phé'ing khong bi gidi han c6 dién tich hitu han,
mot vat thé hinh hoc c6 chiéu dai vo han c6 thé tich hitu han.

- Dic trung gi6i han: Rut ra tir dinh nghia Tich phan suy rong 1a két qua gidi han tai vo
cuc cua mot “tich phan xac dinh” khi mét can tién dén vo cung, hay gi¢i han mot bén cua
mot “tich phan xac dinh” tai diém ma ham s dudi diu tich phan khong xac dinh.

- Dic trung khdng bi gidi han: Tich phan suy rong gin lién v6i cac hinh khong bi
gidi han.

- Dic trung dién tich va thé tich: Khai niém tich phan suy rong khoi ngudn tir viée xem
xét dién tich cac hinh phang va thé tich mot 1ap thé tron xoay.

- Dic trung chudi vé han: Lap thé dai vo han cua Torricelli gfm lién v&i su hoi tu cua
chudi v6 han theo quan diém cia Wallis va Leibniz.

- Dic trung tién todn hoc: Khai niém tich phan suy rong duoc nghién ciru nhung khong
c6 tén trong cac nghién ctru cua Oreme, Torricelli va Fermat.
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- Dic trung da tiép cdn: Tiép can qua viéc tinh dién tich mién dudi dudng tuyén tinh,
dudng phi tuyén tinh; qua tinh thé tich l4p thé tron xoay sinh ra khi quay mot dudng hyperbol,
cissoid xung quanh tiém can cta chung.

3.4. Chwdng ngai tri thirc lugn dwoc nhin dang

Nhiing tranh cii trong lich str vé mot s6 d6i tugng hinh hoc khong bi gidi han cho thay
ngudi hoe khé o thé hiéu duoc cac ddi tugng nay. Vi thé, sinh vién hoc Giai tich ¢ thé s&
gip kho khin dé tuong twong va chip nhan nhimg ddi twong hinh hoc nay.

Tir két qua phan tich lich sir hinh thanh tich phan suy rong, chung t6i xac dinh duoc
mot chudng ngai tri thirc luan cua tich phan suy rong la:

- Chuéng ngai phdn trire quan: Mot hinh phang va mot l4p thé khong bi giéi han nhung
c6 dién tich va thé tich hitu han.

- Chudng ngai tinh hitu han cua tich phdn xac dinh: Tich phan suy rong la su khai quat
hoéa tich phan xéac dinh trén mién khong giéi han.

3.5. Gid thuyét nghién ciru

Vi hai kho khan xac dinh dugc cia sinh vién trong thuc nghiém khao sat ban dau:

- Quan ni¢ém tich phén suy rong chi la tich phan xac dinh phai c6 can v cuc;

- Bi anh huong cua can hitu han ciia mién 13y tich phan trong tich phan xac dinh trong
viéc tinh tich phén suy rong;

- Quan niém mién khéng giéi han khong thé c6 dién tich hiru han, va tir két qua phan
tich tri thirc ludn & Muc 3.2 va 3.3, chung toi xdy dung gia thuyét H sau day vé cac kho khan
khi sinh vién lan dau tiép can Tich phan suy rong:

H. Thudc tinh hitu han cia cdc doi twong hinh hoc quen thudc la mot chuwong ngai doi
véi sinh vién khoa Todn khi tiép cdn khdi niém Tich phdn suy réng.

4. Kétluan

Két qua phan tich tri thire luan lich str Tich phan suy rong cho thay nghia cua tri thirc
nay 1a hinh phang khong gidi han c6 dién tich hiru han hay 1ap thé dai v6 han c6 thé tich hiru
han. Sy hinh thanh cua tri thirc nay chiu &nh huéng manh mé ctia cac quan ni€ém Hinh hoc
vao thé ki XVII véi cac phuong phap vét can, phuong phap danh dong, phuong phap khong
thé chia tach dugc, phuong phap cau phuong. Ciing chinh vao thé ki nay, di co hai budc
nhay 16n cho sy hinh thanh khai niém tich phan suy rong, d6 1a str dung cong cu cap sé nhan
ctia dai s6 va phuong phap déanh dong cua Fermat trong viéc cau phuong dudng hyperbol.

Mit khac, tri thirc nay c6 mbi lién hé chat ché véi dién tich hinh phang, hay thé tich
lap thé, va chudi vo han. Tinh ton tai Tich phan suy rong gén lién viéc xem xét tinh hoi tu
ctia ham s tai vo cuc.

Pé kiém chung gia thuyét nghién ciru néu ra & muc 3.5 va ba kho khan cua sinh vién
khi tiép can Tich phan suy rong, trong nghién ctru tiép theo chung t6i s& tién hanh mot thuc
nghiém tai hai Truong: Pai hoc Khoa hoc Tu nhién va Pai hoc Sai Gon, va cac két qua
nghién ciru s& dugc trinh bay trong mot bai viét khac.
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% Tuyén bé vé quyén Ioi: Cac tac gid xac nhan hoan toan khéng cé xung dét vé quyén Ioi.
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ABSTRACT
An improper integral is the generalization of a definite integral on an unlimited domain or
the integrand that approaches infinity at one or more points in the range of integration. Improper
integrals cannot be computed using a normal Riemann integral. This paper presents an
epistemological analysis of the history of developing and forming the concept of improper integral,
which helps determine the epistemological characteristics of an improper integral and some
challenges students may face when learning the improper integral.
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