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TÓM TẮT 

Cho   một vành chia quaternion thực và * \ {0}=   là một nhóm nhân trong .� Một 

nhóm con N  của *  được gọi là gần á chuẩn tắc nếu tồn tại một dãy các nhóm con 
*

1 2 2 1 0n n n
N N N N N N N

- -
= £ £ £ £ £ £ =   

sao cho với mỗi 0 ,i n£ <  hoặc 
1i

N +  là nhóm con chuẩn tắc của 
i
N  hoặc 

1i
N +  có chỉ số hữu 

hạn trong .
i
N  Trong bài báo này, chúng tôi chứng minh mọi nhóm con gần á chuẩn tắc của *  đều 

là nhóm con chuẩn tắc.  
Từ khóa: vành chia; vành chia quaternion thực; nhóm con gần á chuẩn tắc 

 

1. Giới thiệu 
Cho G  là một nhóm. Một nhóm con N  của G  được gọi là á chuẩn tắc trong G  nếu 

tồn tại một dãy các nhóm con 

1 2 2 1 0
,

n n n
N N N N N N N G- -= =      

và N  là gần á chuẩn tắc trong G  nếu tồn tại một dãy các nhóm con 

1 2 2 1 0n n n
N N N N N N N G- -= £ £ £ £ £ £ =  

sao cho với mỗi 0 ,i n£ <  hoặc 
1i

N +  là nhóm con chuẩn tắc của 
i
N  hoặc 

1i
N +  có chỉ số 

hữu hạn trong .
i
N  Dãy các nhóm con này được gọi là dãy gần chuẩn tắc của N  trong G  

(Hartley, 1989). Nếu r  là số nhỏ nhất thỏa mãn dãy trên thì r  được gọi là chiều dài của N  
trong .G  Theo định nghĩa trên, ta dễ dàng nhận thấy rằng mọi nhóm con á chuẩn tắc của một 
nhóm đều là nhóm con gần á chuẩn tắc. Lớp các nhóm con gần á chuẩn tắc của nhóm tuyến 
tính tổng quát đã được nghiên cứu đầu tiên bởi Wehfritz (1993). Gần đây, các tác giả 
Nguyen, Mai và Bui (2017) đã chứng minh được rằng, nếu D  là một vành chia với tâm vô 
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hạn và n  là số nguyên dương lớn hơn 1 thì mọi nhóm con gần á chuẩn tắc trong ( )n
GL D  

là chuẩn tắc. Tuy nhiên, với 1,n =  tức là với nhóm nhân ( ) *
1

GL D D=  của vành chia D  

thì kết quả này không còn đúng nữa. Cụ thể là có nhiều lớp vành chia chứa nhóm con gần á 
chuẩn tắc nhưng không chuẩn tắc. Greenfield (1978) đã xây dựng một nhóm con á chuẩn tắc 
(do đó gần á chuẩn tắc) trong một vành chia, nhưng không chuẩn tắc. Các tác giả Trinh, Mai 
và Bui (2019) đã xây dựng ví dụ về một nhóm con gần á chuẩn tắc trong một vành chia, 
nhưng không á chuẩn tắc và do đó không chuẩn tắc. Trong bài báo này, chúng tôi sẽ chứng 
minh mọi nhóm con gần á chuẩn tắc của nhóm nhân trong vành chia quaternion thực đều là 
chuẩn tắc.  

Các kí hiệu trong bài báo này là các kí hiệu thường dùng. Chẳng hạn, nếu D  là vành 

chia thì ( )Z D  được kí hiệu là tâm của ,D  tức là  gồm các phần tử giao hoán với các 

phần tử còn lại trong ,D  tập hợp { }* \ 0D D=  là một nhóm nhân của .D  Giả sử G  là một 

nhóm con của *.D  Ta nói rằng G  là nhóm con trung tâm nếu ( ).G Z DÍ   

2. Vành chia quaternion thực 
Trong phần này, chúng tôi trình bày một số kết quả liên quan tới vành chia quaternion 

thực sẽ được sử dụng trong Mục 3. Tập tất cả các quaternion thực được kí hiệu bởi  

{ }| , , , ,a bi cj dk a b c d= + + + Î   

trong đó 2 2 2 1i j k= = = -  và , ,ri ir rj jr rk kr= = =  với mọi .r Î   Chú ý rằng 

, , .ij ji k jk kj i ki ik j= - = = - = = - =  

Ta có ( )Z =   và   là một không gian véc tơ 4  chiều trên   với { }1, , ,S i j k=  

là một cơ sở của   trên .  Giả sử a bi cj dka = + + +  và x yi zj tkb = + + +  là hai 

phần tử trong .  Khi đó 

( )( )
( )

( ) ( ) .

a bi cj dk x yi zj tk

ax by cz dt bx ay dz ct i

cx dy az bt j dx cy bz at k

ab = + + + + + +

= - - - + + - +

+ + + - + - + +

 

Do đó tọa độ của véc tơ ab  đối với cơ sở S  là  

S

ax by cz dt a b c d x

bx ay dz ct b a d c y

cx dy az bt c d a b z

dx cy bz at d c b a t

ab

é ù é ù é ù- - - - - -ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê ú+ - + -ê ú ê ú ê úé ù = =ê ú ê ú ê úê úë û + + - -ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê ú- + + -ê ú ê ú ê úë û ë û ë û

 

Ta gọi a bi cj dka = - - -  là liên hợp của a bi cj dka = + + +  trong .  Khi đó 
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2 2 2 2

2 2 2 2

0

0

0

0

0

0

S

S

a b c d a a b c d

b a d c b

c d a b c

d c b a d

a b c d a a b c d

b a d c b

c d a b c

d c b a d

aa

aa

é ùé ù é ù- - - + + +ê úê ú ê ú
ê úê ú ê ú- - ê úê ú ê úé ù = = ê úê ú ê úê úë û - - ê úê ú ê ú
ê úê ú ê ú- - ê úê ú ê úë û ë û ë û
éé ù é ù + + +êê ú ê ú
êê ú ê ú- - êê ú ê úé ù = =ê ú ê úê úë û - -ê ú ê ú

ê ú ê ú- -ê ú ê úë û ë û ë

ù
ú
ú
ú

ê ú
ê ú
ê ú
ê úû

 

Do đó 2 2 2 2.a b c daa aa= = + + +  Chuẩn của a Î   được định nghĩa bởi 

( ) .N a aa=  

Ta có 

S

x y z t a ax by cz dt

y x t z b bx ay dz ct

z t x y c cx dy az bt

t z y x d dx cy bz at

ba

é ù é ù é ù- - -ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê ú- - - - - + -ê ú ê ú ê úé ù = =ê ú ê ú ê úê úë û - - - - - - - +ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê ú- - - - + - -ê ú ê ú ê úë û ë û ë û

 

Theo trên, ta có 

S

ax by cz dt

bx ay dz ct

cx dy az bt

dx cy bz at

ab

é ù- - -ê ú
ê ú- - + -é ù ê ú=ê ú ê úë û - - - +ê ú
ê ú- + - -ê úë û

 

Điều đó chứng tỏ rằng .ab ba=  Ta có 

( )

( )
( )

( ) ( )

N

N

N

N N

ab ab ab
abba

a b a

aa b

a b

=
=

=

=

=

 

với mọi , .a b Î   Chú ý rằng, nếu *a Î   thì 
( )

1 .
N

a
a

a
- =  Do đó  

( ) ( )
( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) 11

2 2

1
.

N N
N N N

N NN N

a aa
a a

a aa a

--
æ ö÷ç ÷ç= = = = =÷ç ÷ç ÷÷çè ø
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Đặt ( ){ }*

0
| 1 .G Na a= Î =  Rõ ràng 

0
1 .GÎ  Với mọi a  và b  thuộc 

0
,G  ta có  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 11 1 11 1 1N N N N Nab a b a b
-- - -= = = ⋅ =  

và do đó 1

0
.Gab- Î  Vậy 

0
G  là một nhóm con của *.   

Với mọi 
0
Ga Î  và *,g Î   ta có  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( )
( )

1 1

1

1

1

1 1.

N N N N

N N

N

N

gag g a g

g g

gg

- -

-

-

=

= ⋅ ⋅

=

= =

 

Do đó 1

0
.Ggag- Î Vậy 

0
G  là một nhóm con chuẩn tắc của *.  Chú ý rằng 

0
,i GÎ  

nhưng i  không thuộc ,  do đó 
0
G  là nhóm con không trung tâm của *.  Vậy 

0
G  là  

một nhóm con chuẩn tắc không trung tâm của nhóm nhân *  trong vành chia quaternion 

thực .  
Trong bài báo này, ta cần đến các kết quả sau đã được chứng minh bởi Greenfield 

(1978). 
Định lí 2.1. 

Cho   là vành chia quaternion thực. Giả sử N và G  là các nhóm con của *.  Khi đó  

(i)   G  là nhóm con chuẩn tắc của *  nếu và chỉ nếu G  là trung tâm hoặc 
0
.G GÉ   

(ii) Nếu N  là nhóm con chuẩn tắc của G  và G  là nhóm con chuẩn tắc của *  thì N  

là nhóm con chuẩn tắc của *,  nghĩa là, nếu *N G    thì *.N     

3. Nhóm con gần á chuẩn tắc của nhóm nhân trong vành chia quaternion thực 
Trong mục này, ta sẽ chứng minh mọi nhóm con gần á chuẩn tắc của nhóm nhân trong 

vành chia quaternion thực là nhóm con chuẩn tắc.  
Để đi đến kết luận chính của bài báo này, trước hết, ta nhắc lại khái niệm lõi của nhóm 

con trong một nhóm. Lõi của nhóm con N  trong một nhóm G  được định nghĩa bởi 

( ) 1Core .
G

a G

N aNa-

Î

=   

Chú ý rằng ( )Core
G
N  là một nhóm con chuẩn tắc lớn nhất của G  chứa trong .N  

Hơn nữa, nếu chỉ số :G Né ùê úë û  hữu hạn thì ( ): Core
G

G Né ù
ê úë û  cũng hữu hạn. Nếu N  là nhóm 

con chuẩn tắc có chỉ số hữu hạn trong ,G  nghĩa là :G N né ù =ê úë û  thì na NÎ  với mọi .a GÎ  
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Tiếp theo, ta cũng cần nhắc đến khái niệm đồng nhất thức trên nhóm. Giả sử G  là một 

nhóm với tâm ( )Z G  là tập hợp tất cả các phần tử a GÎ  sao cho a  giao hoán với mọi phần 

tử ,g GÎ  và 
1 2
, , ,

n
x x x  là n  biến không giao hoán. Một biểu thức có dạng 

( ) 1 2

1 21 2 1 2 1
, , , t

t

m m m

n i i t i t
x x x a x a x a x aw

+
=   

được gọi là một đơn thức suy rộng trên ,G  trong đó { }, 1,2, , ,
j j
a G i nÎ Î   nếu với mọi 

1,2, , 1,j t= -  các điều kiện 
1j j

i i +=  và 
1
0

j j
m m + <  kéo theo ( )1

,
j
a Z G+ Ï  (Golubchik, 

& Mikhalev, 1982; Tomanov, 1985). Giả sử N  là nhóm con của .G  Ta nói rằng 1w =  là 

một đồng nhất thức của N  hoặc N  thỏa đồng nhất thức 1w =  trên G  nếu 

( )1 2
, , , 1

n
c c cw =  với mọi 

1 2
, , , .

n
c c c NÎ   

Các tác giả Nguyen, Mai và Bui (2017) đã chứng minh kết quả sau: 
Mệnh đề 3.1. 

Cho D  là một vành chia với tâm F  vô hạn và N  là một nhóm con gần á chuẩn tắc 

trong nhóm nhân *.D  Khi đó, nếu N  thỏa một đồng nhất thức trên *D  thì N  là  
trung tâm. 

Bây giờ ta sẽ phát biểu và chứng minh kết quả chính của bài báo này. 
Định lí 3.2.  

Cho   là vành chia quaternion thực. Giả sử N  là một nhóm con không trung tâm 

của *.  Khi đó các điều kiện sau là tương đương: 

(i) N  là nhóm con gần á chuẩn tắc trong *.  

(ii) N  là nhóm con á chuẩn tắc trong *.  

(iii) N  là nhóm con chuẩn tắc của *.  

(iv) N  chứa 
0
.G  

Chứng minh. Trước hết, ta chứng minh ( ) ( ).iv iii  Giả sử N  chứa 
0
.G  Khi đó N  

là nhóm con chuẩn tắc của *  bởi Định lí 2.1(i). Hiển nhiên ( ) ( ) ( ).iii ii i   Bây giờ, ta 

sẽ chứng minh ( ) ( ).i iv  Giả sử  
*

1 2 2 1 0n n n
N N N N N N N- -= < < < < < < =   

là dãy gần chuẩn tắc có chiều dài n  của N  trong .*  Ta sẽ chứng minh định lí bằng phương 

pháp quy nạp theo .n  Với 0,n =  ta có *N =   chứa 
0
.G  Vậy định lí đúng với 0.n =  Giả 

sử định lí đúng với mọi nhóm con gần á chuẩn tắc không trung tâm của *  có chiều dài nhỏ 
hơn .n  Ta cần phải chứng minh định lí đúng với nhóm con gần á chuẩn tắc không trung tâm 

N  của *  có chiều dài .n  Ta áp dụng giả thuyết quy nạp cho nhóm con gần á chuẩn tắc 
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không trung tâm 
1n

N -
 của *  có chiều dài 1.n-  Khi đó 

1n
N -

 chứa 
0

G  và do đó 
1n

N -
 là 

nhóm con chuẩn tắc của *  bởi Định lí 2.1(i). Ta sẽ chứng minh N  chứa 
0
.G  Thật vậy, ta 

có N  là nhóm con chuẩn tắc của 
1n

N -
 hoặc chỉ số 

1
:

n
N N-
é ùê úë û  hữu hạn. Nếu N  là nhóm 

con chuẩn tắc của 
1n

N -
 thì N  là nhóm con chuẩn tắc của *  bởi vì 

1n
N -

 là nhóm con chuẩn 

tắc của * và Định lí 2.1(ii). Theo Định lí 2.1(i), ta có N  chứa 
0
,G  chứng minh kết thúc. 

Nếu chỉ số 
1
:

n
N N-
é ùê úë û  hữu hạn thì ta xét lõi 

1
Core ( )

nN
N

-
 của N  trong 

1
.

n
N -

 Khi đó 

1
Core ( )

nN
N

-
 là một nhóm con chuẩn tắc của 

1n
N -

 và chỉ số 
11

: Core ( )
nn N

N N m
--

é ù =ê úë û
 hữu 

hạn. Ta sẽ chứng minh 
1

Core ( )
nN
N

-
 không trung tâm. Thật vậy, nếu 

1
Core ( )

nN
N

-
 là trung 

tâm thì 
1

Core ( )
n

m
N

x N
-

Î  với mọi 
1n

x N -Î  và do đó 1m m m mx y x y- - =  với mọi 

1
, .

n
x y N -Î  Khi đó 

1n
N -

 thỏa một đồng nhất thức trên *.  Theo Mệnh đề 3.1, 
1n

N -
 là trung 

tâm, điều này dẫn đến mâu thuẫn. Do đó 
1

Core ( )
nN
N

-
 không trung tâm. Ta có 

1
Core ( )

nN
N

-
 

là nhóm con chuẩn tắc của 
1n

N
-

  và 
1n

N
-

 là nhóm con chuẩn tắc của *.  Theo Định lí 2.1(ii), 

1
Core ( )

nN
N

-
 là một nhóm con chuẩn tắc của *.  Do đó 

1
Core ( )

nN
N

-
 chứa 

0
G  bởi Định lí 

2.1(i), kéo theo N  chứa 
0
.G  Định lí được chứng minh. 

Hệ quả 3.3.  

Cho   là vành chia quaternion thực. Khi đó mọi nhóm con gần á chuẩn tắc trong *  
đều là nhóm con chuẩn tắc.  

Chứng minh. Giả sử N  là nhóm con gần á chuẩn tắc trong *.  Khi đó N  là nhóm 

con trung tâm của *  hoặc N  là nhóm con không trung tâm của *.  Nếu N  là nhóm con 

trung tâm của *  thì đương nhiên N  là nhóm con chuẩn tắc của *.  Nếu N  là nhóm con 

không trung tâm của *  thì N  là nhóm con chuẩn tắc của *  bởi Định lí 3.2. Cả hai trường 

hợp đều dẫn tới kết quả N  là nhóm con chuẩn tắc của *.  Hệ quả đã được  
chứng minh. 

 
 

 Tuyên bố về quyền lợi: Tác giả xác nhận hoàn toàn không có xung đột về quyền lợi. 
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ABSTRACT 

Let   be the division ring of real quaternions and * \ {0}=   the multiplicative group 

of .� A subgroup N  of *  is said to be almost subnormal if a sequence of subgroups exists 
*

1 2 2 1 0n n n
N N N N N N N- -= £ £ £ £ £ £ =   

such that for any 0 ,i n£ <  
1i

N +
 is normal in 

i
N  or 

1i
N +

 has the finite index in .
i
N  In this 

paper, we show that every almost subnormal subgroup of *  is normal.  
Keywords: division ring; division ring of real quaternions; almost subnormal subgroup 
 


