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TOM TAT
Cho H mét vanh chia quaternion thuc va W' = T\ {0} la mét nhém nhan trong H. Mot

, ” * - 7N A , A v A A . A ~ , ,
nhom con N ciua H dwoc goi la gan d chuan tac néu ton tai mot diy cde nhom con

N:NMSN’!L*<N SSNQSNISN[):H*

1 — n—2

sao cho voi moi 0 < i < n, hodc Ni+1 la nhom con chuan tac ciia N, hodc N7‘+1 c6 chi so hitu

N , \ ’ A ’ . . r A ’ A < 5 * A
han trong Nl.. Trong bai bao nay, ching t6i chitng minh moi nhom con gan d chuan tac cia H  déu

la nhom con chuan tdac.
Tir khoa: vanh chia; vanh chia quaternion thuc; nhom con gén a chuan tac

1.  Giéi thiéu

Cho G la mot nhom. Mot nhém con N cta G dugce goi la d chuan tdc trong G néu
ton tai mot day cac nhom con

N=N <N <N ,<--<aN, <N AN, =G,
va N 1a gan d chudn tdc trong G néu ton tai mot ddy cac nhom con

N:Nn Sanl SNH*Z SSNZ SJ\/Tl SJ\/TO :G
sao cho véi mdi 0 < i < n, hodc NHl 1a nhém con chuén tic cua N, hoac Nz+1 ¢6 chi sb
hitu han trong N,. Day cac nhom con nay duoc goi la day gan chudn tdc cha N trong G
(Hartley, 1989). Néu 7 1a s6 nho nhét thoa man day trén thi 7 dugc goi 1a chiéu dai cha N
trong G. Theo dinh nghia trén, ta dé dang nhan thiy rang moi nhom con a chuén tic ctia mot
nhom déu 12 nhdm con gan 4 chuan tic. Lop cac nhom con gan 4 chuén tic cia nhom tuyén
tinh tong quat di dugc nghién ciru dau tién boi Wehfritz (1993). Gan déy, cac tac gia
Nguyen, Mai va Bui (2017) da chimg minh duoc rang, néu D 1a mot vanh chia v6i tim vo
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han va n 14 s6 nguyén dwong 16n hon 1 thi moi nhém con gan 4 chuan tic trong GL, (D)
1a chuan tic. Tuy nhién, v6i n = 1, ttc 1a véi nhom nhén GL, (D) = D" ctia vanh chia D

thi két qua nay khong con ding nita. Cu thé 1a c6 nhidu 16p vanh chia chira nhém con gan 4
chuan tac nhung khong chuén tic. Greenfield (1978) di xdy dung mot nhom con & chuan tic
(do d6 gan 4 chuan tic) trong mot vanh chia, nhung khong chuan tic. Céac tac gia Trinh, Mai
va Bui (2019) da xay dung vi du vé mdt nhom con gan 4 chuan tic trong mot vanh chia,
nhung khong 4 chuan tic va do d6 khong chuén tic. Trong bai bao ndy, ching toi s& ching
minh moi nhém con gan & chuan tic ctia nhdm nhén trong vanh chia quaternion thyc déu 1a
chuan tac.

Céc ki hiéu trong bai bao nay 1a cac ki hiéu thuong dung. Ching han, néu D 1a vanh

chia thi Z (D) duogc ki hiéu 1a tim cta D, tirc 13 Z(D) gdm cac phan tir giao hoan véi cac
phan tir con lai trong D, tap hop D" = D\ {0} la mot nhém nhan ciia D. Gid sit G 1a mét
nhém con cta D". Tandirang G 1a nhém con trung tam néu G C Z (D)

2.  Vanh chia quaternion thue

Trong phan nay, chiing t6i trinh bay mot s6 két qua lién quan téi vanh chia quaternion
thuc s€ dugc st dung trong Muc 3. Tap tat ca cac quaternion thyc dugce ki hi€u boi

H = {a+bi+cj+dk | a,b,c,d € R},

trong d6 i* = j* = k> = —1 Va ri = ir, rj = jr, rk = kr v6imoi r € R. Chu y ring

ij=—ji =k, jk=—kj =i, ki = —ik = j.

Tacod Z(H):RVéHlémétkhénggianvécto4chiéutrén]RVéiS:{l,i,j,k}
la mot coso cua H trén R. Giast a=a+bi+c¢j+dk va =1z + yi + zj + tk 1a hai
phan tir trong H. Khi d6

af = (a +bi+¢j+ dk)(z + i + 2 + th)

:ax—by—cz—dt+(bx+ay—dz+ct)i
+<cx+dy+az—bt>j+(dx—cy+bz+at>k.

Do d6 toa do cua véc to o3 dbi voicoss S 1a

ar —by —cz — dt a —b —c —dl|z
br +ay —dz+ct b a —d clly

[a ]5_ cx+dy+az—bt| ¢ d a —b|lz

dr —cy + bz + at d —c b al|t

Tagoi @ = a —bi — c¢j — dk 1alién hop cha o = a + bi + ¢j + dk trong H. Khi d6
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a —b —c —di|a o+ +d
_ b a —d c||-b 0
[aa]s e d a  —bll—c| 0
d —c b a ||—d 0

a b dlla| |a®+0+c +d°
_ b a d —c||b 0
[aa]s “lc —d a bl 0
—d ¢ —-b alld 0

Do 0 ad =aa=a’+b*+c* +d*. Chuin cia o € H duoc dinh nghia bai
N (a) = ad.

Tacod
xr y 2z tlla ar —by —cz —dt
— -y x t —z||-b —br —ay +dz —ct
[ga] — —
s |l—z —t x —yl|l—c —cx —dy —az + bt

—t z -y x|—d —dzr 4+ cy —bz —at
Theo trén, ta co

ar —by —cz —dt

—br —ay +dz —ct
sz—cx—dy—az+bt

—dr 4+ cy — bz —at

9

Diéu d6 ching t6 rang @ = fa. Tacod
N(aﬂ) =afaf

= afpa

=aN (ﬁ)&

= a&N(ﬁ

= N(a)N(g)

véimoi a, 8 € H. Cht ¥ ring,néu a € H thi o' = —~—. Do d6
N

_ QZJJVW 1 n(a)

(af  N(a)
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Pit G, ={a € H' | N(a)=1}. Rorang 1 € G,. Véimoi a va § thude G, tacd
N(aB™")=N(a)N(5")= N(a)N(g) =117 =1
vadodo af™ € G,. Vay G, 1a mot nhém con clia H .

Véimoi v € G, vi y € H', tacod

N(rr) = N(2)N (o) N (x")

Do d6 yay™' € G,. Vay G, 1a mot nhém con chuén tic cia H. Chu ¥ ring i ¢ G,
nhung 7 khong thuoc R, do d6 G, 1& nhom con khong trung tdm cua H. Vay G , 1a
mot nhém con chuén tic khong trung tim ctia nhom nhan H trong vanh chia quaternion

thye H.

Trong bai bao niy, ta can dén cac két qua sau da dugc ching minh bai Greenfield
(1978).
Dinh li 2.1.

Cho H la vanh chia quaternion thue. Gid sir N va G la cdc nhém con ciia H . Khi d6

(i) G la nhém con chuan tic cia H néu va chinéu G la trung tam hodgc G O G,

(ii) Néu N la nhém con chuan tic cia G va G la nhém con chuan tic ciia H' thi N

la nhém con chudn tic ciia H*, nghia la, néu N<G<H thi NH.
3. Nhém con gin 4 chuén tic cia nhém nhan trong vanh chia quaternion thue

Trong muc ndy, ta s& chimg minh moi nhém con gan 4 chuén tic ctia nhém nhan trong
vanh chia quaternion thuc 1a nhom con chuan tic.

Dé di dén két luan chinh cua bai bao nay, trude hét, ta nhic lai khai niém 13i ciia nhém
con trong mdt nhom. Loi cua nhoém con N trong mot nhém G duge dinh nghia boi

Core,, (N) = ﬂ aNa™".

ael

Chu y rang Core G (N ) 1a mot nhém con chuan tic 16n nhat cia G chira trong N.
Hon nita, néu chi sd [G N ] hitu han thi [G : Core,, (N )] ciing hiru han. Néu N 1a nhom

con chuan tic co chi s6 hitu han trong G, nghia la [G : N] =n thi " € N v6imoi a € G.
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Tiép theo, ta cling cdn nhic dén khai niém dong nhét thirc trén nhom. Gia st G 1a mot
nhém voi tim Z (G) 14 tap hop tat ca cac phan tir o € G sao cho a giao hoan véi moi phan
tr g€G, va z

%,z la n bién khong giao hoan. Mot biéu thirc c6 dang

wlz , x z )=az"az™ -azxa
17720y ) T T e, 17, Tt

dugc goi 1a mot don thirc suy rong trén G, trong d6 a, € G, i]. € {1, 2,...,n}, néu véi moi
j=1,2,...,t —1, cac diéu kién =1, va mm, <0 kéo theo a,, ¢ Z(G), (Golubchik,
& Mikhalev, 1982; Tomanov, 1985). Gia st N 1a nhém con cia G. Tanéiring w =1 la
mot dong nhat thirc chia N hoic N théa dong nhat thie w =1 trén G néu
w(cl,CQ,...,cn) =1véimoi ¢ ,ec,,...,c, € N.

Céc tac gia Nguyen, Mai va Bui (2017) di chirng minh két qua sau:
Ménh de 3.1.

Cho D la mét vanh chia véi tam F vé hanva N la mét nhém con gan d chudn tac
trong nhém nhin D". Khi @6, néu N théa mét dong nhdt thiree trén D thi N la
trung tam.

Bay gio ta s€ phat biéu va chiing minh két qua chinh cia bai bao nay.

Dinh li 3.2.

Cho H la vanh chia quaternion thyc. Gia sir N la mot nhém con khong trung tam

cia H . Khi d6 cac diéu kién sau ld twong dwong:
(i) N la nhém con gan d chudn tic trong H .
(i) N Il nhém con & chudn tic trong H .
(iii) N la nhém con chudn tic cia H .
(iv) N chita G,.

Chimg minh. Truéc hét, ta chimg minh (iv) = (ii). Gia st N cha G,. Khi d6 N
1d nhém con chuén tic ciia H' boi Dinh li 2.1(i). Hién nhién (i4i) = (i1) = (i). Bay gio, ta
s& ching minh (¢) = (iv). Gia su

N=N <N <N ,<--<N,<N <N, =H

2
1a ddy gan chuan tic c6 chiéu dai n cia N trong H'. Ta s& chimg minh dinh 1i bang phuong
phép quy nap theo n. Véi n=0,tacé N = H chira G,. Véy dinh li dang v6i n = 0. Gid
sir dinh li diing v&i moi nhém con gén 4 chuan tic khong trung tam cua H' c6 chiéu dai nho
hon n. Ta can phai chimg minh dinh 1i dting véi nhém con gan 4 chuan tic khong trung tim

N cua H' ¢6 chiéu dai n. Ta ap dung gia thuyét quy nap cho nhom con gan 4 chuin tic
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khong trung tim N cua H" ¢6 chidu dai n —1. Khi d6 N, , choa G vadodo N  la
nhém con chuén tc cia H bai Dinh 1i 2.1(i). Ta s& chung minh N chuaa G,. That vay, ta

¢4 N 1a nhém con chuén tic cua N, hodc chi ) [N N ] hitu han. Néu N 1a nhom

n—

con chuén tic cia N ., thi NV lanhém con chuan tic ciia H' boivi N ., lanhém con chuan
tic cua H' va Dinh Ii 2.1(ii). Theo Dinh li 2.1(i), ta ¢6 N chtra G, chimg minh két thuc.

Néu chi s6 [N, : N| hitu han thi ta xét 16i Core,

n—1

(N) cia N trong N, . Khi do

Core,, (N) la mot nhom con chuéan tic cia N vachiso |N _ :Core, (N) =m hiu
n—1 - )

n—1

han. Ta s& chimg minh Core, (N) khong trung tam. That vay, néu Core v (V) la trung

n—1 n—1

tam thi 2" € Core, (N) v6i moi z € N va do do z"y"z "y ™ =1 voéi moi

zy €N _.Khidé N | thoa motddngnhét thie trén H. Theo Ménh dé3.1, N la trung

tam, didu nay dan dén mau thuan. Do d6 Core v (V) khong trung tdm. Ta c6 Core, (N)

n—1 n—1

lanhom con chuan tac cia N, | va N, lanhoém con chuan tac cua H'. Theo Pinh 1i 2.1(ii),

Core, (N) la mot nhém con chuan tic cia H'. Do d6 Core, (N) chira G, boi Dinh li

n—1 n—1

2.1(i), kéo theo N chira G,. Dinh li dugc ching minh.
H¢ qud 3.3.

\ \ . . . r . r A , A < *
Cho H la vanh chia quaternion thuc. Khi dé moi nhém con gan d chuan tac trong H
deu la nhom con chuan tac.

Chirng minh. Gia st N 13 nhom con gin 4 chuén tic trong H . Khi d6 N 13 nhom
con trung tdm ciia H hodc N 1a nhom con khong trung tdm ciia H'. Néu N 1a nhém con
trung tdm ciia H thi dwong nhién N 1a nhém con chuin tic cua H. Néu N 13 nhom con
khong trung tim cia H thi N 12 nhém con chuén tic ciia H boi Dinh li 3.2. Ca hai truong
hop déu din t6i két qua N 1a nhém con chudn tic cia H. Hé qua di duoc
chuing minh.

% Tuyén bé vé quyén loi: Tac gid xéc nhan hoan toan khéng c6 xung dét vé quyén Ioi.
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ABSTRACT
Let H be the division ring of real quaternions and H = H \ {0} the multiplicative group

of H. A4 subgroup N of H" is said to be almost subnormal if a sequence of subgroups exists
N=N <N <N ,<--<N, §N1§N0:H*

such that for any 0 <@ <mn, N, isnormalin N or N, . has the finite index in N,. In this

1

paper, we show that every almost subnormal subgroup of H" is normal.
Keywords: division ring; division ring of real quaternions; almost subnormal subgroup

981



