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TOM TAT

Tinh compact cua khong gian métric va khéng gian t6pé la mét trong nhirng khdai niém co ban
trong T6pd hoc. N6 la s khai quét hda dac trung cua cac tdp hop con dong, bi chan cia khéng gian
Euclide. Nhiéu khdi niém trong Tépé hoc ciing nhie trong Khong gian métric déu dirge xdy dung dwa
trén tinh compact. Bai bao nay trinh bay mot phdn tich tri thirc ludn lam ro qua trinh hinh thanh va
phat trién ciia khdi niém compact va xdc dinh cdc ddc trung tri thirc ludn cia doi twong nay.

Tir khoa: compact; dac trung tri thuc ludn; khong gian métric; khong gian topd; phan tich
tri thirc luan

1.  Datvan dé
1.1. Sw cdn thiét nghién ciru tinh compact

Compact la khéi niém co ban va xuat hién hau hét trong céac linh vuc cua Giai tich nhur
Topd dai cuong, Giai tich ham, Giai tich 16i, Giai tich ham @ng dung, Giai tich phuc, Giai
tich thuc, nén viéc nghién ctu tri thie luan vé khai niém nay thuc su can thiét trong viéc day
hoc cac mén Giai tich ¢ bac dai hoc.

René Maurice Fréchet (1878-1973) sém nhan ra tam quan trong cua cac khéng gian
compact. Ong viét: “Tét ca nhitng ngudi da nghién ctu Giai tich tong quat déu thay ring
khong thé 1am gi néu khéng c6 khdng gian compact” (Alexandroff, & Urysohn, 1924)

Néu mét sinh vién (SV) khoa Toan khong hiéu rd tinh compact thi khéng chic SV d6
c6 thé 1am toan cao cap duoc.

1.2. Tén tai nhéing quan niém sai cua sinh vién vé tinh compact

Thang 5 nam 2019, mot thuc nghiém khao sat duoc tién hanh trén 10 SV nam thi 2
nganh Su pham Toan cua Truong Pai hoc Sai Gon va Pai hoc Khoa hoc Ty nhién vé khéi
niém tap compact. Cac SV nay da két thic cac hoc phan vé khéng gian topd va khong gian
métric & nam thir hai véi thoi lwong 60 tiét, dién ra trong 15 tuan. Muc dich cua khao st 1a
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tim hiéu quan niém caa SV vé tinh compact sau khi hoc xong cac hoc phan trén. Noi dung
thue nghiém gém ba cau hoi:

“Cau 1.

a/ Ban hay dinh nghia tinh compact cua mét tap trong R ?

b/ Ban hiéu nhu thé nao vé khai niém nay?

Cau 2. Tap nao sau day la tap compact?

a/ R b/ (0; 1] U (1; 2] c/ (0; +o0) d/ [0; 1]

Hay giai thich cau tra loi cua ban.

Cau 3. Hinh chir nhat [1; 3] x [3; 4) co la tap compact trong R? ?

a/l Co b/ Khéng

Hay giai thich cau tra loi cua ban.”

Két qua thyc nghiém cho thay:

Trong cau 1, dbi voi cau a sinh vién SV1 cho rang mot tap compact trong R la “tap d6
bi chan & hai dau tai cac s6 xac dinh”. SV1 da quan niém mot tap néu bi chin thi compact
ma khong quan tdm dén tinh dong, mo cua tap hop. Sinh vién SV2 thi cho rang tap compact
trong R la “mat tap dong, bi chan va lién tyc”. SV2 da dwa ra mot khai niém khong ton tai
trong giai tich la “tap lién tuc”. C6 3 SV khéc cho ring tap dong la tap compact. Cac SV nay
da khong dé cap dén diéu kién bi chian cua mot tap. Trong khi do, chi co mot SV tra loi riang
tap compact la tap dong va bi chan. SV nay da s dung mét tinh chit dé dinh nghia tap
compact. Dbi voi cau b/, tit ca SV déu khong tra 1oi.

Trong cau 2, cau tra loi dung la cau d/, tac la tap [0; 1] la tap compact. Két qua cho
thiy khong co SV nao chon dap an a/ va ¢/ va ¢6 3 SV chon ca hai dap an b/ va d/. C6 4 SV
chon céu tra 10i b/. Trong d6, c6 mot SV giai thich rang: “Do cac tap [0; 1) va (1; 2] la tap
compact nén hop cua chung cting la tap compact” va ba SV con lai cho rang [0; 1) U (1; 2]
la tap dong” (cac cau tra loi va cau giai thich nay chua chinh xac). Cé 4 SV chon d/ va giai
thich rang tap [0; 1] dong nén tap [0; 1] la tap compact va c6 mot SV st dung tinh chét vé
tap com compact cua R: “Do tap [0; 1] la tap dong va bi chan trong R nén tap [0; 1] la tap
compact”.

Trong cau 3, cau tra loi dang la b/, tac la hinh chtr nhat [1; 2] x [3;4) khong la tap
compact trong R2. Két qua cho thiy c6 4 SV chon dap an a/ va cé 3 SV giai thich tap [1; 2]
va tap [3; 4) la tap dong trén R nén tich cua chung la tap compact trén R?, SV con lai khong
giai thich. C6 2 SV chon b/, trong d6 1 SV giai thich bang cach chi ra tap [3; 4) khong la tap
dong nén hinh chir nhat [1; 2] x [3;4) khong la tap compact trong R? va SV con lai vé hinh
mo ta tap [1; 2] X [3;4) trén mit phiang R? va khong giai thich gi thém.

Két qua thuc nghiém cho thiy ton tai & SV mot s6 quan niém sai vé tinh compact va
khong hiéu duoc ¥ nghia cua tinh compact. Tinh triru twong ctia dinh nghia compact 1a mot
kho khin d6i v6i SV dé giai quyét cac bai toan cu thé xét tinh compact ciia mot khoang trong
R va mot hinh chir nhat trong R?. Viéc xac dinh cac loai sai 1am cua SV trong hoc Toan va
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ngudn goc cua chang luon la nhiém vu dau tién dat ra dbi véi cac nha nghién ciru Didactic
Toan trudc khi dua ra giai phap dé gitp SV loai bo cac sai lam do.
2.  Tinh compact ciia mot tap

C6 hai cach dinh nghia tdp compact trong khong gian métric:

binh nghia tap compact theo day:

“Ta c6 (E, d) la mot khong gian métric. Ta no6i E compact néu moi day {x,} trong E

déu chira mot day con {x,, } hoi tir vé mot x € E.” (Dang, 2001, p.31)

Dinh nghia tap compact theo phu mo:

“Cho (E, d) la mot khdng gian métric. E compact néu va chi néu méi bao pha ma {W;};¢; cua

E (nghia la mdi W; la tap mo trong E va E < U;; W;) déu chira mot bao phu con hitu han

(nghia la co Wy, W,,, ..., W;, saocho E ¢ W; UW; U ..uW,).” (Dang, 2001, p.31)

Dinh nghia tap compact trong khong gian topo theo phu ma: “Mot tap con A ciia mot
khong gian tdpd X 13 compact néu mdi phtt mé ctia A ¢6 mdt phu con hiru han.” (Sutherland,
2009, p.127)

Tap compact trong khong gian métric va trong khong gian topd déu 1a khai niém khai
quat hoa tir didc trung cia cac tap hop con dong va bi chin ciia khong gian Euclide, thé hién
& chd moi phtt mé cuia chiing déu ¢ phii con hiru han. Tuy nhién, trong khong gian métric,
dic trung Ay con twong duong véi dinh nghia thir hai theo day, trong d6 moi day ctia khong
gian déu co day con hdi tu. Loi ich cia dinh nghia tha hai 1a ¢6 tinh tryc quan, khong triru
tugng nhu dinh nghia theo phu md, va cho phép xac dinh tinh compact cuia mot tap thong
qua xem xét sy hoi tu ciia mot diy bét ki trong khong gian théng qua cac bién doi bat dang
thire dai sb.

3. Phan tich tri thirc luan lich sir khai niém compact
3.1. Péng co thitc ddy sw ra doi ciia tinh compact

O Hi Lap c6 dai, mot dinh Ii khong phai 1a mot tinh chat dugc thiét 1ap cho dén khi no
dugc hinh hoc hoa. Vao thoi Trung ¢d va Phyc hung, hinh hoc tiép tuc 1a ngudi quyét dinh
cudi cing ciia sy nghiém ngit toan hoc va ngay ca trong dai s. Giai tich cuia thé ki XVI1I va
dic biét 1a thé ki XV khong con dé dang duoc chimg minh bang thuat ngir hinh hoc, va
dai s6 da tr thanh coéng cu chinh ctia ching minh.

Thé ki XIX, thuong duoc goi 1a thoi ki nghiém ngit hoa trong toan hoc, phan anh
mot cude cach mang trong tu duy toan hoc. Py 1a sy mé ta dic diém chinh xéac theo nghia
gidi tich dugc thiét lap trén mat nén tang sb hoc. Su nghiém ngat héa khong chi 1a mdt van
dé 1am rd mot vai khai niém co ban va thay ddi cac chirng minh ctia mot vai dinh li co ban;
ma nd con xam nhap hau hét moi linh vyc cua giai tich. Phong trao hudng tdi nghiém ngat
tham chi c6 thé duogc coi 1a mot qué trinh sang tao. No tao ra toan bd cac linh vyc mdi cta
toan hoc, dac biét la cac nén tang viing chic cta gidi tich lién quan dén cac khai niém hoan
toan méi nhu tinh lién tuc diém va lién tyc déu, tinh compact, tinh day du... (Jahnke, 2016,
p.155).
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Tir giira dén cubi thé ki XIX, toan hoc hién dai bat dau dinh hinh. Trong bdi canh cong
trinh ctia Cantor thiét 14p su bat dau nghién ctru c6 hé thong Ii thuyét tap hop va topd tap
diém. Nhiéu nha toan hoc bao gdbm Weierstrass, Hausdorff, va Dedekind lo ling vé nén tang
ctia toan hoc va bit dau thuc hién nghiém ngat hoa cac ¥ tudng ma phai mét nhiéu thé ki dé
duoc chép nhan.

Trong bdi canh d6, ba bai toan duong nhu da thuc ddy su ra doi cua khai niém tinh
compact: Nghién ctru cac tinh chat ciia khoang dong, bi chin sb thuc [a, b], khdng gian cac
ham lién tuc, va nghi¢m cua phuong trinh vi phan.

e Tinh chdt cia [a, b]

Tu gitra dén cudi thé ki X1X, cac nha toan hoc bat dau thue su hiéu va xac dinh 13 cac
thudc tinh ban chat cua duong thing thuc. Cong viée ndy da dan dén hai dic trung khac nhau
cua khai niém dugc goi 1a tinh compact. Mot dac trung dugc Bolzano va Weierstrass phat
trién tir nghién ctru cac ham s6 xé4c dinh trén cac chudi sb thuc. Pic trung khac dugc Heine,
Borel va Lebesgue phat trién dua trén cac tinh chét topd, chang han nhu phu cac tap boi cac
lan can mo.

Ngudn gdc cua tinh compact diy bat ngudn tir mot dinh i, dwoc Weierstrass ching
minh nghiém ngit vao ndm 1877, lién quan dén trang thai ctia cac ham lién tuc xac dinh trén
cac khoang dong, bi chin cua duong thang thuc. Pinh If nay dugc Fréchet phat biéu tir két
quéa ciia Weierstrass: “Moi ham s6 lién tyc trong mot khoang gidi han (tvong dwong vai
khoang déng va bi chdn theo ngdn ngit hién dai) dat cuc dai it nhét mot 1an trong khoang
d6.” (Raman-Sundstrom, 2015, p.620).

Fréchet d dinh nghia tinh compact diy trong luan 4n ciia ong nam 1906 xut phat tir
mong mudn khai quat hoa dinh I nay cho cac khdng gian trira twong. (Taylor, 1982,
p. 244).

binh li Weierstrass c¢6 dugc cac y tudng quan trong nho Bolzano, ngudi vao nam 1817
d4 néu rd va chirng minh bd dé sau:

Néu mét tinh chat M khong ap dung cho tat ca cac gia tri caa mot dai lwong bién x, nhung dbi

VGi tit ca cac gia tri nho hon mot u nao d6, thi ludn c6 mot dai lwong U I6n nhat d6i véi cac

gi& tri d6 ma ta ¢ thé khang dinh rang tat ca cac gié tri x nho hon s hitu tinh chat M. (Raman-

Sundstrom, 2015, p.620-621)

B dé nay ngay nay duoc goi 1a tinh chat chan trén nho nhat dbi vai céc sé thuc, co
phan dot pha trong khai quat hoéa cac sé thuc. Chirng minh caa bd dé nay cung cap gia tri
thuc dau tién cua tién trinh gigi han, va duoc sir dung dé ching minh cai ma ngay nay ching
ta goi 1a dinh Ii gia tri trung gian: Néu ham sé f lién tuc trén doan [a, b] véi f(a) < 0 va
f(b) > 0 thi f(x) s& bang 0 tai mot vai diém x nam gitra a va b.

Y tuéng ding sau chitng minh b dé cua Bolzano, 1a sir dung phép chia déi khoang,
nghia 13 thu hep chin trén nho nhat bang cach bo di cac diém cua tap hop nam dudi n6. Qua
trinh 13p nay vé co ban la cing mét quy trinh duoc sir dung trong chirng minh dinh If gia tri
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I6n nhat caa Weierstrass (Kline, 1972, p.953). Cu thé, bd dé Bolzano cho phép Weierstrass
chting minh rang moi tap hop sé thuc vo han bi chin déu c6 mot diém gisi han. Pay 1a tinh
chat ma Fréchet dd st dung khi 6ng khai quat dinh 1i Weierstrass vao cac khong gian triru
tuong. Ngay nay, tinh chat nay goi la tinh chat Bolzano-Weierstrass, hoic tinh compact
diém-gii han.

Trong khi Bolzano va Weierstrass dang c¢b géng néu dic trung ctua dudng thang thuc
theo cac day, cac nha toan hoc khac, nhu Borel va Lebesgue, da ¢b ging néu dic trung né
theo cac phi mé. Borel di ching minh b dé sau trong luan 4n nam 1894 ctia minh:

Néu trén mot duong thang c6 vo s6 cac khoang con, sao cho moi diém ciia duong thang nam

trong it nhit mot trong céc khoang dé, thi ngudi ta cd thé xac dinh mét cach hiéu qua mot sb

lwong giGi han cac khoang trong cac khoang di cho c6 cung tinh chat (mdi diém cua duong

thang nam trong it nhat mot trong s6 cac khoang d6). (Raman-Sundstrém, 2015, p. 621)

O day, mot duong thang co nghia 1a mot khoang bj chin. Nhu vay, cach tiép can cua
Borel twong tu cach tiép can ma Heine d3 sir dung vao nim 1872 dé chang minh rang mot
ham lién tuc trén mot khoang dong 1a lién tuc déu. Dinh i ndy lan dau tién duogc Dirichlet
chirng minh trong cac bai giang nam 1852, vgi cach sur dung twong minh hon cac phu va phu
con trong dinh li caa Heine (Dugac, 1989, p.91). Tuy nhién, ching minh cua Dirichlet da
khong duoc xuat ban cho dén nim 1904, diéu nay cd thé giai thich tai sao ong khong duoc
ghi nhan cho phién ban khai quét caa bd dé Borel (bay gio duoc goi 1a dinh Ii Borel). Li do
ma tén cta Heine gan lién véi dinh Ii 1a do méi lién hé gitta cng trinh caa Heine va cua
Borel. Binh Ii tong quat, ngay nay thuong duoc goi 1a dinh 1i Heine — Borel, véi ngén ngit
va ki hiéu hién dai, duoc phat biéu nhu sau: “Mat tap con caa R 14 compact néu va chi néu
n6 dong va bi chan.” (Raman-Sundstrom, 2015, p.621)

Trong khi Heine dugc ghi nhan vai mét dinh i ma 6ng khdng chirmg minh duoc, thi
¢6 vé nhu Cousin d3 hau nhu bi quén 1ang cho mot bd dé ma 6ng da ching minh. Nam 1895,
ong da khai quat hoa bd dé Borel cho cac phu tly y. Trong phat biéu cua bo dé dudi day,
mat phang YOX chinh 13 R? va mién S, theo ngdn ngit ngay nay, dugc md ta 1a déng
va bi chan.

Trong mat phiang YOX, cho S 1a mot mién dugc két ndi gisi han boi mot duong vién kin, don

gian hodc phuc tap. Gia sir rang tai mdi diém caa S hoac chu vi ciia né ¢6 mot duong tron, ban

kinh khéac khong, nhan diém nay | tdm cta né. Sau d6, ludén ludn c6 thé chia nho S thanh cac

mién, s6 lwong hiru han va da nhé dé mdi mot trong s6 ching nam hoan toan trong mét vong

tron twong tng véi mot diém dwoc chon pht hop trong S hoic trén chu vi cua no.
(Raman-Sundstrom, 2015, p.622).

Noi cach khac, néu ang voi mdi diém caa mot mién déng, bi chan, c6 mét 1an can hiru
han, thi mién do c6 thé duoc chia thanh mét sé hitu han cac mién con sao cho mdi mién con
duoc chira trong mét vong tron ¢é tdm cua né trong mién con. B6 dé cua Cousin (d6i khi
duoc goi la dinh Ii Cousin) thuong dugc quy cho Lebesgue, nguoi dugc cho la nhan thac
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duoc két qua vao nim 1898 va cong b bang ching ciia minh vao nam 1904. B6 dé Lebesgue
duoc coi la mot hé qua quan trong cua tinh compact.

Mic du c6 mot sb tranh luan vé viéc ai 13 ngudi thuc sy chiu trach nhiém vé cac y
tuéng va chimg minh, nhung y tuéng bat ki tip hop con dong, bi chian no caa R déu cé tinh
chat pha mo (d6i khi dwoc goi 1a tinh chit Borel — Lebesgue) duogc biét dén khi Fréchet lan
dau tién chinh thtrc dinh nghia tinh compact.

e Khong gian cdac ham lién tuc

DPong co thir hai thiic ddy su ra doi ciia compact 1a nghién ctru cac khong gian triru
tuong nhu khong gian cac ham lién tuc C°[a, b]. Cac tinh chét cua [a, b] riéng né khong
dugc xem 1a quan trong dé khai quat héa néu khong phai 1a truong hop ma cac tinh chét nay
¢6 vé quan trong trong cac khong gian triru twong hon. Tuy nhién, cac khong gian c6 chiéu
v6 han, nhu €°[a, b], khong van hanh nhu cac khong gian c6 chiéu hiru han, nhu R™. Chéng
han, cac tap con dong, bi chdn ctia cdc ham lién tyuc trén R khong nhat thiét c6 tinh chat
Bolzano—Weierstrass hay tinh pht mé. Nghién ctru trong linh vuc nay dugc Ascoli va Arzela
thuc hién trong nhirng thap ki sau cung cua thé ki XI1X.

e Nghiém cua phwong trinh vi phan

Peano, mot ngudi cung thoi v6i Arzela va Ascoli nhu mot ngudi dong huong Y, nhan
ra rang dinh Ii Arzela-Ascoli c¢6 thé hitu ich dé chimg minh su ton tai cac nghiém cua phuong
trinh vi phan. Ong tim kiém cac nghiém bang cach thuc hién mot chudi cac phép tinh xap
xi. Peano da sir dung cai ma ngay nay ching ta goi 1 tinh compact dé chi ra rang c6 mot
chudi con hoi tu déu t6i mot gidi han 1a nghiém cta phuong trinh vi phan.

3.2. Swphat trién cia khai niégm compact

Nhiéu nha toan hoc di gép phan phat trién cac ¥ tuong ma ngay nay 1a nén tang cia
Giai tich va Topd hoc. Trong sb do6, tai Phap co Jaques Hadamard, Henri Lebesgue, René
Maurice Fréchet, Henri Cartan, Nicoloas Bourbaki; tai Nga c6 Pavel Alexandroff va Pavel
Samuilovich Urysohn; tai Ptc c6 Felix Hausdorff, David Hilbert, Arthur Moritz
Schoenflies, Georg Cantor; tai Hunggary c6 Frigyes Riesz; tai Ha Lan c0 Luitzen Egbertus
Jan Brouwer; tai Ao c6 Leopold Vietoris; va tai Mi c6 Edward Wilson Chittenden, Earle
Raymond Hedrick, va Eliakim Hastings Moore. Nhung trong khuén kho bai bao nay, chiing
t61 chi xem xét qua trinh phat trién cta khai niém compact gin lién véi cac déng gop cua
Fréchet, Hausdorff, Alexandroff, Urysohn, Cartan, va nhém Bourbaki, vi cac nha todn hoc
nay duoc danh gia c6 nhiéu dong gép quan trong nhét cho su hinh thanh va phat trién tinh
compact cua mdt tap hop.

e Fréchet: Compact c6 thé dém dioc va Compact diém — gidi han

Mic du Fréchet bi anh huéng bai nhiéu nha toan hoc duong thoi va tién nhiém, nhung
ong xtrmg dang dugc coi la cha dé cua tinh compact. Chinh Fréchet da dat tén cho khai niém
nay trong mot bai bao (Fréchet, 1904) din dén luan &n tién si nam 1906 cua dng. Fréchet
ciing dd dinh nghia khong gian métric dau tién, mic du dng khong st dung thuat ngit d6, va
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xam nhap vao giai tich ham, do d6 cung cdp mot bdi canh ma tdm quan trong cua tinh
compact tré nén rd rang.

Trong (Fréchet, 1904, p.849), Fréchet dinh nghia tinh compact. Trudc tién 6ng dua ra
dinh nghia vé cai ma ching ta goi | tinh compact c6 thé dém duoc, st dung cac phan giao
long nhau, sau d6 dua ra mot dic trung sir dung cac diém gioi han.

Trong luan an, Fréchet xem xét ba loai khdng gian, ma 6ng goi la 16p-L, 16p-V va
l6p-E. Cac l6p-L 1 tong quat nhat, trong d6 mot khai niém compact diy dugc dinh nghia.
Céc 16p-E, ma bay gio chdng ta goi la cac khéng gian métric va lop-V, mot khéng gian
métric vai mot phién ban yéu cua bat dang thuc tam giéc, it tong quat hon, nhung dé 1am
Viéc véi chung hon.

Muc dich 1a dé xac dinh tinh compact cho cac 16p-L, nhung diéu nay hoa ra khdng
thanh c6ng vi tinh compact day khong c6 tat ca cac thudc tinh can thiét dé khai quéat hda cho
cac khong gian topd triru twong. Thay vao do, Fréchet tap trung vao cac 16p-V va E, trong
d6 cac khai niém vé tinh compact hién dai va tinh compact ddy hoic compact diém-giéi han
la tuong duong. Pinh nghia sau day dugc dua ra cho cac 16p E.

Mot tap E goi la compact néu, bat cir khi nao E,, 1a mot ddy cac tap con dong, khac rdng cia

E sao cho E,,,; la mot tap con cua E,, v&i moi n, thi ¢ it nhat mot phan tir thuc vao tit ca

cac tap E,,. (Fréchet, 1906, p.7)

Ban chit chinh x4c cua truc quan cho dinh nghia nay 1a khong rd rang, nhung c6 thé
c6 hai dic trung ctia cac tap compact ma Fréchet mudn nam bit: Y nghia cua tinh bi chan va
dinh nghia phan giao 16ng nhau. Mot dinh nghia khac ctia Fréchet, sir dung tinh chat Bolzano
— Weierstrass, ap dung cho cac I6p V va E trong dé tinh compact diém-gigi han, compact c6
thé dém duoc, va compact day 13 tuong duong:

Ching ta s& néi rang mot tap hop 1a (lién quan dén diém-gidi han) compact néu né chi chira

mot s6 hitu han diém hoic néu mdi tap con vo han caa nd tao ra it nhat mot diém gigi han.

(Fréchet, 1906, p.6)

Trong dinh nghia trén, luu y rang d6i véi Fréchet, mot tip compact khong can phai
dong. Vi vay, dbi véi cac dinh nghia va dinh If tiép theo cua ong, Fréchet thuong can phai
yéu cau mot tap hop vira compact vira dong.

Vi Fréchet khong yéu cau mot tip compact phai dong, nén 6ng dinh nghia khai niém
cua mot tdp cuc tri, gén v61 khai niém hién dai vé compact: “Chiing ta s€ goi mdt tap vira
dong vira compact la tdp cuec tri.” (Fréchet, 1906, p.6-7)

Tiép thu nhing ¥ twong dong gbp trong luan an ctia minh dugc bao vé vao nam 1906,
Fréchet goi mot tap hop compact 1a moi tap hop chi c6 mat s6 hiru han cac phén tir hodc moi
v6 han cac phan tir [am nay sinh it nhat mot phan tir giéi han (Fréchet, 1906, p.6). Bé tim
cac tinh chat b sung, ong dinh nghia 14n can (A, B) cua hai phan tir A va B cia mot tap hop
la mot s6 sao cho (A, B) = 0 néu A = B va nguoc lai va tén tai mot ham dwong ki hiéu 1a
f (&) tién &&n 0 véi e ma (A, C) < f(e) néu (A, B) < f(¢) va (B, C) < f(¢), v6i moi phan
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tr A, B, C. Ong c6 thé dua ra mot cong thirc cho cac dinh i ctia Borel va Borel-Lebesgue

trong cac tap hop cd cac lan can nhu vay (Fréchet, 1906, p.18, 22-23, 26-27). Nam 1917,

Fréchet d3 dua ra mot dinh nghia méi vé cac 1an can (Fréchet, 1917, p.359-360); chinh 6ng

n6i rang dinh Ii nay khac hoan toan voi dinh Ii ong da dwa ra trude d6 (Fréchet, 1928, p.172).
e Hausdorff: Tinh compact trén cac khong gian métric

Mot trong nhitng chudng ngai dé dinh nghia tinh compact 1 dinh nghia n6 theo cach
c6 thé hoat dong cho céc khdng gian topd triru tugng.

Pay 1a mot van dé ddi véi Fréchet va cudi cling dng phai han ché dinh nghia caa minh
dbi véi céc 16p-V va E, bo ngo cau hoi vé viée xac dinh tinh compact cho cac 16p-L, tién
than caa cai ma ngay nay ching ta goi 1a khong gian topé triru twong. Vao dau nhitng nam
1900, cdng trinh ctia Hausdorff d3 cach mang héa linh vuc tdpd hoc, cung cap cac dinh nghia
chuan trong linh vuc nay.

Tuy nhién, chinh Hausdorff 1a nguoi gioi thi€u hé 1an can thuén tién nhét trong bai
giang nam 1912 trudc tién va mot cach cé hé théng vao hai nam sau. Ong néu dic tinh cac
vung 1an cén cac diém ciia mot tip hop bang bdn tién d& sau: 1) Mdi diém x duoc chira trong
mot 1an can U, va mdi 1an can U, chira mot diém x; 2) Vi mbi cdp lan can U,va V, tuong
g v6i 1an can W, chira trong U,va V,; 3) Néu y 1a mot diém cua U,,, thi c6 mot an can U,
chta trong U,; 4) Dbi voi hai diém x va y, co cac 1an can U,va V, khong c6 diém chung
(Hausdorff, 1914, p.213).

Liy y tuong tir Cantor, Hausdorff goi diém dinh ctia mét tap hop A 1a moi diém trong
d6 mdi 1an can chira v6 s6 diém cua A. Ong nhén ra rang c6 nhing tap hop khong ¢ diém
tu (vi du tap hop cac s nguyén); Ong goi chiing 14 cac tap phéan Ki. Do dé, 6ng c6 thé stra
d6i dinh nghia cta Fréchet va goi tip compact 1a moi tap khong chira tap con phan ki
(Hausdorff, 1914, p.230).

Vao nam 1914, Hausdorff da gidi thi¢u nhitng gi chiung ta goi 1a khong gian HausdorfT,
trong d6 cac diém khac biét co cac ving 1an can roi nhau. Trong (Hausdorff, 1914), éng da
dinh nghia mot tap hop E 1a compact néu moi tap con vo han cua E c6 mot diém gidi han
trong E, trong d6 diém giGi han trong ngit canh nay c6 nghia 1a moi lan cén cua diém do
chira v6 s cac phan tir ctia E. Khai niém tinh compact ctia Hausdorff, ma chiing ta goi 1a
compact diém-gi6i han va twong dwong véi tinh compact c6 thé dém dugc dbi voi cac khong
gian Hausdorff, van la khai niém chuan vé tinh compact trong sudt qué trinh phat trién nhanh
chong cua topd tap-diém trong thap nién 1920.

e Alexandroff va Urysohn: Tinh compact phz mo

Trong khi Fréchet 1a ngudi dau tién dinh nghia chinh thérc tinh compact, thi hai nha
toan hoc ngudi Nga duong thoi vai 6ng, Alexandroff va Urysohn, 1an dau tién phat biéu nd
dudi dang tong quét nhat, trong béi canh cua céc khdng gian tépd triru twong. CH 18 vi Ii do
nay ma hai nguoi Nga dugc ghi nhan trong viéc dinh nghia khai niém tinh compact.
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Trong mot bai bao nam 1923, Alexandroff va Urysohn da liét ké tinh compact phu ma,
thudc tinh ma moi phi mé déu cd mot pha con hiru han, vi mét trong ba thudc tinh twong
duong ma mét tap hop co thé dugc goi 1a compact, ma theo ngdn ngit cua ho 13 “bicompact”
(song compact). Hai thudc tinh khéc 12 tat ca cac tap hop vo han c6 mot diém tu hoan toan
va céc phan giao 16ng nhau 1a khéc rdng. Alexandroff va Urysohn luu ¥ rang ba thudc tinh
nay di duoc biét dén, mic du khai niém nay chua duogc dit tén.

Alexandroff tuyén bé dac trung diém tu la quan trong nhét trugc tién, do su thong tri cia

tinh chit Bolzano — Weierstrass, nhung sau mot vai ndm rd rang 1a tinh chat phu mo c6 hiéu

qua hon. (Chandler, 2001, p.633)

Ngay nay, ngudi ta thuong dua ra tinh chat phit mé nhu dinh nghia va chi ra su tuong
duong ctia mot hoic ca hai tinh chat kia nhu cac dinh Ii. Mac du triru twong hon va co 18 it
truc quan hon so véi cac dic trung khac, tinh chat phi mé mang lai rd rang hon cac tinh chat
khac vé sy twong ddng giita tinh compact va tinh hitu han.

Alexandroff va Urysohn thuc sy di tiép xdc gan giii voi Fréchet (Taylor, 1985, p.319-
357), trong thoi gian phét trién nghién cau caa ho trén cac khdng gian topd compact. Mic
du Alexandroff va Urysohn thuong nhan dugc ghi nhan cho viéc dinh nghia tinh compact
phit m&, nhung Fréchet khong nhan thie duoc kha nang sir dung cac 1an can dé néu dic
trung tinh compact, mot ¥ tudng duogc Hadamard, ¢ van caa 6ng dua ra vao nim 1905. Dinh
nghia dau tién ma Fréchet dua ra, vé cac phan giao ldng nhau, 1a d6i ngau, va do d6 tuong
duong vé mit logic véi tinh compact phu mé ¢6 thé dém duoc.

e Compact phi m¢ véi Compact diém — gidi han

Mic du Fréchet ¢ thé ban dau di duoc thuc ddy dé xac dinh tinh compact cho cac
khong gian topd triru tugng, nhung thyc té ong da ty gidi han minh trong cac khong gian
métric. Cach tiép can ctia 6ng vé viéc xem xét cac diy va gidi han khong tong quét nhur cach
tiép can str dung phii mo, didu nay dan dén két qua ma chung ta coi la dinh nghia chinh xac
cua tinh compact.

o Cartan va Bourbaki: Compact voi loc

Weil viét vao ndm 1937: Khi ta roi khoi tinh dém duoc, thi viée 14y cac khai niém
chudi va giéi han 1am cong cu chinh yéu khong con phi hop va ta phai thay thé chung bang
nhimg cai khac c6 mién hoat dong it thu hep hon. (Weil, 1937, p.3)

Chinh Henri Cartan 1a nguoi phat hién ra cong cu nay trong cing mdt nam. Ong dinh
nghia loc F ctia mot tap hop 1a mot ho cac tap hop con, sao cho: 1) Loc khac rdng va khong
chtra tap hop con rdng; 2) Giao cta hai tap hop cua F ciing thudc F; 3) Bat ki tdp hop nao
chtra mot tap hop cua F déu thudc vé F (Cartan, 1937, p.595). Cartan ciing dinh nghia mot
khai niém rong hon, mgt khai ni€ém co s& cua loc: céac tap hop cua loc co s¢ thoa man diéu
kién dau tién cta cac loc va giao cua hai tap hop cua loc co s& chira mot tap hop cua loc co
s¢ (Cartan, 1937, p.595-596).
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bac biét, tap hop cac lan can cia mdt khong gian topo 1a mot loc va mdt co s loc.
Theo dinh nghia, Cartan noi rz‘“mg trong mot khong gian tépo, loc hoi tu dén mot diém hoic
diém nay la gidi han cia loc néu loc nay min hon loc cac lan can (nghia la néu loc dugc xem
xét chtra loc cac 1an can). Dé chi c6 mot diém gidi han duy nhat, khong gian phai 13 mot
khong gian Hausdorff. Cartan goi diém tu ctia mét loc F 1a diém ma loc min hon F héi tu vé
no; ong di dén két luan quan trong rz‘“mg giao cua mot phén ttr bat ki ctia loc va mot 1an can
bat ki ctia diém khong bao gid rong (Cartan, 1937b, p.777-778).

Chevalley va Weil d3 luu ¥ Cartan rang, trong thuat ngit méi nay, néi rang mot khong
gian t6pd 1a compact ciing c6 nghia 1 tinh chat Borel-Lebesque quy vé noi rang bt ki loc
nao duoc xay dung trén khong gian nay déu c6 it nhat mot diém tu (Cartan, 1937b, p.778);
su twong duong nay dugc thiét 1ap bang cach xem xét tinh chat Borel-Lebesgue duoc phat
biéu dudi dang: Moi ho cac tap dong cod phén giao rong déu nhan mot ho con hitu han ¢6
phan giao 13 rong. Khong gian 1a compact néu moi siéu loc (tirc 1a moi loc min hon moi loc
cho truée) déu hoi tu.

Bourbaki goi diém dinh cta mot loc co s& ciia mot khong gian topo 1a moi diém dinh
ddi v6i mdi phén tr ciia co sé, nghia la moi diém ma mdi 1an cén cua nod chua it nhit mot
diém cta mbi phan tir cua co so (Bourbaki, 1951, p.45-49)

Do d6, theo dinh nghia ctia Bourbaki, mot khong gian compact cudi ciing 1a mot khong
gian topd ma moi loc déu c6 it nhat mot diém dinh va duoc phan tach theo nghia cua Tietze,
nghia 1a thoa mén tién dé cua Hausdorff (Bourbaki, 1951, p.91). Tién dé: Bat ki loc nao ciing
¢6 it nhat mot diém dinh. Tién dé nay thay thé nguyén Ii ciia Bolzano Weierstrass. N6 tuong
duong v6i: Bat Ki phtt mé nao cua khéng gian déu c6 mot pha mé hiru han cia khong gian;
phat biéu cubi ciing nay 13 phat biéu chinh thirc ctia tién dé Borel-Lebesgue. (Bourbaki, 1951,
p.91-129)

3.3. Quan niém gan lién vei tinh compact

Tir két qua phan tich tri thac luan lich st caa khéi niém tinh compact, cho thay sy hinh
thanh khai niém tinh compact ciaa mot tap chiu anh huong cua quan niém nghiém ngat héa
va quan niém triru tegng hoa trong toan hoc néi chung va trong giai tich ndi riéng.

Khéi niém tinh compact ra doi vao thé ki XIX 1a thoi ki nghiém ngat héa toan hoc noi
chung va nghiém ngat hoa giai tich néi riéng, nham tach giai tich khoi sy anh huéng caa
hinh hoc dé cac chitng minh va céc khai niém duoc xay dung chat ché hon trén nén tang
sb hoc.

Triru twong hoa trong todn hoc 1a qua trinh rat ra ban chat co ban cua mot khai niém
toan hoc, loai bo bat ki sy phu thudc nao vao cac dbi twong trong thé gisi thuc ma né cé thé
duoc két ndi ban dau va khai quat hoa no dé n6 cé cac tng dung rong hon hoic ph hop voi
cac md ta triru trong khac vé céac hién tuong tuong duong.
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Mot sb gidi thich hién tai vé su triru tuong hoa trong cac thiét lap toan hoc duoc kiém
tra tir cac quan diém khac nhau, bao gém ca trong lich sir va hoc tp. C6 y kién cho ring su
triru twong hoa 1a mot khai niém phurc tap va né khong thé chi quy vé thanh khai quat hoa
hay phi ngir canh hoéa. (Ferrari, 2003, p.1225)

Mot trong nhimg trudng hop dau tién vé sy triru teong hda cuc ki thanh cdng trong
lich sir todn hoc hién dai chac chan la khong gian métric, duoc Fréchet gisi thiéu vao khoang
nam 1906 trong bdi canh cua giai tich ham. Puoc biét, Fréchet biét vé truong hop cua nhém
trong dai 6 triru twong va néd di cung cap it nhit cac huéng dan va mot mé hinh vé nhiing
gi cd thé dat duoc bang céch di chuyén 18n cac bac thang triru twong. (Marquis, 2015)

Trong luan 4n nam 1906, Fréchet di dinh nghia tinh compact ddy xuét phat tir mong
mudn khai quat hoa dinh Ii ndy cho cac khong gian triru twong. (Taylor, 1982, p.244)

3.4. Ddc trwng tri thuc lugn cua khai niégm compact

Tt phan tich qua trinh lich str hinh thanh khai ni€ém compact dya trén céc tai liéu tham
khao: Pier (1961), Pier (1984), Raman-Sundstrom (2015), ching t6i rit ra cac dac trung tri
thirc luan cua khai ni€ém compact nhu sau:

- Dic trung vé& pham vi tdc dong: giai tich, khong gian métric, topd, hinh hoc;

- Dic trung vé cdc yéu té gan lién: diy, diy con, pha ma, pha con, tap mé, tip dong,
diém gi61 han;

- bac trung cach tié'p cdn khai niém: day, tap mo, tap dong va bi chan, loc;

- DBac trung trieu twong: triru twong hoa trong khong gian métric va khong gian topo;

- Dic trung cu thé/khai quat hda: cu thé trén duong thang thuc R, khai quat vao trong
khong gian Euclide n chidu va khong gian métric va khong gian topo;

- Dic trung da hinh thite: compact diém — gidi han, compact phi mo.
3.5. Chuwong ngai tri thirc lugn

T két qua phan tich lich st hinh thanh khai niém compact, chiing toi xac dinh dugc
chuong ngai tri thie luan cua compact la:

Chuéng ngai triru tiwong héa: Khai niém compact 1a két qua cua sy khai quat hoa cho
cac khong gian métric va khong gian topo triru tugng. Két qua phan tich tri thirc luan lich sir
hinh thanh khai niém tinh compact cho thdy Fréchet da gip trd ngai trong viéc khai quat hoa
tinh compact day cho khéng gian 16p L vi tinh compact day khong c6 tt ca cac thude tinh
can thiét dé khai quat hoa cho cac khdng gian topd triru tugng, vi viéc xét sy hoi tu cua cac
day trong khong gian topd 1a khong thé do doi hoi mot métric. Chinh Alexandroff va
Urysohn di vuot qua chuéng ngai ma Fréchet gip phai bang cach xem xét ba thudc tinh
tuong duong cliia mot tip compact: Moi phit mé déu ¢6 phu con hitu han, tit ca cac tap hop
v6 han c6 mot diém ty hoan toan va cac phan giao 10ng nhau 14 khac rong.
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Chudng ngai nay sinh vién s& phai duong dau khi chuyén tir nghién ciru trén tap hop
cac s6 thyuc sang cac khong gian métric va khong gian topd triru tuong.
3.6. Gid thuyét nghién ciru

Tir két qua phan tich tri thirc luan & cac Muc 3.1, 3.2, 3.3, 3.4, va véi hai kho khin xéc
dinh dugc trong thuc nghiém khao sat trén sinh vién trinh bay trong Muc 1.2:

- Tdn tai mot s6 quan niém sai cta sinh vién vé ¥ nghia cta khai niém tinh compact;

- Gap nhiéu kho khan trong viéc xét tinh compact cia mot khoang trong R va mot hinh
chir nhat trong R?, ching toi xay dung gia thuyét H vé cac kho khin cua sinh vién khi lan
dau tiép can khai niém tinh compact nhu sau:

Ton tai mét s6 quan niém sai vé y nghia cua tinh compact va ton tai nhiéu khé khdan
trong viéc xét tinh compact ciza mgt khodng trong R va mét hinh chiz nhdt trong R? ¢ hdu
hét sinh vién khi lan dau tién tiép cdn tinh compact. C4c quan niém sai va khé khan ndy co
nguon goc tir chuwdng ngai tri thirc ludn: chwréng ngai triru firong hoa.

4.  Kétludn

Y tudng vé compact sinh ra tir y tudng vé giéi han. Khai niém gidi han xuat hién rat
som trong toan hoc. N6 duogc goi 1€n bdi cac nha toan hoc va triét gia Hi Lap, dac biét
la Aristotle.

Phan tich tri thirc luan lich sir da chung minh khai ni€ém tinh compact ra doi nham
nhim giai quyét ba bai toan: nghién ctru cac thudc tinh cua [a, b], khéng gian cac ham lién
tuc, va nghiém phuong trinh vi phan. Tuy nhién, khai niém nay ra doi truc tiép tir viéc
Fréchet mong mudn khai quat hoa dinh Ii cia Weierstrass lién quan dén cac hanh vi caa cac
ham lién tuc x4&c dinh trén cac khoang dong, bi chan ctia duong th'fmg thuc vao trong cac
khéng gian triru twong métric va topd, nhung ong chi thanh cong d6i véi cac khong gian
métric. Chinh Alexandroff va Urysohn d3 thanh cong trong viéc thiét 14p khai niém compact
phu m¢ trong khong gian topo triru tugng, va Cartan va Bourbaki 1a nhiing ngudi dinh nghia
khong gian top6 compact theo loc.

Hiéu duoc qué trinh khai quat hoa tinh compact tir dwdng thiang thuc R vao khong gian
métric va trong khong gian topd s€ giup sinh vién vuot qua cadc chudng ngai/khé khan trong
qua trinh tiép can khai niém nay.

Chung t6i s& tién hanh mot thuce nghiém dé kiém chimg gia thuyét nghién ctru H trong
Muc 3.5. Cac két qua nghién ciru s& duoc trinh bay chi tiét trong mot bai viét khac.

< Tuyén bé vé quyén lgi: TAc gid xac nhan hoan toan khéng c6 xung dét vé quyén loi.
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ABSTRACT

Compactness in metric and topological spaces is one of the basic concepts of Topology. It is
a property that generalizes the notion of a subset of Euclidean space being closed and bounded.
Many of the concepts in the Topology as well as in the metric space are based on this concept. This
paper presents an epistemological analysis that clarifies the emergence and development of the
concept of compactness and determines the epistemological characteristics of these two knowledge
objects.
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