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TÓM TẮT 

Phương trình p-Laplace là một trong các phương trình được nhiều nhà toán học nghiên cứu. 

Đây là phương trình có nhiều ứng dụng trong vật lí và các ngành khoa học khác. Trong bài báo này, 

chúng tôi chứng minh một kết quả đánh giá gradient trong không gian Lorentz cho nghiệm 

renormalized của phương trình p-Laplace dữ liệu độ đo trên miền Reifenberg với giá trị p gần 1. Để 

chứng minh kết quả chính, chúng tôi sử dụng kĩ thuật good-λ được nghiên cứu trong nhiều bài báo 

gần đây. Cụ thể, chúng tôi kế thừa các kết quả về bất đẳng thức Hölder ngược và đánh giá so sánh 

giữa nghiệm của bài toán ban đầu và nghiệm của bài toán thuần nhất trong bài báo (Tran, & Nguyen, 

2019c) để chứng minh bất đẳng thức gọi là good-λ. Đặc biệt, chúng tôi xét giả thiết bài toán trên 

miền Reifenberg để thu được đánh giá tốt hơn trong bài báo (Tran, & Nguyen, 2019c). 

  Từ khóa: không gian Lorentz; dữ liệu độ đo; phương trình p-Laplace; miền Reifenberg 

 

1. Giới thiệu  

Trong bài báo này, chúng tôi nghiên cứu đánh giá gradient trong không gian Lorentz 

cho nghiệm renormalized của phương trình p-Laplace dữ liệu độ đo có dạng như sau 

, ,

0, ,

pu x

u x

  


 
  (1.1) 

trong đó,   là một tập mở bị chặn của n ( 2n ), hàm dữ liệu   là một độ đo Radon hữu 

hạn trong  ; và p  là kí hiệu của toán tử p-Laplace 
2div(| | )p

pu u u    , với tham số

1p  . Cụ thể hơn, chúng tôi khảo sát dạng tổng quát hơn của phương trình (1),  

như sau   

  div , , ,

0, ,

   


 

x u x

u x
 (1.2) 

trong đó,  là toán tử tựa tuyến tính Caratheodory thỏa hai điều kiện sau 

                                                 
Cite this article as: Le Hong Phuc (2021). A lorentz gradient estimate for a class of measure data p-Laplace 

equation with p closed to 1. Ho Chi Minh City University of Education Journal of Science, 18(3), 521-537. 
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2, , , ,

p

x y x z y z c y z y z



      

với c1, c2 là hai hằng số, x, y, z thuộc Rn. Sự tồn tại và tính duy nhất nghiệm renormalized 

của phương trình (1.2) được chứng minh trong nhiều bài báo như (Boccardo et al., 1996), 

(Maso et al., 1999) và (Betta et al., 2003). 

Liên quan đến bài toán đánh giá gradient của phương trình (1.2), đã có khá nhiều kết 

quả được công bố gần đây, với những giả thiết khác nhau của toán tử , điều kiện biên cho 

miền   và giá trị của tham số p. Trong trường hợp 
1

2p

n

  , nghiên cứu về kết quả chính 

quy cho phương trình này được khảo sát trong các bài báo của Mingione và Byun như 

(Mingione, 2007, 2010), (Byun, & Wang, 2004, 2008) và chuỗi bài báo sau đó. Trong bài 

báo (Nguyen, & Nguyen, 2019), các tác giả mở rộng kết quả chính quy cho trường hợp 

3 2 1
2

2 1

n
p

n n


  


 bằng kĩ thuật good-λ, với giả thiết   là miền có biên không trơn, thỏa 

điều kiện Reifenberg. Cũng trong trường hợp này, trong các bài báo (Tran, 2019) và (Tran, 

& Nguyen, 2020), tác giả đã khảo sát bài toán với giả thiết yếu hơn giả thiết miền Reifenberg, 

khi   thỏa điều kiện p-capacity. Sau đó trong bài báo (Tran, & Nguyen, 2019c), các tác giả 

đã mở rộng kết quả trong trường hợp 
3 2

1

2 1

n
p

n


 


 khi   thỏa điều kiện p-capacity. Trong 

bài báo này, chúng tôi tiếp tục khảo sát bài toán khi 
3 2

1

2 1

n
p

n


 


 với giả thiết   là miền 

Reifenberg. Một số ứng dụng cho kết quả đánh giá gradient được nghiên cứu trong các bài 

báo (Nguyen, C.-P, 2014), (Tran, & Nguyen, 2019a, 2019b). 

Kết quả chính của bài báo là chứng minh một đánh giá gradient cho nghiệm 

renormalized u của (1.1) trong trường hợp 
3 2

1,

2 1

n
p

n

 
 

 
 và   là miền Reifenberg. Cụ 

thể, chúng tôi chứng minh đánh giá  

 
,

,

1

1

( )

( )

|| || [ ( )]s t

s t

m p

mL

L

u C 






  M , (1.3) 

với  0, s  và (0, ]t  . Để thu được kết quả này, chúng tôi giả thiết thêm rằng 

 m

L   với  * **

,m m m , trong đó 
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 
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 
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 

**

,

1

np
m
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và không gian Lorentz  ,s t

L   được định nghĩa trong phần tiếp theo của bài báo. Với giả 

thiết miền Reifenberg, chúng tôi thu được đánh giá tốt hơn khi xét bài toán với giả thiết miền 

p-capacity. Cụ thể, với miền p-capacity ta chỉ chứng minh được đánh giá Lorentz trên 
,s t

L  

với  0 s  (với   p ), trong khi với giả thiết miền Reifenberg, đánh giá trên sẽ đúng 

với mọi  0, .s   

Trong chứng minh định lí chính, chúng tôi kế thừa một số kết quả trong những bài báo 

gần đây với một vài khái niệm như nghiệm renormalized, độ đo Radon hữu hạn và nửa chuẩn 

BMO của toán tử  (kí hiệu là 
0
R

   ). Chúng tôi không trình bày lại định nghĩa để tránh 

sự phức tạp không cần thiết cho bài báo. Các khái niệm này có thể tham khảo trong nhiều 

tài liệu như (Nguyen, Q.-H., & Nguyen, C.-P., 2019), (Maso et al., 1999) và (Tran, & 

Nguyen, 2019c). Chúng tôi chỉ giới thiệu lại các định nghĩa quan trọng, với mục tiêu mang 

lại sự thuận lợi cho người đọc. 

2. Một số định nghĩa 

 Đầu tiên, chúng tôi nhắc lại định nghĩa, một số tính chất đã biết của không gian Lorentz 

và hàm cực đại Hardy-Littlewood. 

Định nghĩa 2.1. (Tran, 2019) 

 Cho hai tham số 0 s   và 0 .t   Không gian Lortentz  ,s tL   được định nghĩa 

là tập tất cả các hàm f  đo được Lebesgue trên   sao cho 
 ,s t

L

f

  , trong đó 

 
  ,

0
:


 







 
   
  
s t

s
t t

t s

L

d
f s x f x , với ,t  (2.1) 

 ,

1

( )
0

|| || : sup : ( ) ,s
s

L
f x f x



  


   với .t    (2.2) 

Không gian   ,s

L  còn gọi là không gian Marcinkiewicz. Ở đây, kí hiệu | |W  là độ đo 

Lebesgue của một tập đo được 
nW  .  

Định nghĩa 2.2. (Tran, 2019) 

 Cho 0 n  , hàm cực đại M  của một hàm  : ,nf     khả tích địa phương 

được định nghĩa như sau 

 
 

 
 0

1
sup .

B x
f x f y dy

B x 











 M  (2.3) 
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Trong trường hợp 0,   ta nhận được hàm cực đại Hardy-Littlewood, 
0f fM M , 

được định nghĩa với mỗi hàm f  khả tích địa phương trong n  sau đây 

 
 

 
 0

1
sup .

B x
f x f y dy

B x 




 M  (2.4) 

Bổ đề 2.3. (Maso et al., 1999) 

 Toán tử M  là toán tử bị chặn từ  s nL  vào  , ,s nL  với 1,s   tức là tồn tại hằng 

số 0C   sao cho: 

     : , 0.
n

sn

s

C
x ff x x dx


    M  (2.5) 

Bổ đề 2.4. (Maso et al., 1999)  

 Toán tử M  bị chặn trong không gian Lorentz  ,q s nL  với 1,q   tức là tồn tại hằng 

số 0C   sao cho: 

   , , .q s n q s nL L
C ffM  (2.6) 

3. Các đánh giá địa phương  

 Trong phần này, chúng tôi nhắc lại một số đánh giá địa phương đã biết về mối liên hệ 

giữa nghiệm renormalized của phương trình (1.2) và nghiệm của phương trình thuần nhất 

(3.1). Giả sử  
b

 M  và  1,p

loc
u W   là nghiệm renormalized của phương trình của 

(1.2). Với 
0
x   cố định, 

0
0 2R r   và quả cầu  

2 2 0R R
B B x   , giả sử 

 1,

0 2

p

R
w W B u   là nghiệm duy nhất của phương trình  

    


 

2

2

div , 0 trong ,

treân .

R

R

A x w B

w u B

 (3.1) 

Bổ đề 3.1.  (Tran, & Nguyen, 2019c) 

 Tồn tại một hằng số 
0  p  sao cho 

       

0

0

2

1 1

1
1

2

1 1
,

r r

p
p

B y B y
r r

w dx C w dx
B y B y

 
 

   
     

   
   

   (3.2) 

với  2 r RB y B  và số dương C phụ thuộc vào , , .n p   

Bổ đề 3.2. (Tran & Nguyen, 2019c) 

 Cho  mL   với mỗi  * **,m m m  và u là nghiệm của (1.2). Khi đó 

 

 
1nm p

n mu L



    và tồn tại số dương C thỏa mãn 
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 

   

1

1
1 .

p
nm p

mn mL L
u C 




  
   (3.3) 

Bổ đề 3.3. (Maso et al, 1999) 

 Cho u là nghiệm renormalized của (1.2) với dữ liệu độ đo  mL   với mỗi 

 * **,m m m . Giả sử một dãy  k k
u  là nghiệm renormalized của (1.1) với dữ liệu độ đo 

   1

p

m p

k L


   thỏa mãn 
k  hội tụ yếu về   trong  .mL   Khi đó tồn tại một dãy con 

 ' 'k k
u  thỏa mãn 

'ku  hội tụ về u và 
'ku  hội tụ về u  trong  qL   với mọi 

 1
0 .

nm p
q

n m


 


  

Bổ để 3.4. (Tran, & Nguyen, 2019c) 

 Cho 
3 2

1
2 1


 



n
p

n
 và   m

RL B  với mỗi  *, .m m n  Giả sử rằng  1, p

locu W  là 

một nghiệm của phương trình (1.2) và  1,

0 2 p

Rw W B u  là nghiệm duy nhất của phương 

trình (3.1). Với mỗi q thỏa mãn điều kiện 

 1
,

2 1


 

 

nm pn
q

n n m
 (3.4) 

tồn tại một hằng số 0C  chỉ phụ thuộc vào , ,n p q  và m  thỏa mãn 

   

2

1

1

1

,
1 1

R R

p

q
q

p
R R

R

q
q

B
R

B
u w dx C C u dx

B B
 








 






 


   


  (3.5) 

trong đó,  0R RB B x  và hàm 
R

 được định nghĩa  

 

1

.
R

m

R

m
m

B
R

d
R

x
B

 
 

   
 

  (3.6) 

Mệnh đề 3.5. (Nguyen, & Nguyen, 2019) 

 Cho   Mb
, 

3 2
1

2 1


 



n
p

n
 và số q  thỏa mãn điều kiện (3.4). Khi đó tồn tại 

   1, 1,

/2

 p

R Rv W B W B  sao cho với mọi 0   và 
0

0
R

     thì 

 
 

/2 2

1

1

1
2

2

,
1








  

 
 


RR

q
q

L BB
p

R

R

v C C u dx
B

 (3.7) 
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và 

   
2

1 1

1

1
2 0

2

1
,

1

RR

q
q

q
p

R
B

R R

q

B
u v dx C uC dx

B B
   

 
    



 
   

 
                  (3.8) 

với  , , , 0   C C n p  và 
R

 được định nghĩa trong Bổ để 3.4. 

 Kết quả đánh giá trên biên được thực hiện tương tự như trong miền   khi   là miền 

 0 0, R  Reifenberg với 
0 1 2.   Cho 

0  x  là điểm trên biên của   và 
00 10,R R   

ta đặt  2 2 0 .  R RB x  Giả sử  1, p

locu W  là nghiệm của phương trình (1.2) và ta gọi 

 1,

0 2  p

Rw u W  là nghiệm duy nhất của phương trình 

     


 

10

10

div , 0 trong ,

treân .

R

R

A x w

w u

 (3.9) 

Bổ đề 3.6. (Nguyen, & Nguyen, 2019) 

 Giả sử rằng 
3 2

1
2 1


 



n
p

n
 và w  là nghiệm duy nhất của (3.9) và số q  thỏa mãn điều 

kiện (3.4). Khi đó ta có 

       

 

       

10 0

10 0

0

1

10

0 0

1 1

1

10 0 10 0

1 2

10 0 10 0

1

.
1









 
   

 



 
 
 
 

  
    

   
   

 








R R

R R

m pm
m

B x
R R

p

m qm
m q

B

q

x B x
R

B x

R

q
u w

R
dx

B x B x

R
C dx u dx

B x

dx

B

C

x

  

Mệnh đề 3.7. (Nguyen, & Nguyen, 2019) 

Cho  b M , 
3 2

1
2 1


 



n
p

n
 và số q  thỏa mãn điều kiện (3.4). Khi đó, với mọi 

0  , tồn tại  0 0

1
, , , 0,

2
  

 
   

 
n p  sao cho nếu   là miền  0 0, R  - Reifenberg thì 

tồn tại một hàm   1,

/2 0RV W B x  thỏa mãn 
0

0
R

     sao cho 

    
1

/10

0

0

1

1

1
10 0

10

1
,

R

R

q
q

p
R

R B

L B x
x C

B
V uC


 

  
 
 

   

và  

 
 

 

   
 1/10 00 0

1

0

1

1

1
10 0

10/10 0

1
,

1

RR x

q
q

p
R

q
q

R B R B x

x C u
B

u V dx C
B x

  

 
  







 


 



 
 


  

với  , , , 0C C n p     và 
10R

 được định nghĩa như trong Bổ đề 3.4. 
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Bổ đề 3.8. (Tran, 2019) 

Cho   1 20,1 ,0 R R     và quả cầu  
2 0: RQ B x  với n

0 .x   Cho V W Q   là 

hai tập đo được thỏa mãn hai tính chất 

i)    
1

;n n

RV B  

ii) Với mỗi x Q  và  10, ,r R  nếu      n n

r rV B x B x   thì 

  .rB x Q W   

Khi đó tồn tại một hằng số C dương phụ thuộc vào n sao cho    .n nV C W  

4. Kết quả chính 

Kết quả mới của bài báo được trình bày trong hai định lí chính. Trong đó, Định lí 4.1 

là một bất đẳng thức dạng good-λ, được chứng minh dựa trên Bổ đề 3.8, được biết đến như 

một dạng bổ đề phủ Vitali. Kết quả về đánh giá gradient được phát biểu trong Định lí 4.2, 

được chứng minh dựa trên Định lí 4.1. 

Định lí 4.1.  

  Cho  
3 2

1 ,
2 1

n
p

n



  


M  và    0


diam

Q B x  với 
0x  cố định trong  . Giả sử 

u là nghiệm renormalized của (1.2) với dữ liệu độ đo   mL  với  * **,m m m . Khi đó, 

với mọi 
 1

2 1


 

 

nm pn
q

n n m
 và  0,1  , tồn tại các hằng số  0, , ,   n p c ,

   0 0, , 0, , , , ,       n p c n p q c  và   0 0, , , , , / 0C C n p q c diam r    sao 

cho   là miền  0 0, R  - Reifenberg và 
0
R

     thì ta có bất đẳng thức 

       

  

1 1

1

m

1

,

, 0.

q mq m pn

q qn

u Q

C u Q

  

  


   
     
    

   
       
    

M M

M

 (4.1) 

Chứng minh : Với 0   và 
0 0r  , xét hai tập hợp có dạng 

       
1

1

,

1

m, ,
q mq m p

V u Q    


  
    

  

 M M  

và 

  
1

,
q q

W u Q 
  

   
 





M  
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trong đó,  0,1   và 0   được chọn ở phía sau. Đặt  0 diamD   , ta có  
0 0 . DQ B x  

Ta cần chứng minh rằng tồn tại các tham số , ,    và 
0 0   sao cho (4.1) thỏa mãn với 

mọi  00,  , tức là    , .n nV C W    Ý tưởng chính là dùng Bổ đề 3.8 để chứng 

minh Định lí 4.1, nghĩa là ta sẽ kiểm tra hai giả thiết trong Bổ đề 3.8 được thỏa mãn. Đầu 

tiên ta cần chứng minh rằng 

    
0, 0 , 0,n n

RV C B       (4.2) 

trong đó,  0 0 0min , .R D r  Không mất tính tổng quát, ta có thể giả sử ,V     (bởi vì nếu 

,V    thì (3.12) là hiển nhiên đúng). Khi đó tồn tại 
1x Q  thỏa mãn 

    
1

1

m . 



m m p
M  Theo định nghĩa của hàm cực đại 

mM  ta có 

 

 
 

 0

10

1
1

111 1

0

0

,

D

m nm
Dm m p p

m

B x

B x
dy dy D

D
   

 



  
    
    

   

hay 

 
 

1 1

0m

n
p

m

L
D 

 


 . (4.3) 

Áp dụng Bổ đề 2.3 với 1,s  ta có 

    
 

 

 

   
 

 

 

 

 
 

 

 

1

,

1
11 1

1 1
1

0 . (4.4)

q qqn n

q

q n m q n m

nm pmn p nm p

n m
q

q n m
q n m

nm p nm pn
m p

n m
q

C
V u u dx

C
dx u dx

C
D u dx

  








 


 



 




 






  
     

  

   
    

   

 
  

 



 



M

 

Mặt khác, theo đánh giá gradient trong Bổ đề 3.2 ta có 

 

   
1

1

1 ,nm p

mn m

p

L L
u C 





 
   

kết hợp với (4.3) và (4.4) ta được 

 
 

 

     
0

1 1

0

1
1 0

, 0

0

.

q
nq n n

p

m
n p

m pn n

Rq
m

C D
V D C BD

R
   



 


 

    
    

  
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Đánh giá này dẫn đến    
0,

n n

RV C B    với  0, , , , , /C n p q R R    và hằng 

số C phụ thuộc vào 0

0

n

D

R

 
 
 

 và  , (4.2) được chứng minh. 

 Tiếp tục ta cần chứng minh    
2 0 0, 0, :    Rx Q B x r R   

       , .n n

r r rV B x C B x B x Q W        

Thật vậy, ta chứng minh mệnh đề này bằng phản chứng, giả sử rằng   c

rB x Q W   

và  , .rV B x     Khi đó, tồn tại  2 3, rx x B x   thỏa mãn 

  2

1

,
qq

u x   
 

M  (4.5) 

và  

    
1

m 3

1
.

m m p
x 

  
 
M  (4.6) 

Ta sẽ chứng minh rằng tồn tại  0, , , , , 0C C n p m q c    sao cho    

   , .r rV B x C B x     (4.7) 

Với mỗi  0, ry B x    ta có  

       

       

'

' '

' 0

0 ' '

'

' '

1 1
sup

1 1
max sup ; sup .

B y

q q

q q

B y

B y B
r r

y

u dx u dx

u dx

B y B y

B
d

B
x

y
u

y

 

 

 

 



 



  

  

  
   

  

 

 

 

Với  0 ' , rr y B x    ta có    ' 2 ,rB y B x   do đó 

       
 

 
 

'

2

'

2

'
'

'
'

1 1
s .up sup

 










 

     B xr r

q

B y B

q q

r
y

B x
r

u y
B y B

u
y

dx u dx M  

Với      ' ' ' 2 2 3 ' 2r rB y B B x B x        với mỗi ' .r   Từ (3.15) ta có 

   

 

     

   

   

' 3 ' 2

3 ' 2

3 '

' ' 3 '

2

3 ' 2

' '

'

1 1
sup sup

1
3 su .p 3 3

B y B x

q n q

B

q q

r r

q n

x

n

r

u dx u dx

u d

B y

B y B y B y

u x
B x

x

 





  



 





 





 

  

  

 

 M

 

Từ đó suy ra 
   

 
  

2

1
max ; ,3

B xr

y

q q n q

B

u dx u y
B y



   M  
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hay   
 

    
2

,max ; .3
B xr

q q n q

ru y u y y B x    M M  Đánh giá này dẫn đến 

    
1

.3

n

qq q

ru B x
  

   
  

M  

Như vậy, với mọi 0   và 3

n

q   ta có, 

           

         
2

1

1 1

1

,

1

1

,

, . (4.8)
r

q m

m

q mq

mB

q m p

r r

m p

rx

V B x Q B x

Q B x

u

u

   





  









  
      

  

  
    
 













M M

M M

 

Giả sử  1,

0

p

ku W   là nghiệm duy nhất của phương trình 

      


 

div , trong ,

0 treân ,

k

k

A x u

u

  (4.9) 

với  k kT  . Để chứng minh (3.17), ta xét hai trường hợp  8rB x   và   
8

.
c

r
B x  

Trường hợp 1.  8rB x    

 Áp dụng Bổ đề 3.5 cho      1, 1,

4 2

p

k r rv W B x W B x   là nghiệm duy nhất của 

phương trình: 

    

 

  


 

8

8

div , 0 trong ,

treân ,

k r

k k r

A x v B x

v u B x

 (4.10) 

với 
k   và  2 8R rB B x , tồn tại hằng số  , , 0C C n p q   sao cho 0  , và với 

0
R

    , ta có : 

    
   8

2

1

1

1
8

8

1
,

r

r

q
q

p
rk k

x

B x k

B

L

r

C u
B

C
x

v 


 
  
 
 

   

và  

   
4 8

1

1

1

8

1

4

8

1
,

1
   

 
   

 




 


  

 
 


rr

q
q

k

q
q

rk

r

k

r BB

p
ku

B
v dx uC

B
C  

trong đó hàm 
8r

 được định nghĩa 
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 
 

   4

1

8

4

8
.

r

m m
m

r k k

r B x

r
dx

B x
 

 
 
 
 

  

Áp dụng (3.15), (3.16) và Bổ đề 3.3, ta nhận được 

  
 

   

       

 

8

1

1

1
8

8

1 1

1

3 2

1

1

lim p

,

su

r

r

q

q
p

r

r B x

m qp

k L
k

m

B x

q

C u
B x

C x C u x

C C

v C 



  








 
  

 
 

     
   





 

 

M M  

và  

   

   
   

       

 

4

8

1

8

4

1 1
1

1

1

1

8

3 3

1
l

,

ims

1

up

r

r

q

q
p

r

r B x

q

q

k k
k r B x

m

m

p q q

C u
B x

x C u

u v dx
B x

C

C x

C C









  

  

   







 


 
  
 
 



   
 

  
 
 

  

 











M M

 

trong đó 
k   hội tụ yếu trong .mL  Như vậy tồn tại 

0 1k   sao cho 
0k k   ta có 

  2

,
r

k L B x
v C                                                                                                  (4.11) 

và  

   

 
4

1

4

1
.

r

q

q

k k

r B x

u v dx C C
B x



   
 
     
 
 

  (4.12) 

Ta có đánh giá 

      

    

   

2

2

2

1

,

1

1

1

.

9

1

9

1

9

r

r

r

q q

B k k r

q q

B k r

q q

B k r

rV

B

u v B x

u u x

v B

B x

x

   

 

 

  
  



 



 
  

  
    

 

  
   

 




M

M

M

 

(4.13) 
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Dựa vào (3.6), ta nhận thấy rằng với max 3 ,10

n

q C
  

  
  

(C  là hằng số trong (3.6)) và 
0k k , 

ta suy ra 

    
2

1

0.
1

9r
r

q q

kB x
Bv x 

  
  

 





M  

Do đó, (4.13) dẫn đến  

      

    

2

2

,

1

1

1

9

1

9
.

r

r

q q

B k k

q q

B k r

r ru v B x

u u

V B x

B x

   

 

  
    

  

  
    

  

 



M

M

 

Áp dụng Bổ đề 2.3 và (4.12), ta có 

   
 

 
 

   
 

2 2

2

,

.

r r

r

q q

r k k kq

B x B x

q qq n

kq

B x

C
V B x u v u u

C
C r u u

 







   


 
       

  

 
      

  

 



 

Cho k   ta được 

       , ,

         
q

r r rV B x C C B x B x  

trong đó  0, , , , ,C n p c q    và 0
0

, , , , , .RC n p c q
R

    
 

 

Trường hợp 2.  8

c

rB x    

 Tồn tại 
4x   thỏa mãn  4 dist , 8x x x r    . Ta có 

         2 10 4 100 4 108 109 2 ,r r r r rB x B x B x B x B x      (4.14) 

và 

     100 4 108 109 3 .r r rB x B x B x    (4.15) 

Áp dụng Mệnh đề 3.7 với  1,

0

p

ku u W    và   1,

10 4k rV W B x  là nghiệm của 

phương trình : 

    

 

10 4

10 4

div , 0 trong ,

trên ,

k r

k k r

A x V B x

V u B x

  


 

 

với 
k   và  10 100 4R rB B x , có hằng số  , , 0C C n p    thỏa mãn 
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    
   

4

100 4

10

1

1

1100

100 4

1
,

r

r

k L B x

q
q

pr k

r B x
x

V uC C
B




 
  








  

và 

 
 

 

   
   108 4 0 4

1

1

1100

10

1

1 0 40 4

1
,

1
   

 
   

 
   
 
 

 
 

 
rr

q
q

pr k

q
q

k k k

r BB x xr B
u V dx C

x
C

B x
u  

trong đó, 100r  được định nghĩa như sau 

 
 

   100

1

10

100

0

100
.

 
 
 
 


r

m m
m

k

r B x

r k

r
dx

B x
 

Từ   
1

2

qq
u x   

 
M  và   

1

3
1

m
px     M  với  2 3, ,rx x B x  (4.14), (4.15) và 

Bổ đề 3.3, ta có 

    
   

 
   

       

2

100 4

109 4

1

1

1

100 4

1

1

1

109 4

1

1
1

1

00

109

3 2

1
limsup

1

,

r

r

r

q
qp

k L B x
k r B x

q
qp

r B x

q

r

r

q

m
p

V C C u
B x

C C u
B x

u x Cx 

















 
     
   

 

 
    
   

 

 
         











M M

 

và  

 
 

        

 

0

1

2

1
1

1
3 2

1
limsup

.

q
q

k k
k r

q
p

m R

q
u x

u V
B x

C x C

C C









 

   





 
  

 
 

            

 





M M  

Như vậy, ta có thể tìm 
0 1k   thỏa mãn với mọi 

0k k  ta có 

  2

,
r

k L B x
V C    (4.16) 

và  
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 
 

 

 
2

1

2

1
.

r

q
q

k k

r B x

u V dx C C
B x



   
 
     
 
 

  (4.17) 

Ta có đánh giá tương tự như trường hợp 1 cho 
0k k  như sau, 

      

    

2

2

1

,

1

1

,

9

1

9

r

r

q q

B k k r

q q

B r

r

k

V vB u B x

u u B x

x   

 

  
    

  

  
   





 
 

 M

M

 

với mọi hằng số 1   phụ thuộc vào , , .n p   Do đó, theo (4.11) và (4.12) cho 
0k k  ta 

suy ra, 

     
  

   
 

2 2

2

,

.

r r

r

q q

r k k k

B x B x

q qq n

k

B x

C
V B x u v u u

C
C r u u

  







   


 
        
 
 

 
      
 
 

 



 

Khi đó cho k   ta nhận được 

     , ,

       
q

r rV B x C C B x  

trong đó  , , , , ,C n p q     và  0, , , , , /C n p q R R   .  

Cuối cùng, áp dụng Bổ đề 3.8 với 
,V V   và W W  để hoàn tất chứng minh của định lí.  

Định lí 4.2. 

Cho 
3 2

2, 1,
2 1

n
n p

n

 
   

 và  n
 là miền thỏa mãn điều kiện Reifenberg. Giả 

sử rằng cho dữ kiện   mL  với  * **,m m m . Khi đó tồn tại hằng số 

0

0

, , , , , ,
 

  
 

D
C C n p m s t

R
 thỏa mãn với bất kỳ nghiệm renormalized u của (1.2), ta có 

 
,

,

1

1

( )

( )

|| || [ ( )]s t

s t

m p

mL

L

u C 






  M , (4.18) 

với  0, s  và (0, ]t  . 
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Chứng minh. 

Ta chứng minh kết quả trên trong trường hợp t   , trường hợp t   được chứng 

minh hoàn toàn tương tự. Cố định 
 1

,
2 1


 

 

nm pn
q

n n m
 áp dụng Định lí 3.9, tồn tại các 

hằng số  00, max 3 ,10 , , , , , , /

n

qC C C n p q R R  
  

    
  

 và 00 1   thỏa mãn bất 

đẳng thức (4.1), với mọi  00,   và 0.    

Bằng cách thay giá trị   bằng   trong định nghĩa của không gian Lorentz, ta có 

 
 

  

  

,

11

1

0

0
.

s t

t
t

s

t

L

t

s

t

q q qnq

q qnt

d
s

d
s

u u

u







 












   
     
    

   
    
 



  








M M

M

 (4.19) 

Áp dụng (4.1) và (4.19), ta nhận được 

 
 

  

    

,

11

1

0

0

1

.

s t

t
t

st

t ts

L

t

s

q q q

t t

nq

n m p
m

d
C s

d
C

u

s

u


  



 





 








   
     
    

  
   

  









M M

M

 (4.20) 

Ta biểu diễn lại các giá trị của tích phân bên vế phải của (4.20), ta được 

 
 

  
 

    

 , ,,

1 11

1
,

s t s t s t

t

q q mq mt

tt
t

s pq

m

LL L

C s Cu u  


  
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,  0, , , , , /C n p q R R    và 0 t  , ta có thể chọn 

 00,   đủ nhỏ sao cho 
1

1
2

sC   để thu được điều phải chứng minh.   
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 Tuyên bố về quyền lợi: Tác giả xác nhận hoàn toàn không có xung đột về quyền lợi.  
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ABSTRACT 

p-Laplace equation is one of the partial differential equations which has been studied 

extensively. This equation has many applications in Physics and other sciences. The aim of the 

present paper is to establish a Lorentz gradient estimate for renormalized solutions to the p-Laplace 

equation with the data satisfying a Reifenberg domain in the case of p closed to 1. In order to prove 

the main result, we use a good-λ technique which has been considered in many recent studies. In 

particular, we used the results of the reverse Hölder’s inequality and the comparison estimate 

between the solutions of the original problem and the corresponding homogeneous problem in the 

study by Tran and Nguyen, 2019c to prove the good-λ inequality. In particular, we consider the 

hypothesis of the Reifenberg domain to obtain a better evaluation in the study by Tran and Nguyen, 

2019c. 

Keywords: Lorentz spaces; measure data; p-Laplace equations; Reifenberg domain 

 


