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TOM TAT

Khai niém anh xa lién tuc trong R, khong gian métric va khong gian topo la mot trong
nhitng khai niém trung tam cua Gidi tich va la khai niém quan trong cua topo. Bai bao nay trinh
bay mét phan tich tri thirc ludgn lich sir lam ré qud trinh hinh thanh va phat trién cia khdi niém énh
xa lién tuc trong tdp so thuc R, khong gian métric, va khong gian tépé xuyén suét qua cdc thoi Ki
tir tién sir dén hién dai. Két qua phan tich tri thirc ludn lich sit gitip cho cdc gidng vién todn cé thé
hinh dung dwoc nhitng tré ngai ma sinh vién nganh Todn gdp phdi khi tiép cdn tri thire nay d@é tir
a6 co thé thiét ké bai giang mét cach hop i hon.

Tir khéa: ham sb lién tuc; anh xa lién tuc; phan tich tri thic ludn; khdng gian métric;
khong gian topo

1.  Piatvan dé
1.1. Sw cin thiét nghién civu tinh lién tuc

Anh xa lién tyc trong R, khong gian métric va khong gian topd dugc xem la mot
khai niém trung tdm cua giai tich va ciing 1a khai niém then chét ciia topd. Anh xa lién tuc
giai quyét nhidu van dé tong quat trong giai tich ham, khong gian métric, Ii thuyét thi tu,
li thuyét mién... do d6, viéc day hoc anh xa lién tuc trong khong gian métric va khong
gian t6pd ¢ bac dai hoc chiém mat vai tro quan trong. Chinh vi thé, anh xa lién tuc duoc
day cho cac sinh vién nganh Su pham Toan, Toan Ung dung cia cac trudng dai hoc trong
hoc phan Giai tich ham va Topd ¢ ndm ba va nam tu.
1.2. Tén tgi nhirng quan ni¢m sai ciia sinh vién vé tinh lién tuc

Thuc té day hoc cho théy, tdn tai ¢ sinh vién nganh Toan mat s6 sai 1am khi tiép can
va giai quyét cac bai toan lién quan dén anh xa lién tuc trong tap s thuc R, khdng gian
métric, va khong gian topo. Dé tim hiéu vé nhiing khé khan va sai 1am trong viéc hoc khai
niém anh xa lién tuc trong khong gian métric va khong gian to6pd cuia sinh vién, chliing t6i
d3 tién hanh khao sat quan niém cua sinh vién Khoa Toan ctia hai Truong Pai hoc Sai Gon
va Pai hoc Khoa hoc Ty nhién vé khai niém nay.

Cite this article as: Nguyen Ai Quoc (2021). An historical-epistemological analysis of continuity in metric
and topological spaces. Ho Chi Minh City University of Education Journal of Science, 18(8), 1524-1537.
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Thuc nghiém dugc chung t6i thuc hién dudi hinh thirc tra 161 2 cau hoi khao sat dudi
dang bai tap.

Tat ca cac sinh vién tham gia khao sat déu da két thuc hoc phan Giai tich Ham va
Topd dai cuong, nghia 1a céc sinh vién da dugc hoc qua cac chuong khong gian métric va
khong gian topo.

Muc tiéu ctia khao sat nham tim hiéu nhitng khé khin va quan niém cua sinh vién vé
tinh lién tuc cua anh xa trong khong gian métric va khong gian top6. Thuc nghiém duogc
tién hanh trén 18 sinh vién cua hai trueong noi trén. Noi dung thye hién gém 2 ciu hoi:

Phiéu khao sat

Xét 2 khong gian métric (R,d; ) va (R?,d,) véi dy, d, la cac (Euclidean) métric thdng
thuong duogc dinh nghia nhu sau:

Vx,y €R, di(x,y) = |x —yl;

Vx,y € R%x = (x;%2):y = (V13 ¥2), do(x,¥) = \/(xl —y1)? + (2 — ¥2)%

Hay chiing to rang anh xa f: R? — R xac dinh boi f(a, b) = a.b (phép nhan sb thuc) la
mot anh xa lién tuc trén R2.

Cau tra 161 mong doi:

Chién lwgc 1. Chitng minh bang dinh nghia theo & — §.

Pé chirmg minh rang f lién tuc tai (a, b), can ching té rang véi mdi € > 0, ton tai mot s6 & >
0 sao cho: néu d,((a,b), (u,v)) <& thid,(f (a,b),f (u,v)) = d,(ab,uv) < .

Gia st rang d,((a,b), w,v)) =/ (a—w)? + (b —v)? < 4.

V6id>0.Tacdla—u| <é6,|b—v|<ébva

d,(ab,uv) = |ab —uv| = |b(a—u) + a(b —v) + (a —u)(v — b)|
< |bl.la=u|+lal.|b—v|+|a—ul.|b—v| < 8%+ 5(al + |b)]).

Khi d6 véi e > 0, ta dit: 62 + 8(la| + [b]) =e = § = -(lal+|b|)+\/2<|a|+|bl)2+4£ _

Déi véi lra chon cy thé nay cua 8,

néu d,((a,b), (w,v)) <& thid,(f(ab), f(w,v)) = dy(ab,uv) <.

Do d6 4nh xa f lién tyc trén R2.

Chién Iwec 2. Chirng minh bang day hoi tu
Je A S an -

Xét (a,,, by) = (a,b) trén RZ, thi { b —

Suy ra f(a,, by,) — f(a,b) trén R.

Do dé f lién tuc trén RZ.

Két qua khao sat:

a
b dodoa,.b, — a.b.

Tra loi Loi giai dang Loi giai sai Khéng tra 1oi
Chung minh theo
dinh nghia ngdn 0 2
ngire — 6

Ki thuéat Ching minh theo 4 3 7

day hoi tu
Chiing minh theo 0 p
cach khac

Téng 4/18 (22,2%) 7/18 (38,9%) 7/18 (38,9%)
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Trong 4/18 (22,2%) sinh vién dua ra 10i giai dung khong c6 sinh vién nio trong s6
do lya chon céch chirng minh dua theo dinh nghia ngon ngit € — § ma tat ca déu lua chon
chirng minh théng qua day hoi tu, chi cé 2 sinh vién Iya chon chitng minh theo dinh nghia
ngon nglr € — 6 nhung lai khong hoan thanh dugc 10i giai.

Trong 7 sinh vién dwa ra 10i giai sai, ching t6i ghi nhan dwgc mot sé quan niém cua
sinh vién nhu sau:

Sinh vién 1: “f 12 nh xa tuyén tinh nén £ lién tuc”.

Sinh vién 2: “f lién tuc lai (0; 0) nén f lién tuc trén R?”.

Sinh vién 3: “Vi anh xa f di tir (R, d;) dén (R?,d,) 1a cac khong gian véi métric
thong thuong va xac dinh tai moi diém cua R? nén lién tuc.

C6 7 sinh vién khong dua ra cau tra loi.

C6 tat ca 14/18 Sinh vién (77,78%) khong dwa ra cau tra 1oi chinh xé4c hay khong tra 1oi.

Nhu vay, qua théng ké ban dau cho thdy sinh vién da gip khé khin trong viéc
nghién ctu va hoc tap lién quan dén khéi niém anh xa lién tuc trong khéng gian métric.
Dic biét 1a viéc hiéu va van dung dinh nghia anh xa lién tuc qua ngdn ngit € — § dé giai
quyét bai toan chizng minh &nh xa lién tuc. Bong thoi tn tai & sinh vién mot s6 quan niém
sai vé tinh lién tuc cua anh xa trong khong gian métric nhu: “Anh xa tuyén tinh thi lién
tuc”, “lién tuc tai diém O thi lién tuc tai moi diém”, hay “anh xa xét trén cac khong gian c6
métric thong thuong thi lién tuc”. Co thé dy doan quan niém sai 1am nay cua sinh vién
xuat phat tir viéc nham Ian khai niém lién tyc cua &nh xa trong khong gian métric va
khong gian dinh chuan, hay cac ham so cip xéac dinh ¢ dau thi lién tuc & do.

Tong két tir hai két qua khao sat trén, cho thay tinh triru tuong trong khai niém anh
xa lién tuc trong khdng gian métric gop phan trong viéc dan dén mot sé kho khan cho sinh
vién trong viéc tiép can, hiéu va van dung dé giai quyét cac bai toan chang minh hay xét
mot &nh xa lién tuc. Bén canh dé, ton tai ¢ sinh vién mot s6 quan niém sai 1am vé khai
niém anh xa lién tuc trong khéng gian métric.

2. Noi dung
2.1. Tinh lién tuc trong khong gian métric va topo

Khai niém &nh xa lién tuc tai mot diém trong khdng gian sé thuc R nhu trén, & bac
dai hoc s& dugc dinh nghia thong qua hinh thirc ngbn ngir € — §:

Mot ham sb f: R — R4 lién tuc tai diém a néu voi moi € > 0, ton tai § > 0 sao cho

|f (x) — f(a)| < € v&i moi x bat ki sao cho |x — a| < 8.” (Wilson, 2009, p.29)

Dic biét, trong khdng gian métric va topd khai niém anh xa lién tuc tai mot diém
khong chi dugc dinh nghia thong qua cac ngdén nglr mang tinh triru tugng cao nhu ngén
ngir € — &, ngdn ngir diy hoi tu ma con bang ngdn ngit topd théng qua tap anh ngugc va
tap mo:

DPinh nghia anh xa lién tuc trong khéng gian métric:

“Gia st rang (X, dy) va (Y, dy) 1a cac khdng gian métric va cho f: X — Y 1a mot &nh xa.
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(a) Ta noi f lién tuc tai x, € X néu véi moi & > 0, ton tai § > 0 sao cho dy (f (x), f(xo)) <

e khi dy(x,x9) < 6.

(b) Tandi £ lién tuc néu f lién tyuc tai moi x, € X.” (Sutherland, 2009, p.40).

Dinh nghia tinh lién tyc trong khong gian tépd theo ngdn ngir tap ma: “Anh xa 12 lién tuc néu

va chi néu anh nguoc cua tap ma 1a tap mo” (Wilson, 2009, p.55).

2.2. Phan tich tri thuc lugn lich si khdi niém dnh xa lién tuc trong R, khong gian
métric va topd
e Quada trinh hinh thanh khdi niém danh xa lién tuc

Khai niém lién tuc xuét hién trong lich st nhu mot thudc tinh téng thé lién quan dén tat
ca cac diém ctia mot khoéang, trude khi tr¢ thanh thudc tinh cuc bd ciia mot ham lién quan dén
cac diém ctia mot vung 1an cén cua X. Trong qud trinh phat trién, khai niém lién tuc dan dan di
tir ¥ twong vat li, truc quan va ngdm an sang khai niém lién tuc cia mot ham ma bay gid
chung ta biét cach xay dung va dinh nghia v& mit toan hoc, va diéu nay phai trai qua mot $6
giai doan.

+ Thoi Ki tién sir

bdi véi nguoi Hi Lap cd dai, tinh lién tuc dugce nhéan thac béng v nghia, n6 ngém an
trong mot $6 suy luén cua ho. Chéng han, tinh lién tuc ngﬁm an trong suy luan ctia Zeno
khi 6ng phét biéu cac nghich Ii “Achilles va con riia” va “Phan d6i”. Nhitng nghich Ii nay
xuét hién nhu 1a sy doi 1ap cta hai phuong dién: phuong dién roi rac va phuong dién lién
tuc. Trong nghich Ii “Achilles va con riia”, Zeno phat biéu bai toan ham chira dong thoi cac
gia thuyét mau thuan: vo han ddi 1ap v6i hitu han, lién tuc dbi 1ap v6i khong lién tuc.

Dbi voi Aristoteles, cai lién tuc 14 cai co thé chia thanh nhitng phan ludn ludn c6 thé
chia dugc, va tinh lién tuc khong thé nhan thuc duge néu khong co mbi lién hé mat thiét
gifta cac phan tir cia n6. Dinh nghia nay van khong van hanh dugc ngay ca khi Aristoteles
thanh cong trong viéc tach biét hai khai niém tiép giap va lién tuc.

Theo Dhombres (Dhombres, 1978, p.85), Eutocius (480-540) dua ra dinh dé vé
duong thang 1a ngan nhat trong sb cac dudng cé cing cac diém mit. Ong 1ap luan bang
cach v& mot duong da gidc noi tiép trong duong cong AB va bang cach sir dung nhiéu lan
va lién tuc két qua “mot canh ciia tam giac nho hon tong cua hai canh kia” dé cho thiy
rang cac duong thang xap xi AB thi 16n hon dwdng thang AB.

Theo hé thdng thai dwong hé cia Ptolemaeus, vi tri cia Mt Troi, Mat Tring Va Cac
hanh tinh dugc xem 1a thay ddi lién tuc va dinh Ki theo thoi gian. Vi¢c xac dinh céc vi tri
nay dugc Ptolemaeus thuc hién theo cac phuong phap chuin duoc sir dung dé bién soan
cac bang thién van khac nhau.

Theo Youschkevich (Youschkevich, 1981, p.15), ca ham sb va tinh lién tuc ctia ham
) khong dugc noi rd trong céc cong trinh nay, khai niém vé ham s khong tdn tai mot
cach tuong minh trong toan hoc Hi Lap: Nhiing y tuong vé su thay d6i va dai lugng bién
thién khong hé xa la v6i tu tuong ciia ngudi Hi Lap. Céc bai toan vé chuyén dong, lién tuc
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va vo han d3 duoc nghién ctru tir thoi Heraclitus hay Zeno cua x&t Elea, va hau hét phan
16n “Vat 1i” hay triét hoc ty nhién cua Aristoteles da duoc danh cho viéc nghién ctru nhitng
cau hoi nay.

+ Thoi ki Trung c6 dén cudi thé ki XVI

Dbi véi cac nha toan hoc A Rap HOoi gido, tinh lién tuc ciing mang tinh truc gidc va
ngam 4n, mot s6 ngudi thi xem né 13 didu hién nhién. Y tudng vé tinh lién tuc 1a co sé cho suy
ludn cta Eljaouhari (cudi thé ki VI va dau thé ki 1X) khi dng dé xuét mot phuwong phap v& cac
hinh binh hanh dua trén dinh d& thir 5 cua Euclide: “Tét ca cic diém cua mot vat thé trong
chuyén dong thang don gian hinh thanh cac dudng thang trong chuyén dong ctia ching.”

Thabit Ibn Qurra (826-901) sir dung quy trinh vét can trong chuyén luan “Vé tinh
toan cac paraboloid” dé ching minh mot ménh dé thiét yéu cho viéc tinh thé tich cia mot
vat rén ndi tiép trong mot mai vom va dugce tao thanh tir mot hinh nén va mot day hinh nén
cut. (Katz, 2009, p.305)

Vao thé ki XIV, Oresme (1323-1382) di sir dung biéu dién dd hoa dau tién dé mo ta
mot hién tuong thay ddi theo thoi gian dya trén cong trinh cta cac triét gia hoc thuat cua
Dai hoc Merton, Oxford. Céc triét gia ndy trong cuing khoang thoi gian di bit dau kham
pha ¥ tuong biéu dién van tdc, ciing nhu cac dai lwong khac nhau, bang cic doan thang.
Trong mot tac phdm co tya dé Tractatus de configurationibus Qualitatum et motum
(Chuyén luan vé cdu hinh cua céc phérn chat va sy van dong) vao khoang nam 1350,
Oresme mo ta phuong phap biéu thi mot dai lugng trong mdi quan hé v6i mot dai lugng
khac. Phuong phéap nay, duoc goi 1a Latitude des formes?, cho phép 6ng biéu dién bang do
thi cac bién thién vé cuong do cia mdt phém chét: toc dd, nhiét, cuong do anh sang. Trong
biéu dién d6 hoa nay, cic kinh d6 duoc biéu dién trén mot dudong thing ndm ngang va cac
vi d6 trén mot duong thang ding. Kinh d6 1a cai ma ngay nay chung ta goi 1a gia tri cua
bién doc 1ap va vi d¢ 1a gia tri cua bién phu thugc. Céc bién thién duoc phan thanh ba loai:
déng dang, di dang déng nhét va di dang sai 1¢ch.

+ Thoi ki Phuc Hung (Thé ki XVI dén cudi thé ki XVI111)

Kepler (1571-1630) 1a mét trong nhimg ngudi du tién sir dung phép bién doi lién
tuc ciia mot hinh hinh hoc thanh mét hinh khac: Kepler chi ra trong cuén Astronomia Per
Optica ctia minh rang cac mit cét conic khac nhau thu dugc bang cach thay d6i "mot cach
lién tuc" do nghiéng cta mit phang cit. Tuong tu nhu viy, trong tac pham Nova
Stereometria Doliorum, Kepler da bé qua phuong phap ching minh bang phan chimg bao
gdm phuong phép vét kiét va sir dung gioi han. Do d6, chu vi cta hinh tron duoc xac dinh
béng mot da gidc co s6 canh 16n vo han va cac canh ngén vo han, va Kepler da st dung
nguyén Ii co ban vé su thay ddi lién tuc dé suy ra dién tich cua hinh tron 1a wR? tir chu vi

! Tam dich: Vi d6 cua hinh dang
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hinh tron (2mR) va tir ti sb giira dién tich ciia mot da giac noi tiép véi chu vi dudng tron.
(Katz, 2009, p.514)

Cavalieri (1598-1647) xem mot bé mat 13 mot chéng cac doan thé“ing c6 mot kich
thude duy nhéat va mot thé tich nhu dwoc hinh thanh tir cdc bé mit phang. Ong da xuit ban
tac pham Geometria Indivisibilibus Continuorum No va Quodam Ratione Promota (Hinh
hoc ctia nhitng cai lién tuc khong thé phan chia dugc theo moét phuong phap méi), trong do
ong xur Ii nhimg cai “khong thé phan chia dugc” mic du khong dinh nghia chiing, va khong
xem nhing cai “khong thé phan chia dugc” 12 nhitng cai nhé v6 han.

Bang cach ap dung dai s6 méi vao hinh hoc va bang cach trinh bay phuong phap giai
tich gi6i thiéu cac ham sd, Descartes (1596-1650) ¢ mo ra mot ki nguyén méi cho toén
hoc. Youschkevitch (1981, p.26) trich dan nhan dinh ctia Hankel (1839-1873): “Toan hoc
moi c6 tir thoi Descartes, bat dau tir nghién ctru dai s6 thuan tay vé phuong trinh, dan dén
viéc nghién ctru cac bién thién cta cac dai luong tham gia vao cac biéu thirc dai sb, bang
cach coi chung 1a cac dai luong phat trién mot cach lién tuc.”

Mac du, nghién ctru doc lap véi Descartes, Fermat (1601-1665) ciing st dung
phuong phép giai tich khi gidi thiéu cac ham va thé hién y tuong vé su bién thién lién tuc
ctia cac dai lugng trong cubn Introduction aux lieux plans et solides (Nhap mén quy tich hinh
phang va hinh khéi) duge xuat ban nam 1679. Theo Youschkevich (1981, p.25): “Ngay khi
mot phuong trinh chtra hai dai luong chua biét, thi c6 mot quy tich twong timg va mot “cuc

2 ctia mot trong cac dai luong ndy vach nén mot dudng thang hodc duong cong.” Vi

diém
du, ta xét phuong trinh y = x3 — 14x2 + 49x + 3 chta hai dai luong chua biét 1a x va y.
Quy tich la duong cong dugc vach nén boi mot cuc diém cua dai lugng y va doan théng Xy
c6 do dai thay d6i lién tuc (Hinh 1).

f'\

)
W 34 5 6 7 ol

Hinh 1. Mdi lién hé giiza x va y theo Fermat
Newton (1642-1727) di khoi dau nhitng thay doi 16n trong toan hoc nho i thuyét vé
dao ham cua ong. Ong coi dudng cong khong con 13 mot tap hop cac diém véi mot tinh
chit nhat dinh, ma la quy dao cia mot diém chuyén dong. bdi véi ong, duong cong la lién
tuc theo nghia la n6 duogc biéu dién béng mot duong lién tyc:

2 Cuc diém la dau mit cia doan théng Xy c6 do dai la y voi dau mut kia dat tai diém x trén mot truc.
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T6i khong xem cac dai luong toan hoc dugc hinh thanh tir cac by phéan du nho, nhung dugc

vach nén tor mot chuyén dong lién tuc. Cac duong duogc vach nén va tao ra, khong phai boi

su dat canh nhau cac phén cua chiing, ma bdi su chuyén dong lién tyc cla cac diém; bé mat
duoc vach nén boi sy chuyén dong cua cac duong; vat thé dugc tao nén do chuyén dong cua
cac bé mit; goc boi sy quay cuia cac canh; thoi gian boi mot dong chay lién tuc. (Dhombres,

1978, p.164)

Leibniz (1646-1716) cong bd trong Nouveaux Essais Sur I'Entendement Humain
(Nhitng tiéu ludn méi vé hiéu biét cuia con ngudi) nguyén tic cua ong vé quy luat lién tuc
phan anh triét hoc ma theo dé vii tru duoc hinh thanh tir nhitng vat thé “du muc” khong thé
phan biét, co thir bac va duoc két ni lién tuc. Ong tuyén bd thém:

“Khong c6 gi xdy ra cung mot luc, d6 1a mot trong nhitng chdm ngoén tuyét voi cua toi va la

mot trong nhitg cau chim ngdn dugc kiém ching rd rang nhét, rang ban chit khong bao gid

thay doi. Toi goi day la quy luét lién tuc.” Dhombres (1978, p.177)

Theo Euler (1707-1783), mot dudng cong tuong tng vdi mot ham sé cua X, nguoc lai
mot ham sb cua x biéu thi mot duong cong. Trong tap 2 cla tac pham “Gidi thiéu vé giai
tich vo cuc”, ong chi ra sy ton tai cia cac ham thudc mot loai khac ma 6ng phén loai thanh
cac ham hodc cac duong cong lién tuc va cac ham khong lién tuc hodc hdn hop.
(Youschkevitch, 1981, p.40)

Déi voi Euler, tinh lién tuc cia mot ham duoc dinh nghia béi tinh bat bién cua quy
luat hodc phuong trinh xac dinh ham trén toan bd mién gia tri ctia bién. Youschkevitch
(1981, p.46) viét chi tiét vé quan diém cta Euler trong cudn hoi ki ciia 6ng “De usu
functionum disontinuarum in analysi” (Cac ham khong lién tuc trong giai tich), xuat ban
nam 1767:

Céc ham "lién tuc" dugc dinh nghia duéi dang hinh anh hinh hoc, bang cach gia sir khong

chi ring mdi quan hé giita toa d6 cua tat ca cac diém ciia mot dudng cong nhu vy dugc xac

dinh bai mot va cing mot phwong trinh, [...] Tat ca cac phan cua dudng cong (lién tuc) duoc
gin voi nhau bang lién két gan nhat dé thyc hién bat ki thay doi nao trong né ma khong lam
anh huong dén méi lién két lién tuc.

Do @6, theo Euler, cac ham lién tuc 1a nhirng ham dugc xac dinh béng mot biéu thirc
giai tich duy nhét, chung tuong tng voi cac ham kha vi cta ching ta va cac ham khong
lién tuc twong tng v6i nhitng ham ma ngay nay duoc goi 1a kha vi timg phan. Luu ¥ rang
vao thoi ctia 6ng, phan 16n cac ham dugc st dung dugc biéu thi dudi dang biéu thirc giai
tich trén mién xac dinh ctia chung va do d6 thuat ngr “biéu thirc giai tich” duoc coi 1a
duong nhién. Hon nita, Euler khong dinh nghia thuat nglt nay mét cach rd rang, 6ng chi
liét ké cac phép toan dai s6 ma qua d6 hop thanh biéu thuc giai tich. Y nghia cua thuat ngir
nay xuat hién tir cac ham ma 6ng di xem xét trong phan con lai ciia cudn sach cia minh.

Euler st dung hai dinh nghia cho tir ‘ham s6°. That vay, doi khi “ham” duoc coi la
quan hé giita X va y va duoc biéu dién trén mit phang bang mot duong cong duoc v& bang
tay, va doi khi lai biéu thi mot dai luong duoc hinh thanh nhu mot biéu thurc giadi tich véi
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cac hang sb va bién sb. Hai dinh nghia canh tranh ndy duoc tim thiy trong lich st sau nay,
ching han nhu Fourier (1768-1830) s& 4p dung dinh nghia dau tién trong khi Lagrange
(1736-1813) sé& theo dudi ¥ tudong dugc thé hién trong dinh nghia thir hai. Nhung Fourier
con di xa hon nhiéu vi 6ng xem xét cac ham lién tuc theo tirng manh.

+ Thaoi Ki nghiém ngat hoa giai tich

Vao dau thé ki XIX di c6 mét tién trién quan trong trong giai tich, phan 16n thong qua
hoat dong giang day ctia cac nha toan hoc thoi do, trong d6 co Lagrange. Giéng nhu Euler,
ong tin chic rang bat ki ham nao ciing c6 thé dugc khai trién thanh chudi sé nguyén, va
khong cam thiy can thiét phai dinh nghia tinh lién tuc, mic di né ngam 4n trong cc suy
ludn cua 6ng. Lagrange ngdm 4n st dung tinh lién tuc, ching minh cua 6ng dya trén ¥
tudng hinh hoc truc quan vé tinh lién tuc ma ong bién minh nhu sau: Chung ta luén cé thé
tim théy mot hoanh d¢ i trong ing véi mot tung do nho hon mot dai lugng cho trude, va
sau d6 moi gia tri nho hon cuia i ciing s€ dap tng cho cac tung d6 nho hon dai lugng cho
trude. (El Bouazzaoui, 1988, p.80)

Gidng nhu Lagrange, Arbogast (1759-1803), ciing khong cam thiy can phai dua ra
dinh nghia vé tinh lién tuc hay khong lién tuc cia mdt ham méc du 6ng da su dung nod
trong cc tac pham ciia minh, chang han nhu dinh nghia vé cac ham tuy y. Ciing nhu
Lagrange, ong ap dung quan diém cta Euler vé cac ham lién tuc, nhung bd sung thém mot
sO chi tiét, ddc biét 1a tinh lién tuc ciia Euler ¢6 thé bi pha hity trong hai truong hop: khi
cac phan khac nhau cia duong cong khong két hop véi nhau va khi ham khong chinh quy,
nghia 1a ham khong tuan theo bat Ki quy luat nao cho bét ki khoang nao, di nho dén dau.

Chasles (1793-1880) 1a mot trong nhimg ngudi dau tién theo quan niém cua Euler vé
su lién tuc. Trong tac pham Fragment sur les fonctions discontinues (Phan manh trén cac
ham khong lién tuc), 6ng chi ra sy tdn tai cua cac ham cé cac biéu thuc giai tich khéac nhau
trong cac mién khac nhau ciia mot khoang hiru han va duoc biéu dién bang mot phuong
trinh duy nhat. Piéu nay ¢ nghia la ching vira “khéng lién tuc” vira “lién tuc” theo nghia
cua Euler.

Bolzano (1781-1848) 1a mot trong nhing kién tric su cta nd lyc nghiém ngit hoa
duogc thuc hién trong toan hoc. Ong dit ra nhiing van dé sau sac nhat vé nén tang cia giai
tich. Luan an ctua 6ng (1817) mang tén Démonstration purement analytique du théoreme:
entre deux valeurs quelconques qui donnent deux résultats de signes opposes se trouve au
moins une racine réelle de I'équation (Chirng minh giai tich thuan tiy dinh Ii: giita hai gia
tri bat ki c6 ddu ddi nhau, c6 it nhat mot nghiém thyc cua phu’O’ng trinh) tap hop cac dinh
nghia chat ché vé tinh lién tuc va dao ham ciia mot ham s, cho cai nhin tong quan vé cac
mdi quan hé thong nhat giira tinh kha vi va tinh lién tuc ciia mot ham.

Ong dua ra dinh nghia dau tién vé mot ham sé lién tuc xoay quanh khai niém gioi
han: “Né6i rang mot ham sé cua bién sb thuc x 12 lién tuc, véi moi gia tri caa x thuoc mot
khoang cho trudc, nghia 1a: néu x 1a mot gia tri bat ki nhu vay, hiéu sé f(x —w) — f(x)
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c¢6 thé nho hon bat ki d6 16n nao da cho néu chung ta ludn c6 thé 1dy w nho nhu chung ta
mudn.” (Dieudonné, 1986, p.242)

Theo Guillemont (1990), dinh nghia vé tinh lién tuc ma Bolzano dua ra duge dién
dat vé mit hinh thtrc twong tmg voi :

(VxeDVe>0)@An>0)(Vw ER)(lw| <n=|f(x + w) — f(x)| < .

Cac diu gia tri tuyét ddi mac du khong dugc dua ra boi dinh nghia nay, nhung dugc
Bolzano ngu y. O ddy, tinh lién tuc da dugc giai phong chinh thirc khoi sy hd trg hinh hoc
ciia n6 dé tré thanh mot khai niém sb hoc. D6 chinh 1a dinh nghia vé lién tuc ma hién nay
dang duoc str dung.

Trong luan 4n cta minh (1817), Bolzano di dwa ra mot dinh nghia vé tinh lién tuc
mot vai nam trude Cauchy, trong d6 6ng nhan manh dic tinh dia phuong cua tinh lién tuc
bang cach xem xét tinh lién tuc tai mot diém va nghién ctru riéng biét tinh lién tuc bén trai
va bén phai tai mot diém. Ong tach khai niém lién tuc khoi khai niém kha vi va xay dung
trong Ii thuyét vé ham ctia 6ng mot vi du vé ham lién tyc trén mot khoang dong ma khong
c6 dao ham tai bat ki diém nao cua khoang nay. (Barra & Pensec, 1976-77, p.61)

Cauchy (1789-1857) da sir dung khai niém vé gidi han ciia 6ng trong dinh nghia tinh
lién tuc (theo nghia hién dai) va su hoi tu cta chudi sé va chudi ham. (Katz, 2009, p.765).
Cauchy di tiép tuc cac cb ging ctia Lagrange nham cung cap cho khoa hoc toan hoc mot nén
tang vitng chic. Tac pham Cours d'Analyse (Bai giang vé Giai tich) cia Cauchy dugc xuit
ban nam 1821 va danh cho viéc giang day cua ong tai Pai hoc Bach khoa, d@ m¢ duong cho
giai tich hién dai thong qua tinh chat ch€ va ro rang theo phong cach ctia 6ng.

Dé dinh nghia tinh lién tyc, Cauchy ciing gidng nhu nhiing nguoi tién nhiém cia
minh, ngoai trir Bolzano, khong str dung truc giac hinh hoc, ma chinh x4c hon 6ng str dung
khai niém giéi han va cac dai lugng vo ciing bé. DPdi voi ong, tinh lién tuc tré thanh mot
khai niém toan hoc theo ding nghia ctia né mic du dinh nghia ctia né van chwa hoan toan
dugc toan hoc hoa. Tinh lién tuc khong con dugce coi 1a thude tinh cia mot duong cong
hodc ciia mot ham, mot thudc tinh vén c6 trong mot chu dé toan hoc, ma 1a mot quan hé co
ban s& déng vai tro nhu mot ¢éng cu dé nghién ciru mot ham sé: “Ham s f(x) lién tuc
trong cac gidi han cho truéc néu gitra cac gigi han nay mot sé gia nho vo han i trong bién x
lubn tao ra mot sé gia nho vo han f(x + i) — f(x) trong chinh ham sb.” (Merzbach &
Boyer, 2011, p.456)

Trong “Luén vin vé cac ham lién tuc” xuit ban nim 1844, Cauchy da pha hiy su dic
trung hoa cua Euler vé cac ham “lién tuc” 1a nhiing ham dugc xé4c dinh bdi mot va chi mot
phuong trinh dai sd, diéu ma Chasles da 4m chi vao nim 1780 trong tac pham “Phan manh
trén cac ham khdng lién tuc”. Cauchy cho thay rang su dic trung hoa nay 1 khong thé xéac
dinh duoc, bang cach duara vidu vé ham: f (x) =xnéux >0vaf(x) = —xnéux <0
hay x = 0, do d6 duoc viét 1a khong lién tuc theo nghia cia Euler, nhung c6 thé dugc biéu
di&n bang mot va cing mot phuong trinh y = Vx2 véi x thude R, va s& 1a “lién tuc” theo
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nghia ctua Euler. Mic du vay, thuat ngit cia Euler s& van dugc sir dung cho dén khi
Bolzano va Cauchy dua ra dinh nghia lién tuc dugc biét dén ngay nay.

Darboux (1842-1917), trong luan &n ctia 6ng xuat ban nim 1875, dwa ra dinh nghia vé
tinh lién tuc nhu mot tinh chat dia phuong bang cach noéi: “Mot ham f(x) duoc cho 14 lién tuc
d6i voi gia tri x = x4, khi ching ta co thé 1dy h di nho dé chung ta co: |f(x, + 6h) —
f(x0)| < &, 6 c6 thé nhan tat ca cac gia tri duong nhoé hon 1 va € ciing nhé nhu chung ta
mudn.” (Groupe d'histoire des mathématiques de I''REM de Paris Nord, 1978, p.20)

Darboux ciing dua ra dinh nghia ddu tién vé tinh lién tuc trong mot khoang dong:
“Chung ta n6i rang mot ham 1a lién tyc trong mot khoang (xo, ;) trong d6 x, < x; khi n6
lién tuc trén tit ca cac gia tri ciia X gita x, VA x; va ching ta cling c6 lim f(xo + h) =
f(x0), lim(x; — h) = f(x;) khi h tién dén 0 boi cac gia tri duwong. Céc diéu kién cudi cling
nay duoc thoa man néu ham lién tuc vai cac gia tri xq, x; ciia X . (Monna, 1972, p.65)

Nhu vay, Darboux 14 ngudi dau tién dua ra dinh nghia lién tuc ctia ham trén mot
khoang dong. Cac dinh nghia cua ong cling duoc xem 1a nhitng dinh nghia dau tién day du
cho dén ngay nay. Cho dén luc d6, mot s6 nha toan hoc thudng dinh nghia ham lién tyc 1a
ham khéng thé 1y tir gid tri ndy sang gia tri khac ma khong di qua tat ca cac gia trj trung
gian va xem dinh nghia nay twong duong véi dinh nghia cta Cauchy.

Dirichlet (1805-1859), dua ra mot dinh nghia vé ham s6 lién tuc: “Goi a va b 12 hai
gia tri ¢6 dinh va x 1a mot dai luong bién thién, nam gitta a va b. Néu voi moi X cho twong
g mot gia tri hitu han y = f(x) bién thién lién tuc khi ban than x bién thién lién tuc tir a
dén b, ta s& noi rang f 1a mot ham lién tuc trén khoang nay (Groupe d'histoire des
mathématiques de I'lREM de ParisNord, 1978, p.20).

Dirichlet giai quyét cac ham khong lién tuc c6 sé cac diém gian doan c6 thé dém
duoc va xay dung vi du ndi tiéng ciia 6ng vé ham khong lién tuc tai mdi diém cua khoang
(0,1), f(x) = 0 véi moi gia tri hiru ti cia x va f(x) = 1 v6i moi gia tri vo ti cia X. Ham
nay tao thanh mot vi du vé mot ham tay y thuc su duoc xac dinh trén R va cung cip cho
giai tich mot phan vi du rat quan trong (dic biét, f(x) khong kha tich theo nghia
Riemann).

Weierstrass (1815-1897), cai thién cong viéc ciia Bolzano va Cauchy bang cach sir
dung mdt cach c6 hé thong cong thire bang epsilon va eta ciing nhu cho cac dinh nghia va
cac dinh Ii. Ong ciing ¢ gang xac dinh dinh nghia vé tinh lién tuc tir tryc giac ciia chuyén
dong lién tuc ma chung ta tim thay trong biéu thirc “mot bién sd tién gan mot gidi han” ¢6
trong ca dinh nghia ciia Bolzano va Cauchy va diéu nay ngam goi y vé thoi gian va chuyén
dong Boyer (1959, p.286).

Weierstrass dé xuat mot dinh nghia vé tinh lién tuc twong duong véi dinh nghia cua
hai nha toan hoc nay, nhung chinh xac hon: “f(x) lién tuc tai x = x,, néu v&i moi gié tri x
trong “ving lan can” clia x, Va Vai bat ki s6 duong nho tlly ¥ &, c6 thé tim thay “ving lan
can” cua x, sao cho v4i moi gia tri cua X trong vung 1an can nay, hiéu |f(x) — f(x)| < €

1533



Tap chi Khoa hoc Treong DPHSP TPHCM Tap 18, S6 8 (2021): 1524-1537

khi |x — x| < n”. Lan dau tién chung ta c6 thé nhan thay phan giéi thiéu cua cac dién dat
“v6i moi gia tri ciia x,” va “co thé”. Nhitng dinh luong nay 1am cho dinh nghia nay tré
thanh dinh nghia phtic tap nhit cho dén lac d6 (Dhombres, 1987, p.187).

+ Khong gian métric ciia Fréchet va Khong gian topo cia Hausdorff

Theo Gregory (2008, p.229), Fréchet di c6 thé khai quat hoa két qua Weierstrass,
bang cach str dung dinh nghia cua 6ng Vé tinh lién tuc, 1a thudc tinh ngay nay thuong duwgc
goi 1a tinh lién tuc ddy: Mot ham £ 1a lién tuc tai a trong tip dong E néu lim,,of (a,) =
f(a) cho moi day {a,,} trong E hoi tu vé a.

Theo Katz (2009, p. 887), Hausdorff (1868-1942) dinh nghia tinh lién tuc bang cach
str dung khai niém 1an can. Cuy thé, 6ng da 1iy dinh nghia &— Stiéu chuan vé tinh lién tuc
cho cac ham ctia mét bién thyc, luu y rang dinh nghia nay st dung cac 1an can trén duong
thuc, va sau d6 chuyén n6 thanh dinh nghia tong quét cho cac khong gian topd: “Ham y =
f(x) duoc goi la lién tuc tai diém a, néu v6i mdi lan can V, cua diém
b = f (a) ton tai mot 1an can Ua cua diém a, c6 anh nam trong Vb, tac 1a f(U,) € V,,.”
Sau d6, Hausdorff tao ra mot dinh nghia twong duong: Ham f: A — B lién tuc tai a néu va
chi néu, véi mdi tap con Q cia B ma b = f (a) la mot diém trong, anh nghich dao
£~1(Q) ciing chira diém a nhu mot diém trong.

2.3. Mt sé két qua tiv phan tich tri thive ludn lich siv
2.3.1. Nguyén nhdn ra doi khai ni¢m lién tuc

Phan tich cua chiing t61 xuyén qua cac giai doan lich sur cia khai ni¢m lién tuc cho phép
xéc dinh cac nhom bai toan chinh di cho phép khéi niém nay hinh thanh va phat trién.

Trude hét, 1a cac bai toan hinh hoc phan anh ban chit cta cac dai lugng hinh hoc.
Nhiing van dé dit ra lién quan dén hinh hoc luon duge xem 1a thiét yéu dé c6 thé hiéu duoc
céc khia canh nhat dinh ciia khai niém lién tuc. Tuy nhién, cac ¥ tuong nghién ctru khai
niém lién tuc dén mot lac nao do lai gap nhiéu trd ngai khi dya trén nén tang cua hinh hoc,
va doi hdi cac nha todn hoc phai ro1 bé quan diém hinh hoc dé dit minh vao linh vuc sb.
Su chuyén tiép nay 1a can thiét nhung rat kho khin nhu di thiy v6i cac nha toan hoc cua
thé ki XVII, dién hinh 1a Cauchy d3 khong chic chan tach roi khoi tAm nhin hinh hoc vi
dinh Ii gia tri trung gian ciia 6ng van dugc xem 1a mot hinh anh hinh hoc don gian.
(Mawfik, Boukhssimi, & Lamrabet, 2001, p. 42)

Bai toan dit ra quan trong thir hai cling c6 ngudn gdc hinh hoc, nhung ban than nd
nhanh chéng tré thanh mot bai toan vé sy khai trién ham thanh cac chudi sb nguyén.

Cudi cung, bai toan dit ra thiét yéu tha ba 1a topd, né lién quan dén cac phép bién d6i
lién tyc va cic phép dong phoi. Van dé nay xuét hién trong cac cong trinh cua Cantor,
Fréchet, va Hausdorf. (Mawfik, Boukhssimi,& Lamrabet, 2001, p. 42)

2.3.2. Quan niém dnh huwong 1én sy hinh thanh khai niém lién tuc

Su hinh thanh khai niém anh xa lién tuc chiu anh huong caa cac quan niém hinh hoc

Xuyén sudt cac thoi Ki tién str, Phuc Hung; quan niém sb hoc trong thoi ki Nghiém ngat
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hoa giai tich vao cudi thé ki XIX; va quan niém tdpd trong toan hoc néi chung va trong
giai tich noi riéng vao dau thé ki XX trong nd luc khai quat héa cua ham sé lién tuc
trong tap sb thuc R vao khéng gian métric va khdng gian topo.

2.3.3. Pac trung tri thuc lugn cua khai niém lién tuc

Tir cac két qua phan tich tri thie ludn lich st anh xa lién tuc trong 2.2 cho phép rit ra
cac dac trung tri thure ludn cta khai niém anh xa lién tuc sau day:

Dic trung vé pham vi tac dong ctia khai niém lién tuc: hinh hoc, s6 hoc, giai tich, va topo.

Dic trung cdch tiép cin khdi niém: dinh nghia epsilon-delta, déy héi tu, tdp mé, lan
cdn, anh nguoc cua anh xa

Dic trung triru twong: gan lién voi tinh triru twong cta khong gian métric va khong
gian topo.

Pic trung cu thé/khai quat hoa: cu thé trén duong thang thuc R, khai quat vao trong
khong gian Euclide n chiéu, khong gian métric va khong gian topo.

2.3.4. Churong ngai tri theee lugn

Dinh nghia cta ham s6 lién tuc theo khai niém gidi han théng qua ngén ngit ¢— & la
mot trong nhitng chudng ngai tri thirc luan ddi voi ngudi hoc vi viée xac dinh & (theo &)
doi hoi ngudi hoc phai c6 mot sb ki nang giai quyét cac bat dang thic chira gia tri tuyét
d6i, 1am troi, lam giam mot dai luong so véi dai lwong khac.

Viéc chuyén tir 1am viéc trén métric thong thudng cta R sang cic métric cia khong
gian R™ 1a mot chuéng ngai tri thirc luan khi ngudi hoc phai chuyén doi tir khong gian
1 chiéu sang khong gian n chiéu cliing véi cac phép tinh lién quan dén bat dang thirc.

Vi¢c dinh nghia khéi niém anh xa lién tuc trong khong gian topd theo tap mo 1la mot
chudng ngai tri thie ludn dbi voi nguoi hoc vi ban than khai niém tdp mao 1a sy khai quat
hoa khoang mé trong tap s6 thuc R vao khdng gian métric R™ va khdng gian tdpd va mang
tinh triru tuong.

Céac chudng ngai nay ciing dugc thé hién mot phan qua cic quan niém sai 1am trong
phan thuc nghiém khao sat dugc trinh bay & muc 1.2. Viéc nghién ctru anh hudng cia cac
chuéng ngai tri thirc luan va chudng ngai su pham can dén mot thuc nghiém siu rong hon
ma ching t6i s& tién hanh tiép theo.

3.  Kétluan

Tt cai nhin téng quan lich su da vach ra, co thé nhan théy re“mg cac khai niém vé ham
s6 va vé tinh lién tuc d3 phat trién trong mot moéi quan hé bién chtng, sy thay d6i tim nhin
trong mdi quan hé v6i khai niém nay mang dén su thay d6i trong mdi quan hé voi khai
niém kia, va sy tién bo trong cai nay dan dén su tién bo & cai kia va nguoc lai. Hon ntra,
trong mdi thoi Ki, dinh nghia vé tinh lién tuc phu thudc vao cac ham s dugc thao tac va
cac bai toan can giai quyét.

Dinh nghia ham s lién tuc trén R theo ngdn ngit € — 5 1a két qua cua qua trinh cong
thirc hoa tinh lién tuc tir truc gidc ciia cac chuyén dong lién tuc va qua trinh nghiém ngit
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hoa giai tich bang cong cu sé hoc dé tach khoi ngdn ngit hinh hoc nhd vao cac nghién ciru
cua Cauchy, Bolzano va Weierstrass.

Viéc md rong dinh | Weierstrass rang mot ham lién tuc cia mot hodc mot sé bién sb
thuc trén mot khoang dong va bi chan dat duoc chan trén nhd nhét caa nd chinh 1a dong luc
cho viéc khai quat hoa cac khong gian Euclide thanh cac khong gian triru tuong ctuia Fréchet.

Xuat phat tir y tuong lua chon hé théng 14n can 1am co so cho mot Ii thuyét tong quat
vé khong gian topd, Hausdorff dinh nghia anh xa lién tuc trong khong gian t6pd bang ngon
ngir lan can.

Két qua phan tich tri thirc luan lich st khai ni¢m anh xa lién tuc c6 thé gitp cac nha
dao tao su pham hinh dung dugc nhimng tré ngai ma sinh vién nganh Toan gap phai khi tiép
can tri thirc ndy, dé tir d6 c6 thé thiét ké bai giang mot cach hop 1.

< Tuyén bé vé quyén loi: Tac gid xac nhan hoan toan khéng cé xung dét vé quyén loi.
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ABSTRACT

The concept of continuous mapping in R, metric and topological spaces is one of the central
concepts of analysis and an important concept of topology. This paper presents a historical
epistemological analysis that clarifies the genesis and development of the concept of continuous
mapping in the real number set R, the metric spaces, and the topological spaces throughout the
periods from prehistoric to modern. The results of the historical epistemological analysis can help
teacher educators visualize the obstacles that mathematics students face when learning this
knowledge so that they can design their lessons in a more reasonable way.
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