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TOM TAT

Cho G 1a nhém va F la trwong. Mgt nhém con H trong nhém nhan (FG)* cia dai s6
nhém FG duoc goi la gan & chudn tac néu ton tai mét day cac nhom con

H=H, <H, <--<H,<H,=(FG),

sao cho véi moi 0 < i < r, hogc H,,, 1a nhém con chuan tac cua H, hogc H, ; c6 chi sé hau
han trong H,. Trong bai bao nay, chung t6i ching minh néu G 1a mgt nhdm luy linh hizu han, F
1a mot truong pythagore, F chi thira nhdn ther tu archimedes va moi dai so chia quaternion A trén

F ding cdu Vi dgi s quaternion thong thwong A =(—1,—1)_ thi moi nhom con gan & chudn tdc

trong nhém nhan (FG)" cia dai s6 nhém FG la chuan tac trong (FG)".
Tir khda: nhém con gan & chuan tic; dai s6 nhom; Truong pythagore

1. Giéithigu

Cho G 1a mot nhém. Mét nhém con H cia G duoc goi 1a & chudn tdc trong G néu
tdn tai mot ddy cac nhém con

H=H,<H,, < -<H, <H, =G,
va H la gan & chuan tdc trong G néu ton tai mot ddy cac nhom con

H=H, <H <-<H <H,=G,

sa0 cho véi mdi 0 < 4 < r, hoac H,,, 1a nhém con chuan tic caa H, hoac H., c6 chi s6

i+1
hitu han trong H, (Hartley, 1989). Theo dinh nghia trén, ta dé dang nhan thay rang moi
nhém con & chuan tic cia mot nhom déu 1a nhém con gan & chuan tic. Lép cac nhém con
gan & chuan tic cua nhém tuyén tinh tong quat da duoc nghién ciru dau tién bai Wehrfritz
(1993). Gan day, céac tac gia Nguyen, Mai va Bui (2017) d chimg minh duoc rang, néu D
la mot vanh chia véi tim vo han va n 1a s6 nguyén dwong 16n hon 1 thi moi nhém con gan
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& chuan tic trong GL, (D) la chuan tic. Tuy nhién, véi n=1, tic la véi nhém nhéan
GL,(D)=D" cua vanh chia D thi két qua nay khong con ding nita. Cu thé Ia c6 nhiéu 16p
vanh chia chira nhém con gan & chuan tic nhung khong chuan tic. Greenfield (1978), da xay
dung mot nhém con & chuan tic (do d6 gan & chuan tic) trong mot vanh chia, nhung khong
chuan tic. Céc tac gia Trinh, Mai va Bui (2020) di xay dung vi du vé mot nhom con gan &
chuan tic trong mot vanh chia, nhung khong 4 chuan tic va do d6 khong chuan tic. Le (2019)
d3 chting minh duoc rang néu H 14 vanh chia quaternion thwc thi moi nhém con gan & chuan
tac cua nhom nhan H* déu Ia chuan tic trong H*. Trong bai bao nay, ching tdi s& ma rong
két luan nay bang cach ching minh néu A 1a mot dai s6 chia quaternion trén mot trudng
pythagore F, F chithira nhan tha te archimedes va A dang cau véi dai sb chia quaternion
thong thuong A. = (-1 -1). thi moi nhém con gan & chuan tic ciia nhém nhan A* 1a chuan
tac trong A". Ap dung két qua nay, ching t6i chang minh néu G 1a mot nhém luy linh hitu
han, F 1a mét truong pythagore, F chi thira nhan tha ty archimedes va moi dai sé chia
quaternion A trén F ding cu véi dai s6 quaternion thong thuong A =(—1-1)_ thi moi
nhém con gan & chuan tic trong nhém nhan (FG)" cua dai s6 nhém FG 14 chuan tic trong
(FG)".

Céc ki hiéu trong bai bao nay la cac ki hiéu thuong dung. Chang han, néu D la vanh
chiathi Z (D) duoc ki hiéu latam cua D, tuc 1a Z (D) gom céc phan tir giao hoan véi cac
phén tir con lai trong D, tap hop D* =D\ {0} 1a mot nhém nhan cua D. Gia st G la mot
nhém con cia D*. Tandirang G la nhém con trung tam néu G < Z (D).

2. Nhom con gan & chuan tic cia nhém nhan trong dai s6 nhom trén mét truwong
pythagore

Gia sir F la mot truong. Ta néi rang F 14 reong thyee hinh thire néu -1 khong 1a mot
téng cua cac binh phuong trong F. Chl 'y ring mot trwong thuc hinh thire ludn ¢ dic s6 0. Tuy
nhién, mot truong ¢ dic s6 0 chua chic 1a truong thuc hinh thic, chang han truong s6 phuc
C. Mot truong F duoc goi la pythagore néu né 1a truong thuc hinh thirc va moi tong cua cac
binh phuong trong F lai 1a mot binh phuong trong F. Vi du, truong sb thuc R 14 pythagore,
treong sb hiru ti Q khong 1a pythagore. Néu F 1a mét truong thuc hinh thic thi F c6 it nhat
mot thir tu bai tiéu chuan Artin-Schreier. Gia sir < 1a mot thir tu trén F. Nhic lai ring, mot gia
trj tuyér doi trén F laanhxa | |:F — R, thoa man cac diéu kién sau:

(i) || =0 néuvachinéu a =0,

(i) |aﬂ| :|a||ﬂ| véimoi o, f e F.
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(i) |a+ﬂ|£|a|+|ﬁ| véimoi o, f e F.

Tandirang € € F 1avo ciing bé néu n|e| <1 véi moi s6 nguyén duong n. Mot thirty <
trén F duoc goi la khong archimedes néu F ¢6 mot phan tir v cliing bé khéc 0, nguoc lai, nd
duoc goi la archimedes.

Cho F lamottruong va a,b e F*. Nhic lai rang, mot dai s6 chia quaternion A= (a,b),
trén F 1a mot dai sb chiatrén F duoc sinh boi cécphantr i va j thoa méan

i2=a, j? =b, ij = ji.

Pit k =ij € A Chuy ring k = —ab, ik = —ki = aj, kj = — jk =bi. Khi a=b =1, dai sé
chia quaternion A = (-1,-1). dwoc goi 1a dai $6 quaternion théng thuong trén F. Dac biét,
néu F =R thi A, dugc goi la vanh chia quaternion thuc va dugc ki hiéu la H. Gia su
a=t+mzi+yj+2kc A tagoi @ =t—xi—yj— 2k laliénhpp cia o trong A. Chudn
cia a € A dugc dinh nghia boi

N a =ad =aa =t —ax’ — by’ + abz’.
Chti y rang Naf=NaN§J Vi  moi  a,B€A  Pit
AV = o A |N o =1 . D& dang kiém tra dugc A" 12 mot nhém con chuan tic

khong trung tam cua A’

Pé di dén két luan chinh cua bai bao nay, trudc hét, ta nhac lai khai niém 16i cua nhom
con trong mot nhdm. LGi cua nhém con H trong mot nhom G duogc dinh nghia bai

CoreG H = ﬂ aHa .

aceG

Cha y ring Core, H 1a nhdm con chuén tic I6n nhét cia G chta trong H. Hon
nira, néu chi s6 [G : H] hitu han thi [G : Core, H } ciing hiru han. Néu H 12 mot nhém con

chuan tic c6 chi s6 hitu han trong G, nghia 1a [G : H] =n, thi ¢" € H véimoi a € G.

Tiép theo, ta ciing can nhic dén khai niém dong nhat thic trén nhom. Gia st G 1a mot
nhém véi tdm Z (G) la tap hop tat ca cac phan tir o € G sao cho a giao hoan véi moi phan
th g € G, va z,2,,...,x, 1a n bién khdng giao hodn. Mot bieu thic ¢6 dang

W T, r =axax™ ---azx"a
D2ty T T T2 ti, Tt

duoc goi la mot don thirc suy rong trén G, trong d6 a, € G, i € 1,2,...,n , néu véi moi

j=12,.;t =1, cacdieukién i —i VA mm , <0 kéotheo a, khongthuoc Z G ,
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(Golubchik, & Mikhalev, 1982; Tomanov, 1985). Gia st H 13 nhdm con cua G. Ta néi rang
w =1 1a mot dong nhat thizc cia H hoiac H théa dong nhat thic w =1 trén G néu
W C,C,,..nC, =1 V6 Moi ¢ c,,...,c € H.

Céc tac gia Nguyen, Mai va Bui (2017) da chirng minh két qua sau:

Ménh dé 2.1.

Cho D l1a mét vanh chia véi tam F vd hgn va H & mét nhém con gan & chudn tac
trong nhom nhan D*. Khi d@6, néu H théa mér dong nhat thirc trén D thi H 1a nhém con
trung tam.

Két luan sau duoc coi 1a mot mé rong két qua caa Mahmoudi (2020).

Ménh dé 2.2.
Cho A & mét dai so chia quaternion trén mér trwong pythagore F, F chi thira nhdn

thit tye archimedes va A dang cau véi A-. Gia sir H 1a mgt nhom con khdng trung tam cia
A*. Khi d6, cdc diéu Kién sau la twong dwong:

(i) H 1a nhém con gan & chudn tdc cia A’

(i) H 1a nhdm con & chudn tdc cia A’

(iii) H 1& nhdm con chudn tac cia A*.

(iv) H chiza AV,

Chitng minh. Ta chi can chiing minh (i) = (iv). Gia st H la mét nhém con khong
trung tdm cua A*. Bai mot két luan cua Casolo va Mainardis (2001), H chira mot nhém con
K cua A" sa0 cho K la nhom con & chuan tic cua A’ va chi s6 [H:K] hitu han. it
N = Core,, (K) lal8icia K trong H. D&dang nhanthay N lamot nhom con & chuén tac cia
A" va nhém thwong H/N la hitu han. Ta s& ching minh N 1a nhém con khéng trung tam cua
A", Thatvay, giasir N 1anhém con trung tim caa A", tacla N < F. Khi do, voimoi a€ H,
tacd a" e N c F trong d6 Nn la cap ciia nhom thuong H/N. LAy mot phan tr o « A\ F. RO
rang H thoa mot ddng nhét thae X"a"X "a™" =1 trén A*. Theo Ménh dé 2.1, H 1a nhém
con trung tam caa A". Piéu nay din dén mau thuin. Do d6 N 1a mot nhém con khdng trung

tam cua A”. Boi mot két luan cua Mahmoudi (2020), N cha A® va do do H chira AY.
Ménh dé duoc ching minh.

Nhu mét hé qua caa Ménh dé 2.2, ta nhan duoc két qua sau:
Hé qua 2.3.

Cho A 1a mét dai s6 chia quaternion trén mér trieong pythagore F, F chi thira nhdn

thit tu archimedes va A dang cau véi A.. Khi dé, moi nhém con gan & chuan tac cia nhom
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nhan A" 1a chudn tdc trong A"
Ap dung Hé qua 2.3 dé nghién ctu cu tric cia nhém con gan & chuan tic trong nhom
nhan cua dai sé nhém. Cho G 1amotnhémva F 1a mét truong. Nhéc lai rang, mot dai s6 nhém

FG la tap hop cua tat ca c4c phan tir c6 dang »_ a,g, trong d6 a, € F. Phép todn cong va
geG

phép todn nhan trong FG duoc cho boi

[Zaggj+[2bgg}:2(ag +b,)g

9eG geG geG
[ZaggJ(thth > (ahbh,lg)g.
geG heG g,heG

Bay gio ta s& phat biéu va chizng minh két qua chinh cua bai bao nay.
Pinh i 2.4.

Cho G 1a mgt nhém luj linh hizu hgn va F 1a mér truong pythagore. Gid siz F chi
thira nhdn thi tyr archimedes va moi dai sé chia quaternion A trén F dang cdu véi Ac.
Khi dé, moi nhém con gan & chuan tac trong nhém nhan (FG)* cia dai sé nhém FG la
chudn tac trong (FG)'.

Chutng minh. Gia st H 1a mot nhém con gan & chuan tic cua (FG)®. Ta s& chitng minh
H & mot nhém con chuan tac caa (FG)”. That vay, néu H 1a nhom con trung tAm cua (FG)®
thi rd rang H 1a chuan tic trong (FG)". Gia st H 1a nhém con khong trung tim cta (FG)”.
Chu y rang F 1a truong ¢ dic s6 0. Boi mot két luan cua Roquette (1958), ton tai cac sd
nguyén dwong n,,N,,...,N, va cac dai s chia quaternion A, A,,...,A trén F sao cho

o FGo>M, (A)xM, (A)x--xM, (A)
la dang cau. Khi d6 o cam sinh mot dang ciu ma ta van ki hiéu lai boi o,

o:(FG) —»GL, (Ai)xGan (AZ)><~--><GI_nk (A).

Vé&imoi 1<i <K, ta xét phép chiéu chinh tic

7, :GL, (A)xGL, (A)x---xGL, (A)—>GL, (A).

Do H 1a nhém con gan & chuan tic cia (FG)™ va o 1a dang cdu nén dé dang kiém
tra dugc o(H ) 1a nhom con gin 4 chuén tic ciia GL, (P&)XGLH2 (AZ)X---XGLnk (A). ch
¥ rang G( H ) c6 dang

o(H)=H,xH,x--xH,,
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trong d6 H; 1a nhém con cua GL, (A) véimoi 1<i<k. R3 rang 7, (O'(H)) =H, lanhém
con gn 4 chuén tic cia GL, (A ) Néu n, >2 thi H; 1a nhém con chuén tic cua GL,, (A)
boi mot két luan ciia Nguyen, Mai va Bui (2017). Néu n, =1 thi H, 1a nhém con chuén tic
cia GL,, (A) boi Hé qua 2.3. Do @6 H; 1a nhém con chudn tic cia GL,, (A ) véi moi sb
nguyén duwong n. Piéu nay din dén o ( H) a4 nhom con chuan tic cia nhém
GL, (AJXGLnz (AZ)><~-><GLnk (A). Nhu mot hé qué, ta ¢6 H 13 nhom con chuan tic cta

(FG)". Dinh li dugc ching minh.
3.  Kaétluan

Cho G la mgt nhom luy linh hitu han , F & mot truong pythagore va F chi thua
nhan tha tu archimedes va moi dai sé chia quaternion A trén F ding ciu véi dai s6
quaternion théng thuong A.. Khi d6, chiing tdi nhan dugc mét cau tric caa nhom con gan
& chuan tic cua nhém nhan trong dai s6 FG 13, nhdm moi nhém con gan & chuan tic trong
nhom nhan (FG)" caa dai s6 nhdm FG 1a chuan tic trong (FG). Véi mot nhom G va
mét truong F bat ki, ching toi sé tiép tuc nghién ciu cau tric caa nhdm con gan & chuan tac
ciia nhém nhan (FG)" cua dai s6 nhém FG.

< Tuyén bé vé quyén loi: Tac gid xac nhan hoan toan khéng cé xung dét vé quyén loi.
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ABSTRACT
Let G be a group and F a field. A subgroup H of the unit group (FG)" of the group
algebra FG is said to be almost subnormal if there exists a sequence of subgroups

H=H,<H,_ <--<H <H,=(FG),

such that for any 0<i<r, either H,, isnormal in H, or H, ; has the finite index in H.. In this

i+1
paper, we show that if G is a finite nilpotent group, F is a pythagorean field, F admits only
archimedean orderings, and every quaternion division algebra A over F is isomorphic to the

ordinary quaternion algebra A. =(—1,—1)., then almost every subnormal subgroup of the unit

group (FG)" of the group algebra FG is normal in (FG)".
Keywords: almost subnormal subgroup; group algebra; pythagorean field
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