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TÓM TẮT 

Phương trình p-Laplace chứa số hạng Schrödinger có ứng dụng trong nhiều ngành khoa học. 
Tính chính quy nghiệm của phương trình này được nghiên cứu gần đây trên các không gian hàm 
khác nhau. Trong bài báo này, chúng tôi trình bày các kết quả về tính chính quy nghiệm trong không 
gian Lorentz cho phương trình p-Laplace chứa số hạng Schrödinger trong trường hợp p n≥ . 
Phương pháp của chúng tôi là xây dựng bất đẳng thức hàm phân phối trên tập mức của các đại 
lượng liên quan đến gradient của nghiệm và hàm dữ liệu, dưới tác động của các toán tử cực đại cấp 
phân số. Đây là phương pháp được phát triển và sử dụng hiệu quả trong một số bài báo gần đây.  

Từ khoá: tính chính quy nghiệm; toán tử cực đại cấp phân số; Không gian Lorentz; phương 
trình p-Laplace; đánh giá gradient 
 
1. Giới thiệu 

Trong bài báo này, chúng tôi sẽ trình bày chứng minh đánh giá gradient trong không 
gian Lorentz cho phương trình elliptic tựa tuyến tính chứa số hạng Schrödinger có dạng như 

sau 
2div( ( , )) | | div( ( , , ))  trong ,

h ê
  
   tr n ,

qx u u u x g
u

−−



∇ + = − Ω
= ∂



 Ω



f    (1.1) 

trong đó 1q > và Ω  là miền mở, bị chặn trong n
  với 2n ≥ . Toán tử : n nΩ× →  là 

hàm Carathédory có giá trị vectơ và khả vi liên tục theo biến ,ζ  thỏa mãn điều kiện: tồn tại 
1p > , [0,1]σ ∈  và hằng số 0Λ >  sao cho 

( )
1

2 2 2| ( , ) | | | ,
p

x ζ σ ζ
−

≤ Λ +   (1.2) 

( )
2

2 2 2( , ) | | ,
p

xζ ζ σ ζ
−

∂ ≤ Λ +   (1.3) 
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( ) ( )( ) ( ) ( )
2

2 2 21 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2, , . ,

p

x xζ ζ ζ ζ σ ζ ζ ζ ζ
−

−− − ≥ Λ + + −   (1.4) 

với mọi 1 2, ,ζ ζ ζ  trong { }0\n
  và x  thuộc Ω  hầu khắp nơi. Giả thiết về hàm 

: n nΩ× →  là hàm Carathédory có giá trị vectơ thỏa mãn điều kiện 

( ) 1
1 2, , px g c c g−≤ +f f   (1.5) 

với 1c , 2c  là số thực dương và các hàm dữ liệu ( ) ( ); , ;p n p nL g L
′

∈ Ω ∈ Ωf  
 với 

1
pp

p
′ =

−
. 

Liên quan đến điều kiện biên, chúng tôi xét điều kiện Dirichlet ( )1,h pW∈ Ω  với Ω  là miền 

Reifenberg. 
Trong trường hợp đơn giản khi toán tử 0≡ , 2( , ) | |px ζ ζ ζ−=  và 

( ) 2, , | |px g −=f f f , phương trình (1.1) chính là phương trình p -Laplace quen thuộc. Khi 

0≠  và 2p q= = , kết quả về tính chính quy nghiệm của phương trình (1.1) được Shen trình 

bày trong bài báo của ông (Shen, 1995) với điều kiện   thuộc lớp hàm Hölder ngược θ
 , 

trong đó 
2
nθ ≥ . Ở đây, 1

loc ( )nL∈   được gọi là thỏa mãn bất đẳng thức Hölder ngược với 

1θ > , kí hiệu θ∈  , nếu tồn tại hằng số C  sao cho với mọi quả cầu nB ⊂   ta có 
1

. ( ) ( )1  1z dz C z
B B

dz
θ

θ 
≤  

 
∫ ∫    (1.6) 

Khi xét phương trình (1.1) với giả thiết q p=  và ( )1
loc ;nL θ+∈ ∩     với 

,n n
p

θ
 

∈ 
 

, trong (Lee & Ok, 2020) các tác giả chứng minh được kết quả chính quy trong 

không gian Lebesgue dưới dạng 
1

( ) | | | | ( ), ( , ).t tpL u u L t p pθ∈ Ω ∀⇒ ∇ + ∈ Ω ∈f                   
Tiếp tục mở rộng kết quả này khi xét trường hợp 1 p n< < , trong (Tran, Nguyen & 

Nguyen, 2021) các tác giả đã chứng minh tính chính quy trong không gian Lorentz dưới dạng 

( ) ( ) ( ) ( ), ,| | (g) ( )p t s t sL u Lα σ α σ+Ψ ∈ Ω ⇒ Ψ ∈ ΩM f M   (1.7)    

với mọi 0 nt
n

θ
αθ

< <
−

  và 0 s< ≤ ∞ , trong đó 0, nα
θ

 ∈  
 và hàm 1,: ( )pWσ

+Ψ Ω →  được 

định nghĩa bởi 
1,( ) | | | | , ( ).p p p pWσ ω σ ω ω ωΨ = + ∇ + ∈ Ω  
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Toán tử cực đại αM  sẽ được định nghĩa ở Định nghĩa 2.2. Bài toán tổng quát (1.1) sau 
đó tiếp tục được khảo sát trong (Lee & Ok, 2021) và (Nguyen, Tran, Huynh, & Tran, 2020). 
Trong bài báo hiện tại, chúng tôi hướng đến chứng minh kết quả dạng (1.7) trong trường hợp 
p n≥ . Cụ thể, chúng tôi sẽ chứng minh rằng 

( ) ( ), ,
, ,| | | | (h) ( ) ( ) ( ),q p t s t s

p q p qg L u Lσ σ
α α

′

+ +Ψ ∈ Ω ⇒ Ψ ∈ ΩM f M  (1.8) 

trong đó hàm ,p q
σΨ  được định nghĩa bởi 

1,
, ( ) | | | | , ( ) ( ).p p q q p

p q L Wσ ω σ ω ω ωΨ = + ∇ + ∈ Ω ∩ Ω   (1.9) 

Trong trường hợp này, chúng tôi giả thiết  thế vị Schrödinger thỏa mãn điều kiện sau 
1( ) , 1.L θ θ∈ Ω ∩ >    (1.10) 

Phương pháp nghiên cứu chúng tôi dùng để chứng minh kết quả chính quy nghiệm 
trong không gian Lorentz (1.8) là xây dựng bất đẳng thức hàm phân phối trên tập mức ứng 

với các hàm ( ),| | | | (h)q p
p qg σ

α

′

+ +ΨM f  và ( ), ( )p q uσ
α ΨM . Phương pháp này được đề xuất 

trong bài báo (Nguyen & Tran, 2021a), (Tran & Nguyen, 2022a) và có nguồn gốc từ kĩ thuật 
good-λ  trong (Nguyen & Tran, 2020a), (Tran & Nguyen, 2019a) và (Tran & Nguyen, 2020). 
Các phương pháp này đã được áp dụng thành công trong việc khảo sát tính chính quy nghiệm 
cho nhiều bài toán khác nhau (xem (Nguyen & Tran, 2021b), (Tran & Nguyen, 2022b), 
(Tran, Nguyen & Huynh, 2021) và (Tran, Nguyen, Pham, & Dang, 2021)). Hàm phân phối 
sẽ được định nghĩa trong phần tiếp theo của bài báo. 

Chúng tôi phát biểu hai kết quả chính của bài báo. Trong hai định lí này, chúng tôi giả 
sử u là nghiệm yếu của phương trình (1.1) với toán tử  ,   thỏa mãn các điều kiện (1.2), 
(1.3), (1.4), (1.5) và các hàm dữ liệu 

( ) ( ) 1,; , ; , h ( ),p n p n pL g L W
′

∈ Ω ∈ Ω ∈ Ωf  
 

trong trường hợp p n≥  và thế vị   thỏa mãn (1.10).  Kết quả đầu tiên trong Định lí 1.1 là 
bất đẳng thức hàm phân phối trên tập mức. 

Định lí 1.1. Với mọi 0, nα
θ

 ∈    
và , ,n na

n n
αθ α
θ
− − ∈ 

   
tồn tại hằng số 

( ), , , , 0, ( , , , , , ) 0n p q b b a n p qδ δ θ θ α= Λ > = >  và  

( )0 0 0, , , , , , ,diam( ) / (0,1)a n p q rε ε α θ= Λ Ω ∈  sao cho nếu ( )
0,, rδΩ ∈Η với một số 0 0r >  

thì bất đẳng thức sau 

( ) ( ) ( ) ( )
, , ,

M ( ) M ( ) ( ) | | | |
, ( , ) ,

p pp q p q p q

a b
u u h g

d C d dσ σ σα α α

ε λ ε λ ε λ′
−

 Ψ Ψ Ψ + + 
 

Ω ≤ Ω + Ω
M f

  (1.11) 

đúng với mọi ( )00, , , , , , , ,diam( ) / 0C a n p q rλ α θ> Λ Ω > và 0.ε >  
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Giả thiết ( )
0,, rδΩ ∈Η  sẽ được định nghĩa trong Định nghĩa 2.8. Định lí tiếp theo là 

kết quả về đánh giá gradient trong không gian Lorentz. Đánh giá này sẽ suy ra trực tiếp kết 
quả chính quy nghiệm trong (1.8). Chúng tôi nhấn mạnh rằng kết quả này với giả thiết p n≥   
chưa được khảo sát trong các bài báo trước đó (Tran & Nguyen, 2019a) và (Tran, Nguyen, 
Pham, & Dang, 2021). 

Định lí 1.2. Với mọi 0, nα
θ

 ∈  
 khi đó tồn tại ( , , , , ) 0n p qδ δ θ= Λ >  sao cho nếu 

( )
0,, rδΩ ∈Η với một số 0 0r >  thì bất đẳng thức 

( ) ( ), ,, ,( ) ( )
( ) | | | | (h)

t s t s

q p
p q p qL L

u C gσ σ
α α

′

Ω Ω
Ψ ≤ + +ΨM M f  (1.12) 

đúng với mọi 0, nt
n
αθ
θ
− ∈ 

 
 và 0 s< ≤ ∞  với ( )0, , , , , ,diam( ) / 0., ,C C q tp r snα θ= Λ Ω >  

Trong phần tiếp theo, chúng tôi nhắc lại các khái niệm cơ bản liên quan đến nghiệm 
yếu, không gian Lorentz, hàm phân phối, các toán tử cực đại cấp phân số và tính bị chặn của 
nó. Trong Mục 3, chúng tôi chứng minh bất đẳng thức so sánh địa phương giữa nghiệm yếu 
của bài toán ban đầu với phương trình thuần nhất tương ứng. Mục 4 trình bày quá trình xây 
dựng bất đẳng thức hàm phân phối trên tập mức, trong đó sử dụng hai kết quả về bất đẳng 
thức so sánh ở Mục 4 và bất đẳng thức Hölder ngược trong  (Lee & Ok, 2021). Các kết quả 
chính về bất đẳng thức hàm phân phối và đánh giá gradient trong không gian Lorentz được 
chứng minh ở mục cuối cùng của bài báo. 
2.  Nội dung 
2.1. Một số kiến thức chuẩn bị  

Trong bài báo này chúng tôi sử dụng một số kí hiệu sau 
• A  là độ đo Lebesgue của tập A  đo được Lebesgue trong n

 . 

• 1 ( )
E

f x
E

x d∫  là tích phân trung bình của hàm ( )f x  trên tập E  đo được Lebesgue 

trong .n
  

• diam( )Ω  là đường kính của .Ω  

• 0( )B xρ  là quả cầu mở tâm 0x  bán kính 0ρ >  và ( ) 00 ( ) .x B xρ ρΩ = ∩Ω  

Ngoài ra, hằng số C  trong bài báo này có thể thay đổi qua các bước đánh giá nhưng 
luôn phụ thuộc vào dữ liệu của bài toán. Dữ liệu của bài toán chúng tôi gồm có  

( )( )0, , , , , , ,diam .data n p qσ α ε≡ ΩΛ  
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Định nghĩa 2.1. (Không gian Lorentz) Cho Ω  là tập mở trong n
  và hai tham số 0 t< < ∞  

và 0 .s< ≤ ∞  Không gian Lorentz , ( )t sL Ω  là không gian các hàm f  đo được Lebesgue trên 

Ω  sao cho , ( )t sL
f

Ω
< ∞‖ ‖  trong đó 

,

1

( ) 0
|{ :| ( ) | } |t s

s s
s t

L

df t x f x λλ λ
λ

∞

Ω

 
= ∈Ω > 
 
∫‖ ‖  

nếu 0 s< < ∞  và 

,

1

( )
0

sup | ,{ :| ( ) | } |t
t

L
f x f x

λ
λ λ∞ Ω

>
= ∈Ω >‖ ‖  

nếu .s = ∞  
Định nghĩa 2.2. (Toán tử cực đại cấp phân số) Với mỗi số thực [ ]0,nα ∈ , ta định nghĩa 

toán tử cực đại cấp phân số αM  là toán tử được xác định bởi 

( )
0 ( )

1( ) sup ,
( )

r

n

r r B x

f y dr
B x

yf x xα
α

>
= ∈∫M   (2.1) 

với hàm ( )n
locf L∞∈  . Trong trường hợp 0α =  thì 0M  là hàm cực đại Hardy-Littlewood 

M , được định nghĩa như sau 

( )
0 ( )

1 .( ) sup
( )

r

n

r r B x

f x x
B x

f y dy
>

= ∈∫M   

Mệnh đề 2.3. (Tính bị chặn của toán tử cực đại) Giả sử 1s ≥  và 0, n
s

α  ∈  
. Khi đó tồn tại 

hằng số ( ),C C n α=  sao cho với mọi ( )s nf L∈   ta có 

{ } 1( ) | ( ) |
n

n
n s

s
sf x C f y dy

α

α λ
λ

− 
> ≤   

 
∫M


 

với mọi 0λ > . 
Định nghĩa 2.4. (Nghiệm yếu) Hàm số ( )1, pu W∈ Ω  được gọi là nghiệm yếu của (1.1) nếu 

thỏa mãn công thức biến phân 

( )2( , ) | | , , ,qx u dx u u dx x g dxϕ ϕ ϕ−

Ω Ω Ω

∇ ⋅∇ + = ⋅∇∫ ∫ ∫ f    

với mọi ( )1,
0

pWϕ∈ Ω . 

Định nghĩa 2.5. (Hàm phân phối) Cho hàm f  đo được trên Ω  và nK ⊂  , hàm phân phối 

( ), .fd K  của f  được định nghĩa bởi 

( , ) |{ :| ( ) | } | 0.fd K x K f xλ λ λ= ∈ ∩Ω > ≥  
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Trong trường hợp KΩ⊂ , để đơn giản ta viết tắt thành ( )fd λ . 

Tiếp theo dựa trên bài báo (Lee & Ok, 2021) chúng ta có bất đẳng thức Reverse Hölder 
như sau. 

Bổ đề 2.6. Lấy 0x ∈Ω  và 00,
2
rρ  ∈  

. Giả sử u là nghiệm yếu của phương trình (1.1)và v  

là nghiệm yếu của phương trình thuần nhất  
2

2 0

2 0

div ( , ) | | 0  trong ( ),
 trên (

  
  )

 
 .

qx v v v x
v u h x

ρ

ρ

− Ω


∂Ω

− ∇ + =

= −

 
 

Khi đó với ( )1,θ ∈ +∞  và ( )1,γ θ∈  ta có bất đẳng thức sau đúng 

( ) ( )
( ) ( ) ( )0 2 0

1

, ,
0 2 0

1 .1( ) ( )p q p q
x x

v dx C v dx
x x

ρ ρ

γ
γσ σ

ρ ρΩ Ω

 
 Ψ ≤ Ψ

 Ω
 Ω ∫ ∫  (2.2) 

Định nghĩa 2.7. (Giả thiết ( )0, rδ ) Với ( )0,1δ ∈ và 0 0r >  ta nói ( ), Ω thỏa mãn giả thiết 

( )0, rδ  được kí hiệu là ( )
0,, .rδΩ ∈Η  nếu thỏa mãn hai điều kiện sau:  

i. Toán tử   thỏa mãn điều kiện nửa chuẩn BMO nhỏ nghĩa là  

( ) ( )
0

( )

1
,0 \{0}

( , ) ( )
[ ] sup s

|
1 up

|n n

B y

B

r

y y p
r

x

B y
dx

ζ

ζ ζ
δ

ζ −
∈ < ≤ ∈

 −
 = ≤
 
 

∫
 

 




 

 

trong đó ( ) ( )B y ζ  kí hiệu trung bình tích phân của ( , )ζ⋅  trên quả cầu ( ).B y  

ii. Ω  là miền ( )0, rδ - Reifenberg có nghĩa là với mọi x∈∂Ω  và ( ) 00 1 rρ δ< < −  thì 

tồn tại hệ trục tọa độ mới { }1 2, , , nξ ξ ξ…  sao cho trong hệ này này thì nx ρδ ξ′= − và 

( ) { } ( ) ( ) { }0 2 ,n nB OB O B O
ρρ ρξ ξ ρδ ′∩ > ⊂ Ω ⊂ ∩ > −  

với / (1 )δ δ δ′ = −  và tập ( ){ }1 2, , , :n nξ ξ ξ ξ λ… >  được viết tắt thành { }.nξ λ>  

2.2. Bất đẳng thức so sánh với nghiệm của phương trình thuần nhất 
Phần này chúng tôi trình bày về các đánh giá so sánh cho phương trình thuần nhất. 

Bổ đề 3.1. Giả sử ( )
0,, rδΩ ∈Η với một số 0 0r > . Lấy 0

0 , 0,
2
rx ρ  ∈Ω ∈  

 và 

2 2Bρ ρΩ = ∩Ω . Giả sử u là nghiệm yếu của phương trình (1.1) và v là nghiệm yếu của 

phương trình thuần nhất 
2

2

2

div ( , ) | | 0  trong ,
 trên  .

  
 

qx v v v
v u h

ρ

ρ

−− ∇ + = Ω


= − ∂Ω

 
 (2.3) 
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Khi đó với mọi ( )0,1ε ∈  tồn tại hằng số ( , ) 0k k p q= >  và ( , , , , ) 0C n p qσΛ >  sao cho  

 ( )
2 2 2

, , ,
2 2 2

1 .)1( ) ( | | |1 | (h)  k q p
p q p q p qu v dx u dx C g dx

ρ ρ ρ

σ σ

ρ ρ ρ

ε ε
′−

Ω Ω Ω

Ψ − ≤ Ψ + + +Ψ
Ω Ω Ω∫ ∫ ∫ f  (2.4) 

Chứng minh Bổ đề 3.1. Do u  và v  lần lượt là nghiệm yếu của phương trình (1.1) và (3.1) 
nên thỏa mãn các công thức biến phân 

( )
2 2 2

2( , ) . , , ,qx u dx u u dx x g dx
ρ ρ ρ

ϕ ϕ ϕ−

Ω Ω Ω
∇ ⋅∇ + = ⋅∇∫ ∫ ∫ f    (2.5) 

và 

2 2

2( , ) | | . 0,qx v dx v v dx
ρ ρ

ϕ ϕ−

Ω Ω
∇ ⋅∇ + =∫ ∫   (2.6) 

với 1,
2( ).pW ρϕ Ω∈  Chọn hàm thử 1,

0 2( )pu v h W ρϕ − − ∈ Ω=  và thay vào (3.3) và (3.4) sau 

đó trừ vế theo vế và rút gọn ta thu được 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

, , ( ) | | | | ( )

, , | | | |

( , , ) ( ) ( , , ) .

q q

q q

x u x v u v dx u u v v u v dx

x u x v hdx u u v v hdx

x g u v dx x g hdx

ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ

− −

Ω Ω

− −

Ω Ω

Ω Ω

∇ − ∇ ⋅∇ − + − −

= ∇ − ∇ ⋅∇ + −

+ ⋅∇ − − ⋅∇

∫ ∫
∫ ∫
∫ ∫f f

  

  

 

 (2.7) 

Để thuận tiện trong việc chứng minh ta định nghĩa hàm ( )21,: ( )pWσ
+Φ Ω →  như sau 

( ) ( )
2 2

2 2 2 2 2 2 22 2( , ) : | | | | | ( ) | | | | | | |
p q

σ ϕ ψ σ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ
− −

Φ = + ∇ + ∇ ∇ − + + −  

với mọi ϕ  và ( )1, .pWψ ∈ Ω  Theo (Hamburger, 1992) ta có kết quả 

( )
2

2 2 2 2 2~ .
q

q qϕ ϕ ψ ψ ϕ ψ ϕ ψ
−

− −− + −  

Lúc này áp dụng giả thiết (1.4) ta có số hạng ở vế trái (3.5) ta được đánh giá như sau 

( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2
2 2 2 2 2 2 22 2

2 2
2 2 2 2 2 2 22 2

( ( , ) ( , )) ( ) | | | | ( )

( ) | | | | | | | | | | | |

( ) | | | | | | | | | | | |

( ) ( , ).

q q

p q

p q

x u x v u v u u v v u v

C u v u v C u v u v

C u v u v u v u v

C u vσ

σ

σ

− −

− −

− −

∇ − ∇ ⋅ ∇ −∇ + − −

≥ Λ + ∇ + ∇ ∇ −∇ + + −

 
≥ Λ + ∇ + ∇ ∇ −∇ + + − 

 
≥ Λ Φ

  




 (2.8) 

Tiếp theo, áp dụng giả thiết (1.2)  ta có đánh giá cho các số hạng ở vế phải (3.5)  như sau.  
Đầu tiên 
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( ) ( )
1 1

2 2 2 22 2

( ( , ) ( , )) | ( , ) ( , ) || |
(| ( , ) | | ( , ) |) | |

| | | | | | .
p p

x u x v h x u x v h
x u x v h

u v hσ σ
− −

∇ − ∇ ⋅∇ ≤ ∇ − ∇ ∇
≤ ∇ + ∇ ∇

 
≤ Λ + ∇ + + ∇ ∇ 

 

   
   (2.9) 

Do 2q >  nên ta có 

( ) ( )
2

2 2 2 2 2| | | | ( ) | | | | | || | .
q

q qu u v v h C q u v u v h
−

− −− ≤ + −   (2.10) 

Cuối cùng, áp dụng giả thiết (1.5)  với { }1 2max ,C c c=  ta có 

( ) ( )1 1( , , ) ( ) ( , , ) .p px g u v x g h C g u v C g h− −⋅∇ − − ⋅∇ ≤ + ∇ −∇ + + ∇f f f f   (2.11) 

Từ (3.6), (3.7), (3.8)  và (3.9)  và thay vào (3.5)  ta được 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

2 2

2

2 2

1 1
2 2 2 22 2

2

2
2 2 2

2

1 1

2

( , ) | | | | | |

| | | | | || |

.

p p

q

p p

CC u v dx u v h dx

C u v u v h dx

C g u v dx C g h dx

ρ ρ

ρ

ρ ρ

σ
ρ

ρ

ρ

σ σ
− −

Ω Ω

−

Ω

− −

Ω Ω

 
Λ Φ ≤ + ∇ + + ∇ ∇ Ω  

+ + −
Ω

+ + ∇ −∇ + + ∇
Ω

∫ ∫

∫

∫ ∫f f

  (2.12) 

Bây giờ, ta sẽ đánh giá phần tử chứa số hạng Schrödinger trong vế phải của (3.10) .Do 2q >

, ta có bất đẳng thức sau 

( ) ( )
2

2 2 2 22| | | | ( ) | | | | .
q

q qu v C q u v u
−

− −+ ≤ − +  

Áp dụng bất đẳng thức trên ta thu được 

( )
2 2 2

2
2 2 1 22

2 2

1 ( )| | | | | || | | | | | | | | || | .
q

q qC qu v u v h dx u v h dx u u v h dx
ρ ρ ρ

ρ ρ

−
− −

Ω Ω Ω

 + − ≤ − + − 
 Ω Ω∫ ∫ ∫    (2.13) 

Tiếp theo ta có đánh giá sau 

( ) ( )
1

2 1 12 12
2 1 1 2( )

p
p ppC pσ ϕ σ ϕ ϕ ϕ

−
− −−+ ≤ + + − , 

khi đó suy ra 
1 1

2 2 2 2 1 1 12 2( | | ) ( | | ) ( )( | | | | ).
p p

p p pu v C p u v uσ σ σ
− −

− − −+ ∇ + + ∇ ≤ + ∇ −∇ + ∇  
Bây giờ với ,a b và c  là ba số thực. Giả sử p  là số thực lớn hơn 2. Khi đó với mọi 1 2, 0ε ε >  
ta có 

2 2 1
1 2 1 2| | | || | | | | | | | .p p p p pa b c a b cε ε ε ε− − −≤ + +  (2.14) 

Áp dụng đánh giá trên ta đánh giá lần lượt cho các số hạng ở vế phải (3.10) ta sẽ thu được 
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2 2 2 2

2 1
2 1 2 1 2

2 2 2 2

1 | | | || | | | | | | | ,
q

q q q qu u v h dx u dx u v dx h dx
ρ ρ ρ ρρ ρ ρ ρ

ε ε ε ε− −
−

Ω Ω Ω Ω

− ≤ + − +
Ω Ω Ω Ω∫ ∫ ∫ ∫     (2.15) 

2 2 2

1
1 2 2

2 2 2

1 | | | | | | | | ,
q

q q qu h dx u v dx h dx
ρ ρ ρρ ρ ρ

ε ε −
−

Ω Ω Ω

≤ − +
Ω Ω Ω∫ ∫ ∫    (2.16) 

( ) ( )
2 2 2 2

2

1 1 1
2 2

1
1
2

| | | |

(| | | | ) .

p p p p p

p pp

g u v dx g h dx u v h dx

f g dx

ρ ρ ρ ρ

ρ

ε ε

ε
′

− − −

Ω Ω Ω Ω

−

Ω

+ ∇ −∇ + + ∇ ≤ ∇ −∇ + ∇

+ +

∫ ∫ ∫ ∫

∫

f f
 (2.17) 

Kết hợp (3.11), (3.13), (3.14), (3.15) ta thu được kết quả 

( )

( )

2 2 2

2

1
, ,

2 2 2

1
1 1 1 2 11

2 1 2 2 1 2

2

,
2

( , ) ( ) ( )

( ) ,

p q p q

p p q qp
p p

p q

C
u v dx C u dx u v dx

g h dx

ρ ρ ρ

ρ

σ
σ

ρ ρ ρ

ρ

ε ε

ε ε ε ε ε ε ′

Ω Ω Ω

− − − − −−

Ω

Λ
Φ ≤ Ψ + Ψ −

Ω Ω Ω
 

+ + + +  + + +Ψ  Ω    

∫ ∫ ∫

∫ f

 (2.18) 

với mọi ( )1 2, 0,1 .ε ε ∈  

Với , 2p q >  áp dụng định nghĩa ,p q
σΨ  và σΦ  ta có đánh giá    

( ) ( )

( )

2 22 2 2 2

,

( , ) ( ) . .

( , )

( , ) ( ).

p q

p q

p q

u v C q u v u v u v u v

C p q u v u v

C p q u v

σ

− − Φ ≥ ∇ + ∇ ∇ −∇ + + −  

≥ ∇ −∇ + −

= Ψ −



  

Dẫn đến  

2 2

,
2 2

1 ( ) ( , ).p q
Cu v u v

ρ ρ

σ
ρ ρΩ Ω

Ψ − ≤ Φ
Ω Ω∫ ∫   (2.19) 

Kết hợp (3.16) và (3.17) ta suy ra  

( )

2 2 2

2

1 2
, , ,

2 2 2

1
1 1 1 2 11

2 1 2 2 1 2
,

2

1 ( ) ( ) ( )

( ) .

p q p q p q

p p q qp
p p

p q

C Cu v dx u dx u v dx

C g h dx

ρ ρ ρ

ρ

σ

ρ ρ ρ

ρ

ε ε

ε ε ε ε ε ε ′

Ω Ω Ω

− − − − −−

Ω

Ψ − ≤ Ψ + Ψ −
Ω Ω Ω

 
+ + + + + + +Ψ Ω 

 

∫ ∫ ∫

∫ f

 (2.20) 

Cuối cùng với (0,1)ε ∈ , ta có thể chọn 1ε  và 2ε  sao cho  

1 2
1,

2 2
C C

C
εε ε≤ ≤  

dẫn đến k  được định nghĩa bởi  
max{0, 1, 2}.k p q= − −  
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2.3. Bất đẳng thức hàm phân phối 
Bổ đề 4.1. Cho 0,ρ >  0 nα≤ <  và 0a > . Ta có thể tìm được các hằng số ( , , ) 0b b a nα= >  
và 0 0 ( , , , ,diam( ) / ) 0a b nε ε α ρ= Ω >  sao cho nếu tồn tại 1z ∈Ω  thỏa mãn bất đẳng thức sau  

( ), 1( ) | | | | ( ) ,p p b
p q h g zσ

α ε λ′Ψ + + ≤M f  

với 0(0, ), 0ε ε λ∈ >  thì ta có bất đẳng thức sau đúng 

( ) ( )
,M ( )

, ( ( )).
p q

a n
u

d B Oσ
α

ρε λ ε−
Ψ

Ω ≤    (3.1) 

( ) ( )
,M ( )

, ( ( )).
p q

a n
u

d B Oσ
α

ρε λ ε−
Ψ

Ω ≤    

Chứng minh. Áp dụng Mệnh đề 2.3 với 1s = , ta có: 

( ), ,
1{ : ( ) ( ) } ,

n
na

p q p qax u x C dx
ασ σ

α ε λ
ε λ

−−
− Ω

 ∈Ω Ψ > ≤ Ψ 
 ∫M  

khi đó theo đánh giá so sánh ở (3.1), ta được  

( ), ,
1{ : ( ) ( ) } ( ( ) | | | | ) .

n
na p p

p q p qax u x C h g dx
ασ σ

α ε λ
ε λ

−′−
− Ω

 ∈Ω Ψ > ≤ Ψ + + 
 ∫M f  

Định nghĩa D  là đường kính của Ω , nghĩa là 
,
sup ( , )
x y

D d x y
∈Ω

= . Dễ dàng thấy 1( )DB zΩ⊂ , 

điều đó dẫn đến 

( )

( )

1
, ,( )

( )

1{ : ( ) ( ) } ( ( ) | | | | )

(0) .

D

n
na p p

p q p qa B z

n
n n

b
a

n
a b nn

n a b n
n

x u x C h g dx

DC

C D

DC B

ασ σ

α α

α

α
ρ

ε λ
ε λ

ε λ
ε λ

ε

ε
ρ

−′−
−

− −

−

+ −

+
−

 ∈Ω Ψ > ≤ Ψ + + 
 

 
≤  

 

=

 
=  

 

∫ f

 

Từ đó chọn b  sao cho ( ) 1a b n
n α
+

>
−

 và để (4.1) đúng với mọi ( )00,ε ε∈  ta cần chọn 0ε  sao 

cho 
( )

0 0

n a b n
nDC αε ε

ρ

+
− 

< 
 

. Vậy ta thu được điều phải chứng minh.                       

Bổ đề 4.2. Cho [0, )nα ∈  và 2 ( )z ρ ζ∈Ω  thỏa mãn , 2( )( )p q zσ
α λΨ ≤M  với 0.λ >  Khi đó với 

mọi 0a >  bất đẳng thức sau 

( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

, ,2
M ( ) ( )

, , ,
p q p qB

a a
u u

d dσ σ
α α ζρ

ρ ρχ
ζ ε λ ζ ε λ− −

Ψ Ψ
Ω ≤ Ω

M
 (3.2) 
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đúng với mọi 
1

0 3 .
n
aε
+

−
< ≤  

Chứng minh. Lấy ( ),x Bρ ζ∈  khi đó  

, , , , ,( ( ))( ) max{ ( ( ))( ); ( ( ))( )},p q p q p qu x u x u xσ σ σ
α α ρ α ρΨ ≤ Ψ ΨM U T  

với  

, , ( ) ,
0 '( )

( ( ))( ) sup ( ) ( ) ,1
p q B x p q

x

u x u dx
B ρ

σ α σ
α ρ

ρ ρ ρ

ρ
′

′< <
′Ψ = Ψ∫U  

và 

, , ( ) ,( ( ))( ) sup( ) ( ) .1
( )p q B x p qu x u dx

B x ρ

σ α σ
α ρ

ρ ρ ρ

ρ
′≥

′Ψ = Ψ∫T  

Chú ý rằng 

( ) ( ){ }, , , ,max ( ) ( ); ( ) ( ) a
p q p qu x u xσ σ

α ρ α ρ ε λ−Ψ Ψ >U T  

nếu và chỉ nếu 

( ), , ( ) ( ) a
p q u xσ

α ρ ε λ−Ψ >U  hoặc ( ), , ( ) ( ) .a
p q uσ

α ρ η ε λ−Ψ >T  

Từ đó suy ra  

( ){ }
( ) ( ){ }{ }

( ){ } ( ){ }
( ){ } ( ){ }

,

, , , ,

, , , ,

, , , ,

( )

.

: ( )

( ) : max ( ) ( ); ( ) ( )

( ) : ( ) ( ) ( ) : ( ) ( )

( ) : ( ) ( ) ( ) : ( ) ( )

a
p q

a
p q p q

a a
p q p q

a a
p q p q

x u

x u x u x

x u x u x

x u x x u x

σ
ρ α

σ σ
ρ α ρ α ρ

σ σ
ρ α ρ ρ α ρ

σ σ
ρ α ρ ρ α ρ

ζ ε λ

ζ ε λ

ζ ε λ η ζ ε λ

ζ ε λ ζ ε λ

−

−

− −

−

∈Ω Ψ >

≤ ∈Ω Ψ Ψ >

= ∈Ω Ψ > ∪ ∈Ω Ψ >

≤ ∈Ω Ψ > + ∈Ω Ψ >

M

U T

U T

U T

 (3.3) 

Do ( )x Bρ ζ∈  nên với mọi 0 ρ ρ′< < , ta có | | .x ζ ρ− <  Xét ( )z B x
ρ′

∈ , khi đó 

| | | | | | | | 2 .z z x x z x xζ ζ ζ ρ ρ ρ′− = − + − < − + − < + <  

Suy ra ( ) ( )B x Bρρ
ζ′ ⊂ , như vậy ta có  

( ) ( )

( )

( )
2

'

'

2

, , ,( )0

( ) ,( )0

( ) ,

( ) ( ) sup ( )

sup ( )

( ) ( ),

1
( )

1
( )

p q p qB x

B p qB x

B p q

B x

x

B

u x u dx

u d

u

x
x

ρ

ρ
ρ

ρ

ασ σ
α ρ

ρ ρ ρ

α σ
ζ

ρ ρ ρ

σ
α ζ

ρ

ρ χ

χ

′

′

′

< < ′

′

< < ′

Ψ = Ψ

= Ψ

≤ Ψ

∫

∫

U

M

 

kéo theo 

( ){ } ( ){ }2, , ( ) ,( ) : ( ) ( ) ( ) : ( ) ( ) .a a
p q B p qx u x x u x

ρ

σ σ
ρ α ρ ρ α ζζ ε λ ζ χ ε λ− −∈Ω Ψ > ≤ ∈Ω Ψ >U M  (3.4) 
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Do 2 , ( )z x Bρ ζ∈  nên với mọi ρ ρ′ ≥ , ta suy ra 2| |z ζ ρ− <  và | |x ζ ρ− < . Với ( )x
z B

ρ′
∈ , 

ta có  

2 2 2| | | | | | | | | | 3 .z z z x x z z x x z rζ ζ ζ ζ− = − + − + − < − + − + − <  

Điều này dẫn đến ( )3 2( )B x B zρ ρ′ ′⊂ , như vậy ta có 

( ) ( ) ( )

( )
( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) 3

'

2

2

3

2

3

3

2

, ,

23
,

2

,

23

,
3 3 23

,
0 23

,
' 2

1

( ) ( )

sup ( )

3 sup ( )

3 sup 3 ( )

3 su

1sup ( )
( )

1

1p 3

p q

p qB z

n
p qB z

n
p qB z

n
p

p

qB

qB z
u x

B z
u dx

B z

u dx
B z

u dx
B z

B z

u dx
B z

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

σ
α ρ

α ρ σ

ρ ρ
ρ

α σ

ρ ρ

ρ ρ

ρ

αα σ

ρ ρ
ρ

α

ρ

ρ

σ

α

ρ

σ

α

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

′

′ ′
′

′ ′
′

′

′

′

′
′

′
′

′

≥

′

≥

− ′

≥

−

≥

′

>

′Ψ =

≤ Ψ

= Ψ

= Ψ

≤ Ψ

Ψ∫

∫

∫

∫

T

( )

( )( )

2

, 2

( )

3 ( )

3 .

z

n
p q

n

u dx

u zσ
α

λ

= Ψ

≤

∫

M

 

Khi đó, với mọi 
1

3
n

a aε
+

−− ≤  

( ){ }, ,( ) : ( ) ( ) 0.a
p qx u xσ

ρ α ρζ ε λ−∈Ω Ψ > =T  (3.5) 

Kết hợp (4.3), (4.4) và (4.5) ta suy ra 

{ } { }2, ( ) ,( ) : ( ( ))( ) ( ) : ( ( ))( ) .a a
p q B p qx u x x u x

ρ

σ σ
ρ α ρ α ζζ ε λ ζ χ ε λ− −∈Ω Ψ > ≤ ∈Ω Ψ >M M

Vậy ta có điều phải chứng minh. 

Bổ đề 4.3. Với mọi 0, nα
θ

 ∈  
 và ,n na

n n
αθ α
θ
− − ∈ 

 
. Khi đó tồn tại hằng số 

( ), , , , , 0b b p q a pα α ′= >  và 0 0 ( , , , , , , ) 0a b n p qε ε α θ= >  sao cho nếu có ( )1 2 0,x x B xρ∈  

thỏa mãn 

( )( ) ( )( ), 1 , 2( )  và ( ) | | | | .p p b
p q p qu x h g xσ σ

α αλ ε λ
′

Ψ ≤ Ψ + + ≤M M f  (3.6) 

thì bất đẳng thức  

( )( ) ( ) ( )
,2 0

0( )
, .

p qB x

a

u
d B xσ

α ρ
ρ ρχ
ε λ ε−

Ψ
Ω ≤

M
  (3.7) 

đúng với mọi 0λ >  và 00 .ε ε< <  
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Chứng minh. Để chứng minh bất đẳng thức (4.7) ta cần kiểm tra hai trường hợp là 0x ∈Ω  

tức là 4 0( )B xρ ⊂ Ω  và 4 0( )B xρ ∩∂Ω ≠ ∅ . 

Trường hợp 1. 4 0( )B xρ ⊂ Ω  ta xét phương trình thuần nhất sau 
2

4 0

4 0

div ( , ) | | 0 trong ( ),
 trên ( ).

qx v v v B x
v u h B x

ρ

ρ

−− ∇ + = ∂


= − ∂

 
 

Bây giờ áp dụng Bổ đề 3.1 với ( )1 0,1ε ∈  và hằng số ( ), , 'k k p q p=   ta có đánh giá 

( )
4 0 4 0 4 0

, 1 , 1 ,( ) ( ) ( )
4 0 4 0

1 1( ) ( ) | | | | (h) .
( ) ( )

k q p
p q p q p qB x B x B x

u v dx u dx g dx
B x B x

C
ρ ρ ρ

σ σ σ

ρ ρ

ε ε
′− Ψ − ≤ Ψ + + +Ψ 

 ∫ ∫ ∫ f  (3.8) 

Bây giờ ta đặt  

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( )( )( )) ( )( )
, ,2 0 2 0

,2 0

1
0 0( ) ( )

1
0( )

: , ,

,

p q p qB x B x

p qB x

a a
pu u v

a
pv

L d x Cd x c

Cd x c

σ σ
α αρ ρ

σ
α ρ

ρ ρχ χ

ρχ

ε λ ε λ

ε λ

− − −

Ψ Ψ −

− −

Ψ

= Ω ≤ Ω

+ Ω

M M

M

 (3.9) 

Từ giả thiết ,n na
n n
αθ α
θ
− − ∈ 

 
 ta suy ra 1 n

an
θ

α
< <

+
. Khi đó tồn tại hằng số 1γ >  

sao cho 
n

an
γ θ

α
< <

+
. 

Áp dụng Bổ đề 2.3 ta đánh giá cho (4.9) ta thu được  

( ) ( )
( )

( )2 0 2 0

, ,
1 1( ) ( ) .

nn
nn

p q p qa a
B x B x

L C u v dx C v dx
ρ ρ

αγα
γσ σ

γε λ ε λ

−−

− −

  
  ≤ Ψ − + Ψ
  

   
∫ ∫  

Ta chuyển quả cầu 2ρ  thành quả cầu 4ρ  ta thu được đánh giá   

( ) ( )
( )

( )4 0 2 0
, ,

4 0 2 0

(4 ) (2 )( ) ( ) .
( ) ( ) B x

nn
nnn n

p q p qa B x a
L C u v dx C v dx

B x B xρ ρ

αγα
γσ σ

γ
ρ ρ

ρ ρ
ε λ ε λ

−−

− −

  
  ≤ Ψ − + Ψ
  

   
∫ ∫  (3.10) 

Tiếp theo ta áp dụng Bổ đề 2.6 để đánh giá (4.9) và (4.10) như sau 

( )
( ) ( )4 0 4 0

( )4 0

1 1
, ,

4 0 4 0

,
4 0

(4 ) ( ) | | | |

 

(h)
( ) ( )

(2 ) ( )
( )

  
B x B x

B x

nn
nkn n

q p
p q p qa

n
n n

p qa

CL C u dx g dx
B x B x

C v dx
B x

ρ ρ

ρ

αα
σ σ

ρ ρ

γ
αγ

γ
σ

ρ

ε ερ
ε λ

ρ
ε λ

′
−−−

−

−

−

  
 ≤ Ψ + + +Ψ      

 
 + Ψ 
 
 

∫ ∫

∫

f

 (3.11) 
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Ta sẽ chứng minh 4 0 5 1 5 2( ) ( ) ( ).B x B x B xρ ρ ρ⊂ ∩  Thật vậy, lấy 4 0( )y B xρ∈  ta có 

0( , ) 4d y x ρ≤ . Mặt khác 1 2 0, ( )x x B xρ∈  do đó 1 0 2 0( , ), ( , )d x x d x x ρ≤ . Dẫn đến 

1 2( , ), ( , ) 5d y x d y x ρ≤ . Do đó 5 1 5 2( ) ( ).y B x B xρ ρ∈ ∩  Tiếp theo ta có                  

( )( )

4 0 5 1
, ,( ) ( )

4 0 5

,

1

1

( ) ( )
( ) ( )

(5 ) ( ) ,

1
p q p qB x B x

p q

u dx u dx
B x B x

C u x C

C
ρ ρ

σ σ

ρ ρ

α σ α
αρ ρ λ− −

Ψ ≤ Ψ

≤ Ψ ≤

∫ ∫

M
 (3.12) 

và 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( )( )

5 24 0
, ,

4 0 5 2

, 2

1

.

| | | | (h) | | | | (h)

(5 ) | | | | (

1

)

 

h

B x

q p q p
p q p qB x

q p
p q

b

g dx C g dx
B x B x

C g x

C

ρρ

σ σ

ρ ρ

α σ
α

α

ρ

ρ ε λ

′ ′

′−

−

+ +Ψ ≤ + +Ψ

≤ + +Ψ

≤

∫ ∫f f

M f (3.13) 

Tiếp tục áp dụng bất đẳng thức tam giác và (4.8) với ( )1 0,1ε ∈  ta thu được  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

4 0 4 0 4 0

4 0 4 0

, , ,
4 0 4 0 4 0

, 1 ,
4 0 4 0

1

.

1( ) ( ) ( )

( ) | | | | (h1  

1

)1

p q p q p qB x B x B x

k q p
p q p qB x B x

v dx C u dx u v dx
B x B x B x

C u dx g dx
B x B x

ρ ρ ρ

ρ ρ

σ σ σ

ρ ρ ρ

σ σ

ρ ρ

ε
′−

 
 Ψ ≤ Ψ + Ψ −
 
 

 
 ≤ Ψ + + +Ψ
 
 

∫∫ ∫

∫ ∫ f

 (3.14) 

Kết hợp (4.12), (4.13) và (4.14) thay vào (4.11) ta có  

( ) ( )1 1 1
(4 ) (2 )

n
nn n

nn n
k b k bn

a aL C C

γ
αγ

γα
α α α ααρ ρε ρ λ ε ρ ε λ ρ λ ε ρ ε λ

ε λ ε λ

−
−

− − − − − −−
− −

 
   ≤ + + +   
   

 

 

Thực hiện rút gọn ta có  

( ) ( )1 1 11 .
anan n n

k b k b nnn n nL C
γ γ
αγα α αγε ε ε ε ε ε ε ρ− −−− − −

 
≤ + + + 

  
 (3.15) 

Trong (4.15) chọn 1 1
k bε ε ε−=  và max 0, 1 ( 1)b a k

n
α  > − − +  

  
. Từ đó ta có điều phải 

chứng minh. 
Trường hợp 2. 4 0( )RB x ∩∂Ω ≠∅ . Lấy bz ∈∂Ω  sao cho 0 0( , ) 4bz x d x R− = ∂Ω ≤ . Ta xét 

phương trình thuần nhất 
2

24

24

div ( , ) | | 0 trong ( ),
 trên ( ).

q
b

b

x v v v B z
v u h B z

ρ

ρ

− ′ ′− ∇ + = ∂
 ′ = − ∂

 
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Từ đó ta chứng minh tương tự trường hợp 1. Vậy cả hai trường hợp ta đều có  

( )( ) ( ) ( )( )
,2 0

0( )
,

p qB x

a n

u
d B xσ

α ρ
ρ ρχ
ε λ ε−

Ψ
Ω ≤

M
 . 

Vậy ta hoàn tất chứng minh. 
2.4. Kết quả chính quy nghiệm trong không gian Lorentz 

Trước hết ta phát biểu bổ đề phủ của Vitali như sau  
Bổ đề 5.1. Cho Ω  là miền thỏa điều kiện 0( , )rδ - Reifenberg với hằng số 0 , 0r δ > . Xét hai 

tập con đo được ⊂ ⊂ Ω  . Giả sử 0 1ε< <  và 00 rρ< ≤  thỏa mãn 

i. ( ) ( )( )n n B Oρε≤   ; 

ii. x∀ ∈Ω  và (0, ]ρ∈ , nếu ( ) ( )( ) ( )n nB x B xε∩ >     thì ( )B xΩ∩ ⊂  . 

Khi đó tồn tại hằng số ( ) 0C C n= >  sao cho Cε≤  . 

Chứng minh Định lí 1.1 
Chứng minh. Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương  

( ) ( ) ( ) ( ), ,,
M ( ) M ( )( ) | | | |

, , ( , ).
p pp q p qp q

a b
u uh g

d d C dσ σσα αα

ε λ ε λ ε λ′
−

 Ψ ΨΨ + + 
 

Ω − Ω ≤ Ω
M f

 (4.1) 

Với mọi 0ε >  và 0λ >  ta đặt  

( ) ( ){ }, , 0 , 0: : ( ) ( ) , ( ) | | | | ( )a p p b
p q p qx u x h g xσ σ

ε λ α αε λ ε λ
′−= ∈Ω Ψ > Ψ + + ≤M M f  

và 

( ){ },: : ( ) ( )p qx u xσ
λ α λ= ∈Ω Ψ >M . 

Bây giờ ta sẽ kiểm hai giả thiết của Bổ đề 5.1 từ đó sẽ có điều phải chứng minh. Thật vậy 
với 0ρ >  tùy ý ta sẽ chứng minh ( ) ( ), ( )n n B Oε λ ρε≤   . Ta có thể giả sử ,ε λ  khác rỗng 

vì nếu bằng rỗng thì luôn đúng. Khi đó tồn tại 1 ,x ε λ∈  sao cho 

( ), 0( ) | | | | ( ) .p p b
p q h g xσ

α ε λ
′

Ψ + + ≤M f  

Từ đó, theo Bổ đề 4.1 ta suy ra  

( ) ( ) ( )
,

, M ( )
, ( ( )).

p q

n a n
u

d B Oσ
α

ε λ ρ ρε λ ε−
Ψ

≤ Ω ≤    

Như vậy i. đúng với ε  đủ bé và max 0;1b a
n
α > − − 

 
. 

Bây giờ ta sẽ chứng minh ii. đúng. Lấy 2x ∈Ω  và ( )0,ρ∈ . Giả sử tồn tại 3 2( ) cx x λ∈Ω ∩   

và 4 , 2( )x B xε λ∈ ∩  . Do 3
cx λ∈  và 4 ,x ε λ∈  nên ta có  

( ), 3( ) ( )p q u xσ
α λΨ ≤M  và ( ), 4( ) | | | | ( )p p b

p q h g xσ
α ε

′

Ψ + + ≤M f . 

Lúc này áp dụng Bổ đề 4.1 và Bổ đề 4.3 với 0 0ε >  và 0b >  sao cho với mọi 00 ε ε< <  thì 
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( )
( )( ) ( ) ( )

,2 0
, 2 ( )

( ) , ( )
p qB x

n a n

u
B x d B Oσ

α ρ
ε λ ρ ρ ρχ

ε λ ε−

Ψ
∩ ≤ Ω ≤

M
   . 

Từ đây định lí được chứng minh xong bằng cách sử dụng Bổ đề 5.1. 
Chứng minh Định lí 1.2 

Chứng minh. Với 0, nt
n
αθ
θ
− ∈ 

 
 thì tồn tại 1,na

tn
αθ
θ
− ∈ 

 
 khi đó áp dụng Định lí 1.1 ta 

có thể chỉ ra 0, 0bδ > >  và 0 (0,1)ε ∈  thỏa mãn bất đẳng thức  

, , ,
( ( )) ( ( )) (| | | | ( ))

( , ) ( , ) ( , ),
p pp q p q p q

a b
u u g h

d C d dσ σ σα α α

ε λ ε λ ε λ′
−

Ψ Ψ + +Ψ
Ω ≤ Ω + Ω

M M M f
 (4.2) 

đúng với mọi 0λ >  và 0(0, ).ε ε∈  

Xét trường hợp 0 s< < ∞ , ta có  

,
,

1
, ( ) ( ( ))

0

|| ( ( )) || ( ( ))t s
p q

s
s s t

p q L u
u t d dσ

α

σ
α λ λ λ

∞
−

Ω Ψ
Ψ = ∫ M

M  
,

1
( ( ))

0

( ( )) ,
p q

s
as s a t

u
t d dσ

α
ε λ ε λ λ

∞
− − −

Ψ
= ∫ M  

kết hợp với (5.2) ta thu được 

,
,

,

1
, ( ) ( ( ))

0

1

(| | | | ( ))
0

|| ( ( )) || ( ( ))

( ( )) .

 t s
p q

p p
p q

s sass st t
p q L u

s
as s b t

g h

u C t d d

C t d d

σ
α

σ
α

σ
α ε λ λ λ

ε λ ε λ λ′

∞
− + −

Ω Ψ

∞
− −

+ +Ψ

Ψ ≤

+

∫

∫

M

M f

M
 (4.3) 

Ta thấy rằng (5.3) tương đương với bất đẳng thức sau 

, ,

,

1

, ,( ) ( )

, ( )

|| ( ( )) || || ( ( )) ||

|| (| | | | ( )) || .

t s t s

t s

a
t

p q p qL L

a b p p
p q L

u C u

C g h

σ σ
α α

σ
α

ε

ε
′

− +

Ω Ω

− −
Ω

Ψ ≤ Ψ

+ + +Ψ

M M

M f
 (4.4) 

Kết quả trên vẫn đúng cho trường hợp s = ∞ , hơn nữa bằng cách chọn a  ở bước đầu tiên, 

ta chỉ ra được ε  ở (5.4) thỏa mãn 
1 1 .

2
a

tCε
− +

≤   

Khi đó bất đẳng thức được chứng minh. 
3. Kết luận 

Qua bài báo này, chúng tôi đã tiến hành chứng minh đánh giá gradient trong không 
gian Lorentz cho phương trình elliptic tựa tuyến tính chứa số hạng Schrödinger trong trường 
hợp p n≥ . Định hướng mở rộng sắp tới có thể là chứng minh bài toán trong trường hợp 
p n<  hoặc thay đổi không gian Lorentz thành không gian Morrey.  

 

 Tuyên bố về quyền lợi: Các tác giả xác nhận hoàn toàn không có xung đột về quyền lợi. 
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ABSTRACT 

The p-Laplace equations containing the Schrödinger terms have been extensively applied in 
science. Recently, the regularity of the solution to this equation has been studied in different function 
spaces. This paper present the regularity results for solutions to p-Laplace equations containing the 
Schrödinger terms in Lorentz spaces with p n≥ . The method used is to establish the distribution 
function inequality on the level sets of quantities related to the gradient of the solution and the given 
data under the influence of fractional maximal operators. This method has been recently developed 
and used effectively. 

Keywords: fractional-level maximal operator; gradient estimates; Lorentz space; p-Laplace 
equation; regularity theory 
 


