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TÓM TẮT 

Chúng tôi chứng minh sự tồn tại và duy nhất nghiệm renormalized không âm cho phương trình 
nonlocal elliptic, là trường hợp tổng quát của phương trình fractional Laplace, với hàm dữ liệu thuộc 

1L . Kĩ thuật được sử dụng trong bài báo này là kĩ thuật xấp xỉ dãy nghiệm yếu, thông qua hai bước: 

Chứng minh sự tồn tại nghiệm yếu của phương trình nonlocal elliptic với hàm dữ liệu ( )nT f  thay 

cho f (phương pháp chặt cụt); dùng phương pháp xấp xỉ dãy nghiệm yếu trên để thu được nghiệm 
renormalized.  
 Từ khóa: tồn tại; phương trình nonlocal elliptic; nghiệm renormalized; duy nhất 

 
1. Giới thiệu  
 Hướng nghiên cứu về sự tồn tại nghiệm với dữ liệu đầu vào có tính trơn kém (chẳng 
hạn các độ đo Radon hoặc lớp hàm 1L ) cho các lớp phương trình elliptic và parabolic đóng 
vai trò quan trọng, góp phần hoàn thiện bức tranh tổng thể về lí thuyết và ứng dụng của 
phương trình đạo hàm riêng, thu hút sự quan tâm đông đảo của các nhà toán học quốc tế.  

Mặt khác, trong những năm gần đây, số lượng công trình nghiên cứu về toán tử 
fractional Laplace và toán tử non-local ngày càng gia tăng, xem (Applebaum, 2004; 
Caffarelli, 2012; Caffarelli & Silvestre, 2007; Caffarelli & Valdinoci, 2011; Metzler & 
Klafter, 2004). Vì lí do này, việc nghiên cứu sự tồn tại nghiệm cho phương trình đạo hàm 
riêng liên kết với toán tử nonlocal với dữ liệu thuộc 1L  là quan trọng và cần thiết. Tuy nhiên, 
hiện có rất ít kết quả về hướng này cho toán tử fractional Laplace. Sự tồn tại nghiệm 
renormalized cho phương trình loại fractional Laplace có thể tham khảo (Alibaud et al., 
2010; Teng et al., 2019). 

Cho NΩ⊂   là miền trơn bị chặn. Ở bài báo này, chúng tôi nghiên cứu sự tồn tại 
nghiệm renormalized cho phương trình dạng 
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( ) ( )Lu x f x , x ,
u 0, x .

= ∈Ω


= ∈∂Ω
  (1.1) 

Trong đó, ta giả sử rằng 
( )10 f L≤ ∈ Ω   (1.2) 

Toán tử L được định nghĩa là 

( ) ( ) ( )( ) ( )L x : P.V. x y K x, y dy
Ω

φ = φ −φ∫  

với ( )sHφ∈ Ω  và nhân N NK : × →    thỏa các điều kiện sau: 

(A) K là hàm đo được, đối xứng, tức là ( ) ( ) NK x, y K y, x , x, y ,= ∀ ∈   

(B) Tồn tại 1Λ >  sao cho ( )N 2s1 Nx y K x, y , x, y .+−Λ ≤ − ≤ Λ ∀ ∈  

Ta định nghĩa ( ) {s
0T u : : uΩ = Ω→  đo được và ( ) ( ) }s

k 0T u H , k 0∈ Ω ∀ > , ở đây 

( )sH Ω  và ( )s
0H Ω  được định nghĩa ở phần sau và kT  là hàm chặt cụt được định nghĩa bởi 

( ) { }{ }k

k, t k,
T t max k,min k, t t, t k,

k, t k.

− ≤ −
= − = ≤
 ≥

 

với k 0, t .> ∈   

Định nghĩa 1.1. Ta gọi ( )s
0u T∈ Ω  là nghiệm renormalized của (1.1) nếu các điều kiện sau 

đây thỏa mãn 
(i) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ){ }h
h

x,y : u x ,u y R

lim u x u y K x, y dxdy 0,
→∞

∈Ω×Ω ∈

− =∫   

với ( ) { }{ 2
hR x, y : max x , y h 1= ∈ ≥ +  và { }(min x , y h≤  hoặc }xy 0)< ,  

(ii) Với mỗi ( ) ( )s
0H L∞ϕ∈ Ω ∩ Ω  và ( )1,S W ∞∈   với giá compact thì 

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )u x u y S u x S u y K x, y dxdy fS u dx
Ω×Ω Ω

 − ϕ − ϕ = ϕ ∫ ∫           (1.3) 

Kết quả chính của bài báo là định lí sau đây: 
Định lí 1.2. Dưới điều kiện khả tích (1.2) thì tồn tại duy nhất nghiệm renormalized không 
âm của phương trình (1.1). 

Cấu trúc của bài báo: mục 1 giới thiệu lịch sử của vấn đề, ta sẽ định nghĩa và đưa ra 
vài tính chất cơ bản của không gian fractional Sobolev cũng như các kết quả về bài toán xấp 
xỉ ở mục 2. Cuối cùng, sự tồn tại nghiệm Renormalized được chứng minh trong mục 3.  

Các hằng số C và c luôn được giả sử là số thực dương, không phụ thuộc vào các tham 
số chính và giá trị có thể thay đổi giữa các đánh giá bất đẳng thức. 
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2. Nghiệm renormalized cho phương trình nonlocal elliptic với dữ liệu 𝐋𝐋𝟏𝟏 
2.1. Không gian fractional Sobolev 

Để thuận tiện cho người đọc, ta nhắc lại định nghĩa và tính chất của không gian 
fractional Sobolev. 

Cho NΩ ⊂   là miền trơn bị chặn, ( )s 0,1∈ , không gian fractional Sobolev ( )sH Ω  

được định nghĩa bởi 

( ) ( ) [ ] ( ) ( )
1

2 2
s 2

N 2ss Ω Ω

u x u y
H Ω u L Ω : u dxdy .

x y +×

 
 − 
 = ∈ = < ∞ 
 −  

 

∫  

Không gian ( )sH Ω  là không gian Banach phản xạ với chuẩn 

( ) ( ) [ ]s 2 sH Ω L Ω
u u u .= +  

Kí hiệu ( )s
0H Ω  là bao đóng của ( )cC Ω  ∞ tương ứng với chuẩn

( )sH Ω
⋅ , nó là không gian 

con của ( )sH Ω .  Ta biết rằng chuẩn
( )sH Ω

⋅  tương đương với chuẩn [ ]s⋅  ([ ]s⋅  còn gọi là chuẩn 

Gagliardo). 
Bổ đề sau đây cho ta phép nhúng compact vào không gian Lebesgue. 

Bổ đề 2.1. ((Zhang & Zhang, 2020), p. 5) Cho NΩ⊂   là miền trơn bị chặn, ( )s 0,1∈ , sao 

cho Ns
2

< . Với ( ) ( )*1 r p : 2N / N 2s  < < = − , tồn tại ( )C C N,s, r,= Ω  sao cho 

( ) ( ) ( )r s
s

L H
u Cu , u H .

Ω Ω
≤ ∀ ∈ Ω  

Đồng nghĩa, không gian ( )sH Ω  nhúng liên tục vào ( )rL Ω . Hơn nữa, phép nhúng đó là 

compact. Nếu có thêm giả thiết ( )s
0u H∈ Ω  thì 

( ) [ ]r sL
u C u .

Ω
≤  

Khi đó, [ ]s⋅  là chuẩn trên ( )s
0H Ω  và nó tương đương với chuẩn ( )s

0H Ω . 

2.2. Sự tồn tại nghiệm renormalized 
Đặt ( )n nT f f= , ta được n0 f f≤ ≤  và nf  hội tụ mạnh về f  trong ( )1L Ω . Xét bài toán 

xấp xỉ của phương trình ( )1.1  

( ) ( )nLu x f x , x ,
u 0, x .

= ∈Ω


= ∈∂Ω
  (2.1) 

Bổ đề 2.2. Với mỗi n∈ , tồn tại duy nhất nghiệm yếu ( )s
n 0u H∈ Ω  của ( )2.1  theo nghĩa 

là với mọi hàm thử ( )s
0v H∈ Ω , ta có 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )n n nu x u y v x v y K x, y dxdy f vdx.
Ω×Ω Ω

− − =∫ ∫  

Hơn nữa, dãy { }n nu  là dãy tăng, không âm. 

Chứng minh. Với mỗi ( )s
0H Ωφ∈ , ta định nghĩa 

( ) ( ) ( ) ( )2

nΩ Ω Ω

x y K x, y
F dxdy f dx.

2×

φ − φ
φ = − φ∫ ∫  

Vì pt t  là lồi ngặt nên ta có F lồi ngặt. Hơn nữa 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2

Ω Ω

1F u F v u x u y K x, y dxdy
2 ×

− = −∫  

 ( ) ( ) ( )( )2

n nΩ Ω Ω Ω
v x v y K x, y dxdy f udx f vdx

×
− − + −∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2

nΩ Ω Ω

1 u x v x u y v y K x, y dxdy f u v dx
2 ×

≤ − − − + −∫ ∫  

[ ] ( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 2 s
0

n ns L Ω L Ω L Ω H Ω
C u v f u v C f u v≤ − + − ≤ + −  

Vậy F  liên tục. 
Khi đó, với mỗi ( )s

0u H Ω∈  với [ ]su 1≥ , theo giả thiết (B) và Bổ đề 2.1 ta có đánh giá 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 s s
0 0

22
n 1 2L Ω L Ω H Ω H ΩΩ Ω

1F u u x u y K x, y dxdy f u C u C u ,
2 ×

≥ − − ⋅ ≥ −∫  

dẫn đến F  cưỡng bức trên ( )s
0H Ω . Vậy tồn tại phần tử cực tiểu duy nhất nu  của F .  

Với ( )s
0v H Ω∈ , ta có 

( )n
t 0

d0 F u tv
dt =

= +  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )2

n nΩ Ω
t 0

1 d u x u y t v x v y K x, y dxdy
2 dt×

=

= − + −∫  

( ) ( ) ( )( )( )n nΩ Ω
t 0

d f x u x tv x dx
dt×

=

− +∫  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )n n nΩ Ω Ω Ω 
u x u y v x v y K x, y dxdy f vdx.

× ×
= − − −∫ ∫   

Vậy nu  là nghiệm yếu của ( )2.1 . 

Vì f 0≥  và ( )n nf T f=  là dãy tăng, ta có { }n nu  là dãy tăng, không âm (nguyên lí so sánh, 

có thể xem trong (Leonori, et al., 2015)).  
Gọi u : Ω →  là hàm đo được, để thuận tiện cho trình bày, ta kí hiệu 

( ) ( ) ( ) { } ( ){ } { } ( ){ }n n nU x, y u x u y , u t x Ω : u x t , u t x Ω : u x t ,= − > = ∈ > ≤ = ∈ ≤  
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và kí hiệu E  là độ đo Lebesgue của tập đo được E  và ( )dυ K x, y dxdy.=  

Bổ đề 2.3. Tồn tại ( )s
0u∈ Ω  sao cho nu u→  theo độ đo và nu u→  hầu khắp nơi trên Ω  

khi n →∞ . 
Chứng minh. Lấy ( )k nT u  là hàm thử trong ( )3.1 , với ( )1

n0 f f L Ω≤ ≤ ∈ , ta có 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )n k n k n n k n nΩ Ω Ω Ω
U x, y T u x T u y dυ f T u dx k f dx Ck

×
− = ≤ ≤  ∫ ∫ ∫  (2.2) 

với hằng số C  độc lập với k  và n . 

Để ý rằng ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )2
k n k n n k n k nT u x T u y U x, y T u x T u y− ≤ −        nên từ ( )2.2  ta 

có đánh giá 

( )( ) ( )( ) 2
k n k nΩ Ω

T u x T u y dυ Ck.
×

− ≤  ∫   (2.3) 

Khi đó dãy ( ){ }k n n
T u  bị chặn trong ( )s

0H Ω , ta suy ra ( )k nT u v  hội tụ yếu trong ( )s
0H Ω  

khi n .→∞  

Theo Bổ đề 2.1, ( )s
0H Ω ↪ ( )2L Ω  là phép nhúng compact nên ( )k nT u  hội tụ mạnh về v  

trong ( )2L Ω . Suy ra ( ){ }k n n
T u  có dãy con hội tụ hầu khắp nơi về v  trên Ω . 

Từ ( )2.3 , với mỗi k 1≥ , ta có: 

( )( ) ( )( )
2

k n k n
1Ω Ω
2

T u x T u y
dυ C,

k
×

−
≤∫  

kết hợp với Bổ đề 2.1, ta có 

( ) ( )2

1
22

k n L Ωk T u C,
−

≤  

với hằng số C  độc lập với k  và n . Khi đó 

{ } ( ){ }
( ){ } ( ){ }

( )
k n k n

2
k n

n k n T u k T u k

T u
u k T u k dx dx

k= =
≥ = = = =∫ ∫  

( ) ( ) ( )2

2 1
2k n 1 12

k n L ΩΩ

T u
dx k k T u Ck ,

k
−− −≤ = ≤∫  

dẫn đến 

{ }nk n
lim limsup u k 0.
→∞ →∞

≥ =   (2.4) 

Với mỗi t 0> , ta có 

{ } { } { } ( ) ( ){ }n m n m k n k mu u t u k u k T u T u t .− > ≤ > + > + − >                         (2.5) 

Chú ý rằng 
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( ) ( ){ } ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

k n k m

2
2k n k m

k n k m k n k m2 L ΩT u T u t

T u T u 1T u T u t dx T u T u .
t t− >

−
− > ≤ ≤ −∫

Kết hợp với ( ){ }k n n
T u  là dãy Cauchy trong ( )2L Ω  nên 

( ) ( ){ }k n k mm,n
lim T u T u t 0. 

→∞
− > =   (2.6) 

Từ ( )2.4 , ( )2.5 , ( )2.6  ta được 

{ }n mm,n
lim u u t 0,

→∞
− > =  

điều này dẫn đến nu u→  theo độ đo và nu u→  h.k.n trên Ω , n →∞ . 

Từ nu u→  h.k.n trên Ω , suy ra ( ) ( )k n kT u T u→  h.k.n trên Ω , mà ( )k nT u v→  

h.k.n trên Ω  nên ( ) ( )s
k 0v T u H Ω= ∈  h.k.n trên Ω  hay ( )s

0u Ω∈  và ( ) ( )k n kT u T u→  

mạnh trong ( )2L Ω . Theo Bổ đề 2.2 ta có { }n nu  là dãy tăng nên nu u≤  h.k.n trên Ω . ∎ 

Bổ đề 2.4. Với mỗi k 0> , ( )k nT u  hội tụ mạnh về ( )kT u  trong không gian ( )s
0H Ω  khi n →∞

Chứng minh. Lấy ( ) ( )k n kT u T u−  là hàm thử trong ( )2.1 , ta có: 

( ) ( )( ) ( )( )) ( )( ) ( )( )( )n k n k k n kΩ Ω 
U x, y (T u x T u x T u y T u y ]dυ

×
− − −∫  

( ) ( ) ( )( )n k n kΩ
T f T u T u dx.= −∫   (2.7) 

Ta kí hiệu 

( ) ( )( ) ( )( )1,n n k n k nΩ Ω 
I U x, y T u x T u y dυ

×
= −  ∫  

và 

( ) ( )( ) ( )( )2,n n k kΩ Ω 
I U x, y T u x T u y dυ.

×
= −  ∫  

Từ ( )2.7  ta có 

( ) ( )( ) ( )( )1,n 2,n n k n kΩ
I I T f T u x T u x dx. = + −  ∫  (2.8) 

Ta kí hiệu ( ) ( )( ) ( )( )n,k k n k nT x, y T u x T u y= − . Khi đó: 

( ) ( ) ( ) ( ) 2
1,n n n,k n,k n,kΩ Ω Ω Ω

I U x, y T x, y T x, y dυ T x, y dυ,
× ×
   = − +   ∫ ∫  

và 

( ) ( )( ) ( )( )2,n n k k 1 2Ω Ω
I U x, y T u x T u y dυ J J

×
= − = +  ∫  

trong đó 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 n n,k k kΩ Ω
J U x, y T x, y T u x T u y dυ,

×
 = − −   ∫  

( ) ( )( ) ( )( )2 n,k k kΩ Ω
J T x, y T u x T u y dυ.

×
= −  ∫  
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Đánh giá 2J : 

( )( ) ( )( ) ( )( )( )
1 1

2 22 2
2 n,k k kΩ Ω Ω Ω

J  T x, y dυ T u x T u y dυ
× ×

≤ −∫ ∫  

( )( ) ( )( ) ( )( )( )2 2
n,k k kΩ Ω Ω Ω

1 1 T x, y dυ T u x T u y dυ .
2 2× ×

≤ + −∫ ∫  

Vậy từ ( )2.8  ta có: 

( )( ) ( )( ) ( )( )( )2 2
1,n n,k k k 1Ω Ω Ω Ω

1 1I  T x, y dυ T u x T u y dυ J
2 2× ×

≤ + − +∫ ∫  

      ( ) ( ) ( )n k n kΩ
T f T u T u dx.+ −  ∫  

Kết hợp với định nghĩa của 1,nI  ta được: 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )n n,k k n k k n kΩ Ω
U x, y T x, y T u x T u x T u y T u y dυ

×
 − − − +   ∫  

( ) 2
n,kΩ Ω

1 T x, y dυ
2 ×

+ ∫  

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2
k k n k n kΩ Ω Ω

1 T u x T u y dυ T f T u T u dx.
2 ×

≤ − + −  ∫ ∫  

Bằng việc chia 1 2 3 4Ω Ω A A A A× = ∪ ∪ ∪  trong đó  

( ) ( ) ( ){ }1 n nA x, y Ω Ω : u x k,u y k ,= ∈ × ≤ ≤  

( ) ( ) ( ){ }2 n nA x, y Ω Ω : u x k,u y k ,= ∈ × ≥ ≥  

( ) ( ) ( ){ }3 n nA x, y Ω Ω : u x k,u y k ,= ∈ × ≤ ≥  

( ) ( ) ( ){ }4 n nA x, y Ω Ω : u x k,u y k .= ∈ × ≥ ≤  
Ta dễ dàng chứng minh được: 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )n n,k k n k k n kU x, y T x, y T u x T u x T u y T u y 0 − − − + ≥     

trên từng tập hợp 1 2 3 4A ,  A ,  A , A . Do đó: 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )n n,k k n k k n kΩ Ω
U x, y T x, y T u x T u x T u y T u y dυ 0.

×
 − − − + ≥   ∫  

Suy ra: 

( ) 2
n,kΩ Ω

1 T x, y dυ
2 ×∫  

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2
k k n k n kΩ Ω Ω

1 T u x T u y dν T f T u T u dx.
2 ×

≤ − + −  ∫ ∫  (2.9) 
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Do ( ) ( )k n kn
lim T u T u
→∞

=  trong ( )2L Ω  nên có một dãy con mà ta vẫn kí hiệu là ( ){ }k n k
T u  

hội tụ hầu khắp nơi về ( )kT u . Mà ( ) ( ) ( )n k n kT f T u T u 2kf − ≤   nên nhờ định lí hội tụ bị 

chặn ta có  

( ) ( ) ( )n k n kΩn
lim T f T u T u dx 0
→∞

− =  ∫ . 

Nhớ rằng ( ) ( )( ) ( )( )n,k k n k nT x, y T u x T u y .= −  Áp dụng bổ đề Fatou và ( )2.9 , ta có: 

( )( ) ( )( ) ( ) 22
k k n,kΩ Ω Ω Ω n  

T u x T u y dυ liminf T x, y dυ
× × →∞

− =∫ ∫  

( ) ( )2 2
n,k n,kΩ Ω Ω Ωn n

liminf  T x, y dυ  limsup  T x, y dυ
× ×→∞ →∞

≤ ≤∫ ∫  

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )2
k k n k n kΩ Ω Ωn

 limsup T u x T u y dυ 2 T f T u T u dx
×→∞

≤ − + −  ∫ ∫  

( )( ) ( )( ) 2
k kΩ Ω

T u x T u y dυ.
×

≤ −∫  

Suy ra 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2
k n k n k kΩ Ω Ω Ωn

lim T u x T u y dυ T u x T u y dυ .
× ×→∞

− = −∫ ∫  

Để ý rằng: 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
2

k n k n k kT u x T u y T u x T u y− − −        

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )2 2
k n k n k k2 T u x T u y T u x T u y .≤ − + −  

Tiếp tục áp dụng bổ đề Fatou, ta có: 

( )( ) ( )( ) 2
k kΩ Ω

T u x T u y dυ
×

−∫  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2
k n k n k kΩ Ω n

1 liminf  T u x T u y T u x T u y
2× →∞

= − + −
∫  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
2

k n k n k kT u x T u y T u x T u y  dυ− − − −       
 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2
k n k n k kΩ Ωn

1liminf T u x T u y T u x T u y
2×→∞
≤ − + −
∫  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
2

k n k n k kT u x T u y T u x T u y dυ− − − −       
 

( )( ) ( )( ) 2
k kΩ Ω

T u x T u y dυ
×

= −∫  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
2

k n k n k kΩ Ωn
limsup T u x T u y T u x T u y dυ.

×→∞
− − − −      ∫  

Suy ra ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
2

k n k n k kΩ Ωn
limsup T u x T u y T u x T u y dυ 0,

×→∞
− − − ≤      ∫  
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Vậy ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
2

k n k n k kΩ Ωn
lim T u x T u y T u x T u y dυ 0

×→∞
− − − =      ∫ , hay 

( ) ( )k n k sn
lim T u T u 0.
→∞

− =    

Do [ ]s⋅  là chuẩn trong ( )s
0H Ω  nên ta có: ( ) ( )k n kT u T u→  mạnh trong ( )s

0H Ω . ∎ 

3. Kết luận 
Bây giờ, chúng tôi sẽ chứng minh sự tồn tại và duy nhất nghiệm renormalized không 

âm cho trường hợp tổng quát cho phương trình fractional Laplace.  
Định lí 3.1. Hàm số u  có được trong Bổ đề 2.3 là nghiệm renormalized duy nhất của phương 
trình (1.1). 
Chứng minh.  

(i) Chứng minh sự tồn tại của nghiệm renormalized. Ta chia phần chứng minh này thành 
2 bước. 

Bước 1. Ta chứng minh rằng  

( ) ( ) ( )( ){ } ( ) ( )
hx,y Ω Ω: u x ,u y Rh

lim u x u y dυ 0.
∈ × ∈→∞

− =∫  

Với mỗi h 0> , ta kí hiệu ( ) ( )h hG t t T t= − . Dễ dàng có được ( )( )1 h nT G u 1≤  trên Ω  và 

( )( )1 h nT G u 0=  trên { }nu h≤ . Lấy ( )( )1 h nT G u  là hàm thử trong ( )2.1 , ta có 

( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )n 1 h n 1 h n n 1 h nΩ Ω Ω
U x, y T G u x T G u y dυ f T G u dx

×
 − = ∫ ∫  

{ }
( )( )

{ }
( )( )

n n
n 1 h n n 1 h nu h u h

f T G u dx f T G u dx
≤ >

= +∫ ∫

{ }
( )( )

{ } { }n n n
n 1 h n nu h u h u h

f T G u dx f dx fdx.
> > >

= ≤ ≤∫ ∫ ∫  

Nếu ( ) ( )( )n n hu x ,u y R∈  thì 

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( )n n n 1 h n 1 h nu x u y U x, y T G u x T G u y . − ≤ −   

Khi đó 

( ) ( )( ){ } ( ) ( )
{ }n n h n

n nu x ,u y R u h
u x u y dυ fdx.

∈ >
− ≤∫ ∫  ( )3.1  

Theo bổ đề Fatou, ta có 

( ) ( ) ( ) ( )( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }h n n hn nu x ,u y R u x ,u y RΩ Ω Ω Ω n
u x u y χ dυ liminf u x u y χ dυ

∈ ∈× × →∞
− = −∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )( ){ } { }n n h n
n n u x ,u y RΩ Ω u hn n

liminf u x u y χ dυ liminf fdx.
∈× >→∞ →∞

≤ − ≤∫ ∫  

Với ( )10 f L Ω≤ ∈  và ( )2.4  ta thu được 

( ) ( ) ( ) ( )( ){ } { }h nu x ,u y RΩ Ω u hh h n
lim u x u y χ dυ lim lim fdx 0.

∈× >→∞ →∞ →∞
− ≤ =∫ ∫  
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Bước 2. Với mỗi ( ) ( )s
0φ H Ω L Ω∞∈ ∩  và ( )1,S W ∞∈   với giá compact, ta chứng 

minh u  thỏa ( )1.4 . Lấy ( )nS u φ  như là hàm thử trong ( )2.1 , ta có: 

 ( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )n n n n nΩ Ω Ω
U x, y S u φ x S u φ y dυ f S u φdx. 

×
 − = ∫ ∫  ( )3.2  

Chú ý rằng 

( ) ( )( )( ) ( )( )( )n n nΩ Ω
U x, y S u φ x S u φ y dυ

×
 − ∫  

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
n n nΩ Ω

n n
n 1 2Ω Ω

φ x φ y
U x, y S u x S u y dυ

2
S u x S u y

U x, y φ x φ y dυ:=I I .
2

×

×

+
= − ⋅  

+
+ − ⋅ +  

∫

∫
 

Vì S  có giá compact nên supp S bị chặn, giả sử rằng [ ]supp S M,M⊂ − . Ta định 

nghĩa các tập con của Ω Ω×  như sau: 
( ) ( ) ( ){ }1,n n nB x, y Ω Ω : u x M,u y M ,= ∈ × ≥ ≥  

( ) ( ) ( ){ }2,n n nB x, y Ω Ω : u x M,u y M ,= ∈ × ≤ ≤  

( ) ( ) ( ){ }3,n n nB x, y Ω Ω : M u x M 1,u y M ,= ∈ × ≤ ≤ + ≤  

( ) ( ) ( ){ }4,n n nB x, y Ω Ω : u x M 1,u y M ,= ∈ × ≥ + ≤  

( ) ( ) ( ){ }5,n n nB x, y Ω Ω : u x M,M u y M 1 ,= ∈ × ≤ ≤ ≤ +  

( ) ( ) ( ){ }6,n n nB x, y Ω Ω : u x M,u y M 1 .= ∈ × ≤ ≥ +  

Đầu tiên, ta sẽ đánh giá 1I . Kí hiệu 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )n n n n
φ x φ y

G x, y U x, y S u x S u y .K x, y ,
2
+

= − ⋅    

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )φ x φ y
G x, y U x, y S u x S u y .K x, y

2
+

= − ⋅    

(ở đây ( ) ( ) ( )U x, y u x u y= − ). 

(1) Trên 1,nB , ( )( ) ( )( )n nS u x S u y 0= = . Khi đó ( )nG x, y 0= . 

(2) Trên 2,nB , ( )( ) ( )M n nT u x u x=  và ( )( ) ( )M n nT u y u y= . Khi đó 

( ) ( )( ) ( )( )n n nU x, y S u x S u y−    

( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )M n M n M n M nT u x T u y S  T u x S  T u y . = − ⋅ −      

Chú ý rằng theo định lí giá trị trung bình, ta có 

( )( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )M n M n M n M nS T u x S T u y S' Ψ T u x T u y− = −    

với Ψ  nằm giữa ( )( )M nT u x  và ( )( )M nT u y . Từ đây ta chứng minh được: 
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( )( )( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )
2,nM n M n B

n

φ x φ y
S T u x S T u y . K x, y  χ

2
+ 

 −  
 

 

bị chặn trong ( )2L Ω Ω× . Thật vậy, 

( )( )( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )
2,n

2

M n M n BΩ Ω

φ x φ y
A S T u x S T u y K x, y  χ dxdy

2×

+
 = − ∫  

( )( )( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )
2,n

2
2

M n M nB

φ x φ y
S T u x S T u y K x, y dxdy.

2
+ 

 = −   
 

∫  

Vì ( ) ( ) ( ) 2
φ x φ y

φ L Ω  nên 
2

∞ + 
∈  

 
 bị chặn. Vậy  

( )( )( ) ( )( )( )

( ) ( )( ) ( )( )
2,n

2,n

2

M n M nB

2

M n M nB

A C S T u x S T u y dυ

C S Ψ T u x T u y dυ.′

 ≤ − 

 ≤ −   

∫

∫
 

Do 1, S W  ∞∈ nên ta có 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )s
02,n

2
M n M n M n H ΩB

 A C T u x T u y dυ CT u .≤ − ≤  ∫  

Vì ( ) ( ) ( )s
M n M 0T u T u  trong H Ω→  dãy ( ) ( ){ }s

0M n H Ω n
T u  bị chặn.  

Vậy ( )( )( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )
2,n

2

M n M n BΩ Ω

φ x φ y
S T u x S T u y K x, y  χ dxdy C.

2×

+
 − ≤ ∫  

Mặt khác, từ Bổ đề 2.4 ta có 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )M n M n M Mn
lim T u x T u y . K x, y  T u x T u y K x, y  
→∞

− = −        

trong ( )2 L Ω Ω×  

Như vậy, ta có: 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
2,n 2,n

n n n nB B

φ x φ y
G x, y dxdy U x, y S u x S u y K x, y dxdy

2
+

= −  ∫ ∫  

 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
2,nM n M n n n BΩ Ω

φ x φ y
T u x T u y . S u x S u y .χ  K x, y dxdy

2×

+
= − −      ∫  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ){ }M M u x M,u y MΩ Ω

φ x φ y
 T u x T u y S u x S u y  χ dυ.

2 ≤ ≤×

+
→ − −      ∫  
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(3) Trên ( ) ( ) ( ){ }3,n nB x, y Ω Ω : M u x M 1,u y M= ∈ × ≤ ≤ + ≤ . Tương tự như (2) ta 

chứng minh được ( )
( ) ( ){ }

( )
3,n n

nB M u x M 1,u y Mn
lim G x, y dxdy G x, y dxdy.

≤ ≤ + ≤→∞
=∫ ∫  

(4) Trên 4,nB  ta có  

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ } ( )n n n n n nmax u x , u y u x M 1 và min u x ,u y u y M= ≥ + = ≤  

nên ( ) ( )( )n n Mu x ,u y R∈ . Theo (3.1) ta có ( ) ( )
4,n

n nBM n
lim lim u x u y dυ 0
→∞ →∞

− =∫ . 

Do đó ta có ( )
4,n

nBM n
lim lim G x, y dxdy 0.
→∞ →∞

=∫   

Dễ thấy rằng 

( ) ( ) ( ) ( )
3,n 5,n 4,n 6,n

n n n nB B B B
G x, y dxdy G x, y dxdy và G x, y dxdy G x, y dxdy,= =∫ ∫ ∫ ∫  

nên ta có: 

( ) ( )
1,n 2,n 3,n 4,n

1 n nΩ Ω B B B B
I G x, y dxdy 2 2  G x, y dxdy.

×

 = = + + + 
 ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

Từ (1), (2), (3) và (4), ta có 
 

( ) ( ){ }
( )

( ) ( ){ }
( )1 1 u x M,u y M M u x M 1,u y Mn M n M M

lim I lim lim I lim G x, y dxdy 2 lim G x, y dxdy
≤ ≤ ≤ ≤ + ≤→∞ →∞ →∞ →∞ →∞

= = +∫ ∫  

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
Ω Ω Ω Ω

φ x φ y
G x, y dxdy U x, y S u x S u y .K x, y dxdy.

2× ×

+
= = − ⋅  ∫ ∫  

Hoàn toàn tương tự, ta cũng chứng minh được 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
2 Ω Ωn

S u x S u y
lim I U x, y φ x φ y . dυ.

2×→∞

+
= −∫  

Từ ( )2.11  ta có ( ) ( )1 2 n nΩ
I I T f S u φdx.+ = ∫  Do đó 

( ) ( ) ( )1 2 n nΩn n
lim I I lim T f S u φdx 
→∞ →∞

+ = ∫  

Mà ( ) ( ) ( )n nΩ Ωn
lim T f S u φdx fS u φdx.
→∞

=∫ ∫  Vậy 

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )
Ω Ω Ω

u x u y S u φ x S u φ y dν fS u φdx.
×

 − − = ∫ ∫  

Ta hoàn tất Bước 2, nghĩa là đã chứng minh được u  là nghiệm renormalized cho phương 
trình (1.1). 

(ii) Chứng minh sự duy nhất của nghiệm renormalized 
Đầu tiên, ta xác định một hàm thử thích hợp Sσ, σ > 0 như sau 
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( )2

r , r ,

1 1S (r) r 1 , r 1,
2 2

1 , r 1
2

σ


 < σ

   = σ + σ+ σ ≤ ± ≤ σ+    
  ± σ+ ± > σ+  

 

   (3.3) 

Bởi (Abdellaoui, et al., 2019) ta có 
1, r ,

S (r) 1 r , r 1,

0, r 1
σ

 < σ


′ = σ + − σ ≤ ≤ σ+
 > σ+

 

Hơn nữa ( )' 1,
σS W ∞∈  , [ ]'

σsupp S σ 1,σ 1⊂ − − +  và ( ) ( )( ) ( ) ( )s
k σ σ 0T S u S v H Ω L Ω∞− ∈ ∩ . 

Gọi u , v  là hai nghiệm renormalized của phương trình ( )1.1 . Trong điều kiện ( )1.4 , ta 

lấy S Sσ′=  ta có 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )' '
σ σ

Ω Ω

S u x S u y
U x, y φ x φ y dυ

2×

+
− ⋅  ∫  

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )' ' '
σ σ σΩ Ω Ω

φ x φ y
U x, y S u x S u y dυ fS u φdx

2×

+
 + − ⋅ = ∫ ∫  

và 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )' '
σ σ

Ω Ω

S v x S v y
V x, y φ x φ y dυ

2×

+
− ⋅  ∫  

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
Ω Ω Ω

φ x φ y
V x, y S v x S v y dυ f S v φdx,

2σ σ σ×

+
′ ′ ′+ − ⋅ =  ∫ ∫  

ở đây, ( ) ( ) ( )V x, y v x v y= − . Với mọi k 0>  cố định,vì 

( ) ( )( ) ( ) ( )s
k σ σ 0T S u S v H Ω L Ω∞− ∈ ∩  nên ta lấy ( ) ( )( )k σ σφ T S u S v= −  là hàm thử trong 

cả hai đẳng thức trên. Đặt 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
' ' ' '
σ σ σ σ

1 Ω Ω

S u x S u y S v x S v y
J U x, y V x, y

2 2×

 + +
= − 

 
∫  

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )k σ σ k σ σT S u S v x T S u S v y dυ, ⋅ − − −   

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )' ' ' '
2 σ σ σ σΩ Ω

J U x, y S u x S u y V x, y S v x S v y .
×
 = − − − ∫  

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )k σ σ k σ σT S u S v x T S u S v y
. dυ,

2
− + −

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )' '
3 σ σ k σ σΩ

J f S u S v T S u S v dx.= − −∫  
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Khi đó 

1 2 3.J J J+ =   (3.4) 
Ta đánh giá 1J , 2J  và 3J . Ta viết 

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )1 k σ σ k σ σΩ Ω
J U x, y V x, y T S u S v x T S u S v y dυ

×
 = − ⋅ − − −    ∫  

( )( ) ( )( ) ( )
' '
σ σ

Ω Ω

S u x S u y
1 U x, y

2×

 +
+ −  

 
∫  

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )k σ σ k σ σT S u S v x T S u S v y dυ ⋅ − − −   

( )( ) ( )( ) ( )
' '
σ σ

Ω Ω

S u x S u y
1 V x, y

2×

 +
+ −  

 
∫  

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )k σ σ k σ σT S u S v x T S u S v y dυ ⋅ − − −   

       1,1 1,2 1,3J J J .= + +  
Xét σ k≥ , ta có: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )k k1,1 u , v
2 2

J U x, y V x, y u x v x u y v y dυ. 3.5 ≤ ≤ 
 

 ≥ − ⋅ − − − ∫

Vì ( )'
σS r 1=  khi σ  đủ lớn nên theo định lí hội tụ bị chặn Lebesgue, ta có được 1,2J , 1,3J 0→  

khi σ →+∞ . Hơn nữa 

( ) ( )( ){ } ( ) ( )
( ) ( )( ){ } ( ) ( )

σ σ
2 u x ,u y R v x ,v y R

J C u x u y dυ v x v y dυ .
∈ ∈

 ≤ − + − 
 ∫ ∫  

Từ Định nghĩa 1.1 ta có 

( )1,2 1,3 2σ
lim J J J 0.
→+∞

+ + =  

Chú ý rằng ( ) ( )( )' '
σ σf S u S v 0− →  mạnh trong ( )1L Ω , khi σ →+∞ , suy ra 

3σ
lim J 0.
→+∞

=  

Do đó, trong ( )3.4  cho σ →+∞ , kết hợp với đánh giá ( )3.5 , ta có 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )k ku , v ,
2 2

U x, y V x, y u x v x u y v y dυ 0, ≤ ≤ 
 

 − ⋅ − − − = ∫  

suy ra u v=  h.k.n trên tập k ku , v
2 2

 ≤ ≤ 
 

. Vì k là tùy ý nên u v= h.k.n trênΩ . Chứng 

minh hoàn tất. 
  
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 Tuyên bố về quyền lợi: Các tác giả xác nhận hoàn toàn không có xung đột về quyền lợi. 
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ABSTRACT 
 Our purpose is to investigate the existence and the uniqueness of the non-negative 
renormalized solution for the nonlocal elliptic equation – which is the generalized case of the 
fractional Laplace equation, with the data in 𝐿𝐿1. The technique we apply in this paper is 
approximation methods, including two steps: proving the existence of a weak solution for the 
nonlocal elliptic equation with the truncated data 𝑇𝑇𝑛𝑛(𝑓𝑓), instead of  𝑓𝑓 (the truncated method); 
approximating the weak solution to get the renormalized solution. Moreover, we also use the Young 
measure technique, the integral by part formula, and the method related to the nonlocal operator 
and Sobolev’s spaces with non-integer order.   

Keywords: existence; nonlocal elliptic equation; renormalized solutions; uniqueness 
 


