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ABSTRACT 

Lí thuyết Viability là một lí thuyết toán học liên quan đến các mô hình phát sinh trong sinh 
học, kinh tế học, khoa học nhận thức, lí thuyết trò chơi và các lĩnh vực tương tự, cũng như trong các 
hệ phi tuyến của lí thuyết điều khiển. Lí thuyết này đã được nghiên cứu bởi nhiều tác giả bằng những 
phương pháp và kĩ thuật khác nhau và vẫn là một trong những hướng nghiên cứu tích cực của phương 
trình vi phân. Tính chất viable có chứa yếu tố ngẫu nhiên đã được khám phá đầu tiên bởi Aubin và 
Da Prato (Aubin & Da Prato, 1990). Trong bài báo này, chúng tôi đưa ra một điều kiện cần cho tính 
viable của một phương trình vi phân hàm ngẫu nhiên impulsive liên kết với chuyển động Brown phân 

thứ với tham số Hurst 1 1
2
< <H  

 Từ khóa: chuyển động Brown phân thứ; phương trình vi phân ngẫu nhiên; tính viable 
 

1. Giới thiệu 
Bài báo này nghiên cứu kết quả viability cho một phương trình vi phân ngẫu nhiên 

impulsive liên kết với chuyển động Brown phân thứ. Chính xác hơn, mục đích của chúng tôi 
là khảo sát phương trình vi phân có dạng 

( ) ( )( ) ( ) ( ) [ ] { }

( ) ( ) ( ) { }
( )

1 2

0

, , 0, \ , ,..., ,

, 1, 2, ,..., ,

0

H
m

k k k k

du t f t u t dt g t dB t t T t t t

u t u t I u t k m

u u

+ − −

 = + ∈
  − = ∈  


=

 (1.1) 

trong đó 
• m∈  và 1 20 ... mt t t T< < < < < , 
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• kI  là một hàm impulse cho biết bước nhảy của nghiệm tại thời điểm kt  với 

{ }1,2, ,...,k m∈ , 

• ( ){ }: 0H HB B t t= ≥  là một chuyển động Brown phân thứ giá trị thực với tham số 

Hurst 1
2

H >  trên không gian  xác suất ( ), ,F PΩ  tương thích với lọc { }: 0tF t ≥ , 

• 0 : nu Ω→  với n∈ , 

• f  là toán tử và g  là một quá trình ngẫu nhiên.  

Một tập con nK ⊂   với 0u K∈  được gọi là viable với bài toán (1.1) nếu tồn tại một 

nghiệm mild u của (1.1) sao cho ( )∈u t K  với mọi [ ]0,∈t T . Định lí 2.6, là kết quả chính 

của chúng tôi, cung cấp điều kiện cần cho tính viable. 
Kết quả đầu tiên về hướng này được xây dựng bởi Aubin và Da Prato trong (Aubin & 

Da Prato, 1990) (xem thêm (Ahmed, 2011; Gautier & Thibault, 1993). Trong đó, các tác giả 
đã rút ra một đặc trưng về tính viability của bài toán (1.1) trong trường hợp chuyển động 

Brownian, tức là 1
2

H = , và ( )( ) ( )( ),f t u t F u t= . Sau đó (Buckdahn et al., 2002) đã xây 

dựng điều kiện cần và đủ cho tính viablity của phương trình vi phân ngẫu nhiên dạng 

forward-backward. Đây có thể xem là các trường hợp đặc biệt của bài toán (1.1) khi 1
2

H = . 

Mở rộng cho trường hợp 1 1
2

H< <  có thể tìm thấy trong (Ciotir & Rascanu, 2009; Xu & 

Luo, 2019; Xu, 2019). 
Chúng tôi lưu ý rằng yếu tố impulsive không xuất hiện trong bất cứ nghiên cứu nào 

trước đây. Cấu trúc của bài báo như sau: Trong mục 2, chúng tôi giới thiệu một số kiến thức 
chuẩn bị và kết quả chính của bài báo. Trong mục 3, chúng tôi đưa ra một số hệ quả trực tiếp 
từ các giả thiết trong kết quả chính. Những kết quả này mở đường cho chứng minh của kết 
quả chính. 
2. Kiến thức chuẩn bị và các kết quả chính 

Trong phần này, chúng ta sẽ xem xét kĩ hơn các kiến thức cơ bản để chứng minh định 
lí chính – Định lí 2.6. Đặc biệt, chúng tôi sẽ giới thiệu các kí hiệu và không gian hàm thích 
hợp trong Tiểu mục 2.1. Sau đó, chúng tôi trình bày một tích phân pathwise đối với chuyển 
động Brown phân thứ trong Tiểu mục 2.2. Cuối cùng, chúng tôi giới thiệu kết quả chính 
trong Tiểu mục 2.3. 
2.1. Không gian hàm 

Chúng tôi giới thiệu các kí hiệu sau: Cho một tập hợp nE ⊂  , ta kí hiệu cE  là \n E  
và 1E  là hàm đặc trưng của hàm trên E . Các hằng số C  và c  luôn được giả sử là dương và 
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không phụ thuộc vào các tham số chính. Hơn nữa, giá trị của chúng có thể thay đổi từ dòng 
này sang dòng khác. Chúng tôi thường sử dụng bất đẳng thức ( )te C t ηη− −≤  với mọi 0t ≥  

và 0η > . 

Cho không gian xác suất đầy đủ ( ), ,F PΩ  với lọc { }: 0tF t ≥ . Cho ( ]0,1γ ∈  và 

[ ], na b ⊂  . Ta định nghĩa 

[ ]( ) [ ]( ) [ ]{ }; ,
, ; : , ; := ∈ < ∞ 

n n
a b

C a b C a bγ
γ

φ φ , 

trong đó 

[ ] [ ]
( ) ( ) ( )

; ,
, ,

: sup sup
a b

t a b a s t b

t s
t

t s γγ

φ φ
φ φ

∈ ≤ ≤

−
= +

−
. 

Cho 10
2

α< < . Ta gọi ( ),1 , ; nW a bα


 là không gian tất cả các hàm đo được

[ ]: , nf a b →  sao cho 

[ ]
( )

( )
( ) ( )
( )

,1 1; ,
:

b b s

W a b a a a

f s f s f
f ds d ds

s a s
α α α

λ
λ

λ +

−
= + < ∞

− −∫ ∫ ∫ . 

Từ đây về sau, chúng tôi sử dụng ⋅  để kí hiệu cho chuẩn Euclide trên n
 . 

Cho phân hoạch 

0 1 2 1... m mt a t t t b t +≡ < < < < < ≡ , 

Ta định nghĩa [ ]( ), ; nPC a b 
 là không gian tất cả các hàm [ ]: , na bϕ →  liên tục tại 

{ }
1

m

j j
t t

=
∉  sao cho ( )jtϕ +  và ( )jtϕ −  là hữu hạn và ( ) ( )j jt tϕ ϕ+ −=  với mỗi { }1,2,...,j m∈ . Ta 

có [ ]( ), ; nPC a b 
 là không gian Banach với chuẩn 

( ) [ ]{ }: sup : ,
PC

t t a bϕ ϕ= ∈ . 

Trong phần tiếp theo, chúng tôi cũng sử dụng không gian [ ]( ), ; nPC a bγ


 định nghĩa 

bởi 

[ ]( ) [ ]( ) [ ] { }{ },
, ; : , ; : 0,1,...,= ∈ < ∞ ∀ ∈ 

n n
j

PC a b PC a b j mγ
γ

ϕ ϕ , 

trong đó 

 [ ] ( ) ( ) { }
1

,
: sup , 1,2,...,

j j
j

t s t t

t s
j m

t s γγ

ϕ ϕ
ϕ

+< < <

−
= ∈

−
, 

và 
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[ ] ( ) ( )
0 1

,0
: sup

t s t t

t s

t s γγ

ϕ ϕ
ϕ

< < <

−
=

−
. 

Ta có [ ]( ), ; nPC a b 
 không gian Banach với chuẩn 

[ ] [ ]; , ,0
: max

a b PC jj mγ γ
ϕ ϕ ϕ

≤ ≤
= + . 

Các chuẩn tương đương trên [ ]( )0, ; nPC Tγ


 sau đây cũng rất hữu dụng. Cho 0λ ≥ , 

ta đặt 

[ ] [ ]
( ) [ ]; ; , ; ,0,

: sup maxt
a b jj mt a b

e tλ
γ λ γ λ

φ φ ϕ−

≤ ≤∈
= +  

với mỗi [ ]( )0, ; nPC Tγφ ∈ 
, trong đó 

[ ] ( ) ( ) { }
1

; ,
: sup , 1,2,...,

j j

t
j

t s t t

t s
e j m

t s
λ

γγ λ

ϕ ϕ
ϕ

+

−

< < <

−
= ∈

−
 

và 

[ ] ( ) ( )
0 1

; ,0
: sup t

t s t t

t s
e

t s
λ

γγ λ

ϕ ϕ
ϕ −

< < <

−
=

−
. 

Ta đặt 

[ ] [ ];0; , ; ,a b a bγ γ
⋅ = ⋅  

Ta có phép nhúng liên tục 

[ ]( ) [ ]( )1 2, ; , ;⊂ 

n nPC a b PC a bγ γ  

với 1 2γ γ≥ . Đặc biệt, 

[ ]( ) [ ]( )1 , ; , ;− ⊂ 

n nPC a b PC a bα α  

với 10
2

α< < . 

2.2. Tích hợp ngẫu nhiên pathwise sinh bởi chuyển động Brown phân thứ 
Một chuyển động Brown phân thứ (fBM) với tham số Hurst ( )0,1H ∈  định nghĩa trên 

không gian xác suất ( ), ,F PΩ  là một quá trình Gauss liên tục [ ]{ }: 0,H H
tB B t T= ∈  với hàm 

hiệp phương sai 

( ) ( ) ( )22 21,
2

HH H H H
H t sR t s B B t s t s= Ε = + − −  

với mọi [ ], 0,s t T∈ . Ta biết rằng, H
tB  có một bản sao mà quỹ đạo liên tục Holder với bậc 

nhỏ hơn H. Cụ thể hơn, với mọi ( )0, Hε ∈  tồn tại một biến ngẫu nhiên dương ,Tεη  sao cho 
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, a.e.HH H
t s TB B t s ε

εη
−− ≤ −  

Hơn nữa, ( ),
p

TεηΕ < ∞  với mọi [ )1,p∈ ∞  (xem Bổ đề 7.4 trong (Nualart & Rascanu, 

2002)). 
Tiếp theo, chúng tôi giới thiệu tích phân ngẫu nhiên pathwise liên kết với HB . Cho
1
2

H > . Khi đó tích phân ( ) ( ) [ ], ,
t H

a
g s dB s t a b∈∫ , được xác định với mọi quá trình ngẫu 

nhiên ( ){ }:g g t a t b= ≤ ≤  có quỹ đạo thuộc ( ),1 , ; nW a bα


 với 11
2

H α− < < . 

Đặc biệt, 

( ) ( ) ( )( )1b bH i H
a b ba a

g s dB s e D g D B dtπα α α
+ − −

− −=∫ ∫ . 

Trong đó, với [ ],t a b∈ , 

( ) ( ) ( )
0

: limH H H
b

B t B t B b
ε

ε− +→
= − − , 

và a
Dα

+ , 1
b

D α
−
−  là các đạo hàm Weyl cho bởi 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )
( )1

1:
1

t

a a

g t g t g s
D g t ds

t a t s
α

α αα
α+ +

 −
= + 

 Γ − − − 
∫  

và 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

1
1

1
: 1

H H H H
bH

b t

B t B b B t B s
D B t ds

b t s t

α
α

α αα
α−

−
−

 − − −
= + − 

 Γ − − 
∫ . 

Ta có 

( ) ( ) [ ]( ) [ ],1 ; ,
, ,

b H
W a ba

g s dB s K a b g αα≤∫ , (2.1) 

trong đó 

[ ]( ) ( ) ( )11, , : sup a.s.
1

H
s s

a s b
K a b D Bα

τ
α τ

α
−
− −

≤ < ≤
= < ∞
Γ −

 

Chi tiết hơn, độc giả có thể xem (Boufoussi & Hajji, 2011; Boufoussi, Hajji & Lakhel, 2012), 
(Maslowski & Nualart, 2003). 
2.3. Kết quả chính 

Chúng tôi sẽ giới thiệu một số giả thiết cơ bản.  
(H1) [ ]: 0, ng T ×Ω→  là một quá trình ngẫu nhiên tương thích với lọc Fsao cho với 

hầu chắc chắn ω∈Ω , quỹ đạo ( ),g ω⋅  là liên tục Holder, tức là tồn tại các hằng số

1 1H β− < ≤  và 0 0L >  sao cho 
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( ) ( ) 0g t g s L t s β− ≤ −  

với mọi [ ], 0.s t T∈ . 

(H2) Hàm [ ]: 0, n nf T × →   thỏa mãn các điều kiện sau: 

(i) f  là hàm Carathédory, tức là, 

+ ( ),t f t x  đo được với mỗi nx∈ ,  

 + ( ),x f t x  liên tục với hầu hết [ ]0,t T∈ . 

(ii) f  tăng trưởng tuyến tính, theo nghĩa là tồn tại một hằng số 1 0L >  thỏa mãn 

( ) ( )1, 1f t x L x≤ +  

với mọi [ ]0,t T∈  và nx∈ . 

(N) Với mỗi { }1,2,...,k m∈ , tồn tại hằng số 0kσ >  sao cho 

1
1

m

k
k
σ

=

=∑  và ( )k kI x xσ≤  

với mọi nx∈ . 
Chú ý 2.1. Từ (H1) ta có, 

( ) ( ) ( )0 0 0,0 0 : Tg t g L t g L T Lβ β≤ + ≤ + =  

với mọi [ ]0,t T∈ . 

Tiếp theo, ta định nghĩa nghiệm mild của bài toán (1.1). Cho ( )01 ,Hα α∈ − , trong đó 

0
1: min ,
2

α β =  
 

  (2.2) 

và β  xuất hiện trong (H1). Ta nhắc lại phân hoạch 

0 1 2 10 ... m mt t t t T T +≡ < < < < < ≡ . 

và không gian [ ]( )1 0, ; nPC Tα−


 sẽ tương ứng với phân hoạch này. 

Định nghĩa 2.2. Một quá trình ngẫu nhiên [ ]: 0, nu T ×Ω→  được gọi là nghiệm mild của 

bài toán (1.1) nếu ( ) 00 =u u  và các điều kiện sau thỏa mãn: 

(i) Quá trình u tương thích với lọc [ ]{ }: 0,tF F t T= ∈ . 

(ii) Với hầu hết ω∈Ω , quỹ đạo ( ),u ω⋅  trên [ ]0,T  thuộc [ ]( )1 0, ; nPC Tα−


. 

(iii) Với mọi [ ]0,t T∈ , ta có 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )0 0 0
0

,
k

t t H
k k

t t
u t u f s u s ds g s dB s I u t

< <

= + + +   ∑∫ ∫ . 
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Bây giờ chúng tôi giới thiệu chính xác định nghĩa tính viable cho (1.1). 
Định nghĩa 2.3. Cho K là một tập con của n

  sao cho 0u K∈ . Khi đó K gọi là 1PC α− -

viable của bài toán (1.1) nếu tồn tại ít nhất một nghiệm mild [ ]( )1 0, ; nu PC Tα−∈ 
 sao cho 

( )u t K∈  với mọi [ ]0,t T∈ . 

Đặt 

[ ]0 10,J t=  và ( )1,k k kJ t t +=  

với mỗi { }1,2,...,k m∈ . Tính chất tiếp tuyến tiếp theo được giới thiệu để thu được tính viable 

của bài toán (1.1). 
Định nghĩa 2.4. (Điều kiện tiếp xúc). Giả sử [ ]0,Tθ ∈  và y K∈ . Ta nói cặp ( ),f g  là 

( )1 α− −  tiếp xúc với K tại ( ), yθ  nếu tồn tại hằng số đủ nhỏ 0h >  và hai hàm 

[ ]: , nU hθ θ + → , [ ]: , nV hθ θ + →  với ( ) ( ) 0U Vθ θ= =  sao cho điều kiện sau được 

thỏa mãn: Tồn tại hai hằng số 0D >  và 0M >  độc lập với θ  và h sao cho 

( )U s D≤  

với mọi [ ],s hθ θ∈ + , 

( ) ( )V t V s M t s β− ≤ −  

với mọi { }1,2,...,k m∈  và [ ], ,s t hθ θ∈ + , trong đó β  xuất hiện trong (H1). Hơn nữa, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),  + − + − + + ∈  ∫ ∫
t tH H Hy t f y g B t B U s ds V s dB s K
θ θ

θ θ θ θ  

với mọi [ ],t hθ θ∈ + . 

Ta có nhận xét sau đây 
Chú ý 2.5. Nếu không có hiện tượng impulsive, Định nghĩa 2.4 chính là Định nghĩa 12 trong 
(Ciotir & Rascanu, 2009). 

Bây giờ chúng tôi đã sẵn sàng để giới thiệu kết quả chính của bài báo này. 
Định lí 2.6. (Điều kiện cần cho tính viable). Cho K là một tập con đóng của n

  sao cho 

0u K∈ . Cho 1 1
2

H< <  và 01 H α α− < < , trong đó 0α  xuất hiện trong (2.2). Giả sử (H1), 

(H2) và  (N) được thỏa mãn. Hơn nữa, giả sử rằng K là 1PC viableα− −  của bài toán (1.1). 
Khi đó ( ),f g  là ( )1 α− −  tiếp xúc với K tại ( )00,u . 

3. Kết luận 
3.1. Đánh giá tiên nghiệm 

Cho 1 1
2
< <H  và 01 α α− < <H , trong đó 0α  được giới thiệu trong (2.2). 
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Mệnh đề 3.1. Giả sử (H1) thỏa mãn. Cho { }0,...,∈k m  và , ,τ ∈ ks t J  sao cho τ≤ ≤s t . Khi 

đó, tồn tại ( )0 0 0, , , 0α β= >C C T L  sao cho 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
0

α β αθ θ − + − ≤ − + − ∫
t

H

s

g dB C t s t s . 

Chứng minh. Từ (2.1) ta có 

( ) ( )θ θ∫
t

H

s

g dB [ ]( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) 1, ,

θ

α α

θ θ
α θ θ

θ θ +

 −
≤ + 

 − − 
∫ ∫ ∫
t t

s s s

g g g v
K s t d dvd

s v
 

                [ ]( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) 1, 0,

θ

α α

θ θ
α θ θ

θ θ +

 −
≤ + 

 − − 
∫ ∫ ∫
t t

s s s

g g g v
K T d dvd

s v
 

Tiếp theo, ta đánh giá từng số hạng bên phải. Với số hạng đầu tiên,  sử dụng Chú ý 2.1 để 
thu được 

( )
( )

( ) ( )10,
0, 1

α α
α

θ
θ θ θ

αθ
− −≤ − = −

−−∫ ∫
t t

T
T

s s

g L
d L s d t s

s
. 

Với số hạng thứ hai, (H1) dẫn đến 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )( ) ( ) 10

01 1 1

βθ θ
β α

α α

θ θ
θ θ

β α β αθ θ
− +

+ +

− −
≤ ≤ −

− − +− −∫ ∫ ∫ ∫
t t

s s s s

g g v v Ldvd L dvd t s
v v

. 

Cộng hai số hạng lại ta có 

( ) ( )θ θ∫
t

H

s

g dB [ ]( ) ( ) ( )( ) ( )1 10, 0, 0, .
1 1

− − + 
≤ − + −  − − − + 

TL LK T t s t sα β αα
α β α β α

 

Ta hoàn thành chứng minh. ∎ 
Mệnh đề 3.2. Giả sử (H1) được định nghĩa. Đặt 

( )( ) ( ) ( )
0

:= ∫
t

Hg t f s dB sJ  

với [ ]0,∈t T . Khi đó ( ) [ ]( )1 0, ;α−∈ 

ng C TJ . Hơn nữa, tồn tại 0M = ( )0 0, , ,α βM T L 0>  

sao cho 

( ) [ ] 0; ; 0,α λ
≤

T
g MJ  

với 0λ ≥ . 
Chứng minh. Đầu tiên ta quan sát rằng ( )gJ  được định nghĩa tốt vì và 01 α α− < <H  và   

∈g  [ ]( )0, ;β


nC T . Chú ý rằng ( ) [ ] ( ) [ ]; ; 0, ; 0,α λ α
≤

T T
g gJ J . Do đó,  ta chỉ còn phải chứng 

minh rằng 

( ) [ ] 0; 0,α
≤

T
g MJ . 
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Thật vậy, lấy 0 ≤ < ≤s t T . Khi đó 

( )( ) ( )( )
( )1 α−

−

−

g t g s

t s

J J
( ) ( ) ( )1

0

α θ θ−≤ − ∫
t

Ht s f dB  

                          ( ) ( ) ( )1 1 1
0

α α β α− − + − ≤ − − + − C t s t s t s  

                           0 1 β ≤ + C T , 

trong đó Mệnh đề 3.1 đã được sử dụng trong bất đẳng thức thứ hai. 
 Ngoài ra, do đó, chúng ta có 

( )( ) 1 1
0 01 1β α β α− −   ≤ + ≤ +   g t C T t C T TJ  

với mọi [ ]0,∈t T  vì ( )( )0 0=gJ . 

 Kết luận được suy ra từ hai đánh giá trên. ∎ 
Mệnh đề 3.3. Giả sử (H2) được thỏa mãn. Cho [ ]( )1 0, , nu PC Tα−∈  . Đặt 

( )( ) ( )( )
0

: ,= ∫
t

t f s u s df sI  

với [ ]0,t T∈ . Khi đó 

( ) [ ]( )1 0, ; nf PC Tα−∈I   

Hơn nữa, tồn tại các hằng số ( )1 1 1, , 0M M T Lα= >  và sao cho 

( ) [ ] [ ]1 2 1 ; ; 0,; ; 0, α λα λ −
≤ +

TT
f M M uI  

với mọi 0λ ≥  và 

2lim 0.M
λ ∞→

=  

Chứng minh. Từ (H2) (ii) ta có 

( )( ) ( )( )1, 1≤ +f t u t L u t  

với mọi [ ]0,t T∈ . 

Lấy { }0, 0, ,k mλ ≥ ∈ …  và , ks t J∈  sao cho  s t< . Đánh giá trên cho ta  

( )( ) ( )( )
( )1

λ
α

−
−

−

−
t f t f s

e
t s

I I
 ( ) ( )( )1 ,αλ θ θ θ−−≤ − ∫

t
t

s

e t s f u d  

      ( ) ( )( )1
1 1αλ θ θ−−≤ − +∫

t
t

s

e t s L u d  

      ( ) ( ) ( ) ( )1
1 1

α α λ θλ λθ θ θ− − −− −= − + − ∫
t

tt

s

e L t s L t s e e u d  



Tạp chí Khoa học Trường ĐHSP TPHCM Tập 20, Số 2 (2023): 192-204 
 

201 

      [ ]
( ) ( ) 1

1 1 1 ; ; 0,

t
t

T
s

L T L u e t dαλ θα
α λ

θ θ−− −

−
≤ + −∫  

      [ ]
1

1 1 1 ; ; 0,
0

z
T

L T L u e z dzα α α
α λ

λ
∞

− − −
−

≤ + ∫  

      ( )
[ ]

1
1 1 ; ; 0,

α
α α λ

α
λ −

Γ
= +

T

L
L T u . 

Ngoài ra, chúng tôi còn có 

( )( )λ− te f tI   ( )( ) ( )1
00

, 1 ( )λ λθ θ θ θ θ− −≤ ≤ +∫∫
t

t t
t

e f u d e L u d  

    ( )
1

0
1 ( )λ θλ λθ θ θ− −− −= + ∫ t

t
t te L L e e u d  

    [ ]
1

1 1 1 ; ; 0
0

,α λ
λ

−

∞
− −≤ + ∫ z

T
L u e dzL T  

    [ ]
1

1 1 ; ; 0,α λλ −
≤ +

T

LL T u . 

Chúng tôi đạt được yêu cầu bằng cách kết hợp các đánh giá ở trên. ∎ 
Mệnh đề 3.4. Giả sử (N) được thỏa mãn. Cho ( ]0,1γ ∈  và [ ]( )0, ,γ∈ 

nu PC T . Đặt 

( )( ) ( )
0

:
k

k k
t t

u t I u t
< <

 =  ∑K  

với [ ]0,∈t T . Khi đó ( ) [ ]( )0, , nu PC Tγ∈K  . Hơn nữa, ta có 

( ) [ ] [ ]; ; 0,; ; 0,
1

γ λγ λ
σ

=

≤ ∑
k

jTT
j

u uK  

với mỗi ( ]0,1γ ∈  và 0λ ≥ . 

Chứng minh. Lấy 0λ ≥ , { }0,...,∈k m  và , ∈ ks t J  sao cho <s t . Khi đó 

( )( ) ( )( ) 0− =u t u sK K . 

 Bây giờ ta đánh giá ( )uK . Ta xét hai trường hợp. Nếu 0k =  thì ( )( ) 0u t =K . 

Nếu 0k >  thì ta sử dụng ( )N  để thấy 

( )( ) ( ) ( ) [ ]; ; 0,
0 1 1

λλ λ
γ λ

σ σ−− −

< < = =

 ≤ ≤ ≤ ∑ ∑ ∑j

j

k k
tt t

j j j j jT
t t j j

e u t e I u t e u t uK . 

Ta hoàn thành chứng minh. ∎ 
Chứng minh của Định lí 2.6 là trọng tâm của tiểu mục tiếp theo. 
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3.2. Điều kiện đủ của tính viable 
Đầu tiên, chúng tôi chứng minh tính bị chặn đều cho nghiệm mild của bài toán (1.1). 

Mệnh đề 3.5. Giả sử ( ) ( )H1 , H2  và ( )N  được thỏa mãn. Cho [ ]( )1 0, ; nu PC Tα−∈   là một 

nghiệm mild của bài toán (1.1). Khi đó tồn tại ( )0 1 0, , , , , 0C C T L L uα β= >  sao cho 

[ ] ( )01 ; 0,
1

α−
≤ +

T
u C u . 

Chứng minh. Nhắc lại các hằng số 0 1,M M  and 2M  từ các Mệnh đề 3.2, 3.3. Lấy 0λ ≥   
thỏa mãn 

2
1

1.
k

j
j

M σ
=

+ <∑  

Tiếp theo, từ công thức nghiệm mild, ta  

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ]01 ; ; 0, 1 ; ; 0, 1 ; ; 0, 1 ; ; 0,
 

α λ α λ α λ α λ− − − −
≤ + + +

T T T T
u u g u uJ I K  

 [ ]0 0 1 2 1 ; ; 0,
1

 
α λ

σ
−

=

 
≤ + + + +  

 
∑

k

j T
j

u M M M u , 

trong đó ta đã sử dụng các Mệnh đề 3.2, 3.3 và 3.4 trong bước thứ hai.  

Từ đó, ta có [ ] ( )
1

2 0 0 11 ; 0,
1

1 .
−

−
=

 
≤ − − + +  

 
∑

k
T

jT
j

u e M u M Mλ
α

σ  

Ta kết thúc chứng minh. ∎ 
Cuối cùng, ta chứng minh Định lí 2.6. 

Chứng minh của Định lí 2.6. Lấy [ ]( )1 0, , nX PC Tα−∈   là một nghiệm mild của bài toán 

(1.1) sao cho ( )X t K∈  với mọi [ ]0,t T∈ .  Do Mệnh đề 3.5, tồn tại hằng số  

C =  ( )0 1 0, , , , , 0C T L L uα β >  sao cho 

[ ] ( )01 ; 0,
1

α−
≤ +

T
X C u . 

Lấy 0h >  là một hằng số đủ nhỏ sao cho 

( )
0

0
k

k k
t t

I X t
< <

  = ∑  

với mọi [ ]0,t h∈ . Khi đó 

( ) ( )( ) ( ) ( )0
0 0

,= + +∫ ∫
t t

HX t u f s X s ds g s dB s  

Vậy ta có 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
0 0

0, 0   = + + + +   ∫ ∫
t t

HX t u f u U s ds g V s dB s  
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với mọi [ ]0,t h∈ , trong đó 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )0: , 0,  and : 0= − = −U s f s X s f u V s g s g . 

Hơn nữa, các toán tử U  and V  đáp ứng các tiêu chuẩn được liệt kê trong  
Định nghĩa 2.4. 

Chứng minh được hoàn thành. ∎ 
 

 Tuyên bố về quyền lợi: Các tác giả xác nhận hoàn toàn không có xung đột về quyền lợi. 
 

 Lời cảm ơn: Nghiên cứu này được tài trợ bởi Nguồn ngân sách khoa học và công nghệ 
Trường Đại học Sư phạm Thành phố Hồ Chí Minh trong đề tài mã số CS.2021.19.04TĐ. 
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ABSTRACT 

Viability theory is a mathematical theory that offers mathematical metaphors of the evolution 
of macrosystems arising in biology, economics, cognitive sciences, games, and similar areas, as well 
as in nonlinear systems of control theory. The viability problem has been studied by using various 
frameworks and techniques and is still one of the active directions of differential equations. The 
viability property in a stochastic framework was explored first by Aubin and Da Prato (1990). In this 
paper, we give a necessary condition for viability results of an impulsive stochastic functional 

differential equation driven by a fractional Brownian motion with Hurst parameter 1 1
2
< <H  

Keywords: Fractional Brownian motion; Stochastic differential equations; Viability 
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