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TÓM TẮT 
Bài báo này trình bày một phân tích tri thức luận lịch sử, làm rõ quá trình hình thành và phát 

triển của hệ thống biểu tượng đại số; xác định các quan niệm ảnh hưởng lên quá trình phát triển và 
các đặc trưng tri thức luận của hệ thống biểu tượng đại số. Kết quả phân tích tri thức luận lịch sử 
cho thấy, hệ thống biểu tượng đại số phát triển trong ba giai đoạn đan xen với nhau là đại số tu từ 
hay văn xuôi, đại số rút gọn, và đại số biểu tượng. Ngoài ra, có ba quan niệm đã ảnh hưởng mạnh 
mẽ lên quá trình hình thành và phát triển của hệ thống biểu tượng đại số là quan niệm hình học, 
quan niệm số học, và quan niệm truyền bá toán học. Kết quả nghiên cứu góp phần cho phân tích tri 
thức luận lịch sử toán học và làm cơ sở cho các nghiên cứu về những trở ngại của học sinh khi tiếp 
cận hệ thống biểu tượng đại số. 

Từ khóa: biểu tượng đại số; đặc trưng tri thức luận; đại số tu từ; đại số rút gọn; đại số 
biểu tượng 
 
1. Giới thiệu 

Theo Từ điển Cambrigde, biểu tượng là một kí hiệu, hình dạng, hoặc vật được sử dụng 
để đại diện cho một cái gì đó khác; là một cái gì đó được sử dụng để đại diện cho một chất 
lượng hoặc ý tưởng; là một số, chữ cái hoặc kí hiệu được sử dụng trong toán học, âm nhạc, 
khoa học. 

Theo Từ điển Britanica, biểu tượng là một chữ cái, nhóm chữ cái, kí tự hoặc hình ảnh 
được sử dụng thay cho một từ hoặc nhóm từ. 

Các biểu tượng toán học có thể được sử dụng để thể hiện các mối liên hệ giữa các đại 
lượng vì chúng là các biểu diễn linh hoạt của các lí thuyết, ý tưởng và các con số. Chúng 
hoạt động như một ngôn ngữ toán học phổ quát có thể áp dụng cho các đối tượng toán học 
khác nhau như phương trình, bất phương trình, biểu thức, hệ thức. 

Các biểu tượng toán học là ngôn ngữ thể hiện các tình huống-vấn đề và các giải pháp 
(Godino et al., 2007). Các biểu tượng toán học có chức năng giao tiếp và vai trò công cụ 
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(Maracchia, 2013). Chúng đóng một vai trò quan trọng trong việc học toán của học sinh như 
biểu diễn các khái niệm, phép toán, biểu thức hoặc phương trình (Maharaj, 2008). Các biểu 
tượng toán học cho phép trao đổi và chia sẻ bản chất của tư duy toán học (Güçler, 2014). 
Tuy nhiên, cách biểu tượng được sử dụng để hỗ trợ sự phát triển của các khái niệm là một 
vấn đề. Việc xử lí các con số và đại số đặt ra cho học sinh những thách thức về mặt kí hiệu 
học vì các biểu tượng đóng vai trò đồng thời vừa là quá trình vừa là khái niệm (Tall, 2008). 

Học sinh gặp khó khăn trong việc hiểu ý nghĩa của các biểu tượng nếu điều mà biểu 
tượng ám chỉ không thể hiện tốt ý nghĩa toán học hoặc nếu mối liên hệ giữa điều đó và biểu 
tượng bằng văn bản không phù hợp (Kiziltoprak & Köse, 2017). Học sinh gặp khó khăn 
trong việc xây dựng ý nghĩa cho chúng bởi vì họ rút ra ý nghĩa của các biểu tượng từ việc 
kết nối với các hình thức thể hiện khác như đồ vật, tranh ảnh hoặc ngôn ngữ nói (Yetkin, 
2003). Khó khăn trong việc hiểu các biểu tượng xuất phát từ thực tế là các biểu tượng mang 
những ý nghĩa khác nhau trong các bối cảnh và ngữ cảnh khác nhau. Adams (2003) lưu ý 
rằng học sinh không nhận thức được ý nghĩa của các biểu tượng toán học trong các bối cảnh 
vấn đề khác nhau. Bardini và Pierce (2015) tuyên bố rằng học sinh không thông thạo với 
nhiều ý nghĩa của các biểu tượng toán học và ngữ cảnh trong đó chúng được sử dụng. 

Hệ thống biểu tượng đại số trong chương trình toán phổ thông là các dạng kí hiệu ngắn 
gọn và chính xác được chấp nhận tại tất cả các quốc gia… Ngày nay, toán học ở trường phổ 
thông không có kí hiệu sẽ là điều không tưởng tượng được. Toán học phổ thông sử dụng rất 
nhiều dấu cộng, dấu trừ, dấu chia, chữ cái, dấu ngoặc, số mũ, dấu căn, dấu bằng, kí hiệu 
logarit và nhiều kí hiệu khác (Stols, 2011, p.255). Hệ thống biểu tượng rất quan trọng trong 
toán học, đặc biệt là trong đại số và lịch sử đại số. Đại số được định nghĩa là “nhánh toán 
học xử lí biểu tượng hóa các mối quan hệ số và cấu trúc toán tổng quát và thao tác trên các 
cấu trúc đó” (Kieran, 1992, p.391). 

Tuy nhiên, học sinh thường gặp vấn đề với việc sử dụng hệ thống biểu tượng (Tall et 
al., 2001). Một số học sinh coi đại số là một lĩnh vực khá khó để thử sức (Cunningham, 
1986). Nhưng mặt khác, Blackhouse cho rằng sức mạnh của toán học nằm ở việc sử dụng 
các biểu tượng. Ông cũng nói: “Với hệ thống biểu tượng nghèo nàn về số học, người Hi Lạp 
cổ đại đã đạt được rất ít tiến bộ về số học và đại số mặc dù việc nghiên cứu hình học của họ 
phát triển mạnh mẽ” (Blackhouse et al., 1992, p.114) 

Theo Nataraj và Thomas (2012), học sinh biết rằng đại số là “liên quan đến các chữ 
cái”, nhưng nghiên cứu đã chứng tỏ nhiều học sinh hiểu rất ít về ý nghĩa của các chữ cái và 
lí do chúng được sử dụng (Graham & Thomas, 2000; Kieran, 1992; Küchemann, 1981; 
MacGregor & Stacey, 1997). Đặc biệt, khái niệm về biến số vẫn chưa được hiểu rõ mặc dù 
nó là nền tảng trong quá trình chuyển đổi từ số học sang đại số và là trung tâm của toán học 
cao cấp (Schoenfeld & Arcavi, 1988). Từ dự án nghiên cứu Concepts in Secondary 
Mathematics and Science, Küchemann (1981) kết luận rằng nhiều học sinh xem các chữ cái 
như các phần giữ chỗ cho các con số, và phần lớn trong số 30-40% học sinh đó đã xem chữ 
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cái là ẩn số cụ thể hơn là biến số hoặc là số được khái quát hóa. Nghiên cứu của MacGregor 
và Stacey (1997) đã chỉ ra một lỗi về đại số khác mà học sinh dễ mắc phải là việc sử dụng 
sai kí hiệu hàm mũ; chẳng hạn như viết 3x thay cho x3. 

Sfard (1995) khẳng định rằng nghiên cứu lịch sử cung cấp cho chúng ta cơ hội để hiểu 
những khó khăn của học sinh và cả những cách để vượt qua những khó khăn đó. 

Trước nhiều khó khăn mà học sinh gặp phải khi học toán, trong những năm gần đây, 
một số nhà nghiên cứu đã cố gắng phân tích lịch sử toán học để cung cấp thông tin cho thực 
tiễn giảng dạy (Nataraj & Thomas, 2012). Các nhà giáo dục đã khẳng định rằng lịch sử toán 
học là một nguồn tài nguyên tuyệt vời cho việc giảng dạy và có thể mang lại lợi ích to lớn 
trong việc nâng cao hiểu biết về toán học (Fauvel & van Maanen, 2000). 
2. Phương pháp nghiên cứu 

Nghiên cứu tri thức luận 
Theo Lê Thị Hoài Châu (2017), nghiên cứu tri thức luận là nghiên cứu lịch sử hình 

thành tri thức nhằm làm rõ: 
- nghĩa của tri thức, những bài toán, những vấn đề mà tri thức đó cho phép giải quyết; 
- những trở ngại cho sự hình thành tri thức; 
- những điều kiện sản sinh ra tri thức, những bước nhảy cần thiết trong quan niệm để 

thúc đẩy quá trình hình thành và phát triển tri thức. (Le, 2017) 
Một nghiên cứu tri thức luận lịch sử hệ thống biểu tượng đại số nhằm xác định nguyên 

nhân và các quan niệm ảnh hưởng lên quá trình hình thành và phát triển; các đặc trưng tri 
thức luận của hệ thống biểu tượng đại số, cho phép làm cơ sở cho phân tích các sai lầm của 
người học khi tiếp cận đại số theo quan điểm didactic toán. Đó cũng là mục đích của nghiên 
cứu trình bày trong bài viết này.  
3. Kết quả và thảo luận 
3.1. Tổng quan ba giai đoạn phát triển của hệ thống biểu tượng đại số  

Theo Stallings (2000), hệ thống biểu tượng của đại số phát triển qua ba giai đoạn chính: 
tu từ/văn xuôi (rhetorical/prose), rút gọn (syncopated2), và biểu tượng (symbolic).  

Giai đoạn đại số tu từ/ văn xuôi là giai đoạn mà tất cả các phát biểu và lập luận toán 
học đều được thể hiện bằng từ và câu. Trong giai đoạn đại số rút gọn, một số chữ viết tắt 
được sử dụng khi xử lí các biểu thức đại số. Cuối cùng, trong giai đoạn đại số biểu tượng, 
có sự diễn đạt tất cả bằng biểu tượng: tất cả các con số, phép toán, mối quan hệ được thể 
hiện thông qua một tập hợp các biểu tượng dễ nhận biết và các thao tác trên các biểu tượng 
diễn ra theo các quy tắc đã được hiểu rõ (Katz & Barton, 2007). Tuy nhiên, ba giai đoạn trên 
diễn ra theo cách chồng chéo lên nhau giữa các châu lục do sự truyền bá toán học không đầy 
đủ được thực hiện qua các hoạt động thương mại và truyền bá toán học. 

Theo Katz và Barton (2007), Stallings (2000), đại số bắt đầu tại vùng Lưỡng Hà vào 
khoảng năm 2000 TCN và phát triển ở Babylon và Ai Cập vào khoảng năm 1700 TCN.  
                                                 
2 Theo từ điển Merriam-Webster, syncopated nghĩa là rút gọn, viết tắt.  
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Các ví dụ về đại số tu từ của al-Khwārizmī được sử dụng để minh họa những khó khăn 
tiềm ẩn phát sinh khi giải các bài toán đại số bằng cách sử dụng các từ không có kí hiệu. Nhà 
toán học Hi Lạp Diophantus là một trong những người tiên phong của đại số rút gọn. Trong 
giai đoạn này, một số tốc kí đã được sử dụng cùng với văn xuôi. Các nhà toán học Ấn Độ đã 
phát triển một hệ thống biểu tượng đại số rút gọn độc lập với Diophantus. Khoảng năm 1500 
TCN, đại số biểu tượng bắt đầu phát triển. Quá trình phát triển của một hệ thống biểu tượng 
chuẩn hóa, hiệu quả được minh họa bằng cách theo dõi quá trình phát triển của một số biểu 
tượng phổ biến, bao gồm các biểu tượng cho sự bằng nhau, cộng, trừ, nhân và chia  
(Stallings, 2000). 

Nhưng theo Katz & Barton (2007), bên cạnh ba giai đoạn biểu đạt các ý tưởng đại số 
này, còn có bốn giai đoạn quan niệm khác đã xảy ra cùng với những thay đổi trong các biểu 
đạt đại số đó. Các giai đoạn này là giai đoạn hình học, trong đó hầu hết các khái niệm đại số 
là khái niệm hình học; giai đoạn giải phương trình tĩnh, trong đó mục tiêu là tìm các số thỏa 
mãn các hệ thức nào đó; giai đoạn chức năng động lực, trong đó chuyển động dường như là 
một ý tưởng cơ bản, và cuối cùng, giai đoạn trừu tượng, trong đó cấu trúc toán học đóng vai 
trò trung tâm. Đương nhiên, cả bốn giai đoạn này và ba giai đoạn trước đều không tách biệt 
với nhau; luôn luôn có một số chồng chéo và đan xen. 
3.2. Đại số tu từ hay văn xuôi (2000 TCN – 250 SCN) 

Đại số tu từ là giai đoạn mà các ý tưởng, lập luận đại số được thể hiện bằng lời văn và 
không sử dụng biểu tượng toán học. Chẳng hạn đại số Babylon và đại số Ai Cập thời kì đầu 
đều là đại số tu từ (Baumgart, 1969). Theo Katz & Barton (2007), bài toán trên phiến đá 
YBC 4663 (1800 TCN) yêu cầu tìm chiều dài và chiều rộng của một mảnh đất hình chữ nhật, 
biết rằng tổng chiều dài và chiều rộng là 6 ½, và diện tích của hình chữ nhật là 7 ½ 
(Neugebauer and Sachs, 1945, p.70). Scribe3 mô tả chi tiết các bước giải bài toán. Trước 
tiên, chia đôi 6 ½ được 3 ¼ , bình phương 3 ¼  được 10 9

16
 và trừ đi diện tích 7 ½ được 3 1

16
. 

Rút căn bậc hai của số này được 1 ¾. Sau cùng, scribe ghi chú rằng chiều dài là 3 ¼ + 1 ¾ 
= 5, và chiều rộng là 3 ¼ - 1 ¾ = 1 ½ .  

Theo Katz & Barton (2007), scribe đang xử lí một quy trình hình học. Trên thực tế, 
việc đọc kĩ từ ngữ khắc trên phiến đá cho thấy rằng scribe đã nghĩ đến hình chữ nhật, trong 
đó do tính tổng quát (vì có nhiều bài toán tương tự được giải theo cùng một cách), các cạnh 
đã được dán nhãn phù hợp với hệ phương trình tổng quát mà ngày nay chúng ta viết là  
x + y = b, xy = c. Scribe bắt đầu bằng việc chia đôi tổng b và sau đó dựng một hình vuông 
cạnh b/2 (hình 1). Vì b/2 = x – (x – y)/2 = y + (x – y)/2, hình vuông cạnh b/2 bằng hình chữ 
nhật ban đầu có diện tích c cộng thêm hình vuông cạnh (x – y)/2; tức là  

�𝑥𝑥+𝑦𝑦
2
�
2

= 𝑥𝑥𝑥𝑥 + �𝑥𝑥−𝑦𝑦
2
�
2
. Hình vẽ cho thấy rằng nếu thêm cạnh �(𝑏𝑏/2)2 − 𝑐𝑐 của hình vuông 

nhỏ vào b/2 thì được chiều dài x, trong khi trừ b/2 cho cạnh này thì được chiều rộng y. Do 
                                                 
3 Scribe là người tạo ra các văn bản sao của các tài liệu trước khi máy in được phát minh ra. 
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đó, thuật toán có thể biểu đạt dưới dạng 𝑥𝑥 = 𝑏𝑏/2 + �(𝑏𝑏/2)2 − 𝑐𝑐; 𝑥𝑥 = 𝑏𝑏/2 −�(𝑏𝑏/2)2 − 𝑐𝑐. 
(Katz, 2009, p.23) 

 
Hình 1. Quy trình hình học của người Babylon (Katz, 2009) 

Katz và Barton (2007) nhấn mạnh rằng các công thức trên là công thức hiện đại, và 
người Babylon không khắc bất cứ điều gì tương tự trên phiến đá của họ. Những gì người 
Babylon mô tả hoàn toàn bằng lời là một quy trình, một thuật toán, và người Babylon chắc 
chắn đang ở giai đoạn đại số tu từ. 

Cuốn sách đại số đầu tiên của al-Khwārizmī vào năm 825 có trình bày một số bài toán 
liên quan đến phép nhân các nhị thức được viết bằng đại số tu từ, chẳng hạn như bài toán: 
“Mười và cái được nhân với cái giảm đi mười.” 

Ngày nay, học sinh sẽ viết lại bài toán bằng biểu tượng toán học như sau:  
(𝑥𝑥 + 10)(𝑥𝑥 − 10) = 𝑥𝑥2 − 100.                    
Bài giải của bài toán trên được dịch như sau: 
“Mười và cái được nhân với cái giảm đi mười” có nghĩa là cái và mười nhân với cái 

trừ đi mười. Do đó, cái nhân với cái là một số dương bình phương; và mười nhân với cái là 
mười cái dương; và trừ mười nhân với cái là mười cái âm. Bây giờ loại bỏ mười cái dương 
và mười cái âm, thì chỉ còn một bình phương. Trừ mười nhân với mười là một trăm, được 
trừ đi từ bình phương. Do đó, nhìn chung, đây là một bình phương giảm một trăm... (Nelson, 
1993, p.33). 

Một số khó khăn gặp phải khi đọc bài toán đó trong thời kì đại số tu từ cho thấy tại sao 
các nhà toán học tiếp tục viết tắt và hoàn thiện kí hiệu của họ (Stallings, 2000, p.231). 

Ở Hi Lạp, từ ngữ là hình học. Ví dụ, xyz sẽ được gọi là “hình khối có các cạnh là các 
đại lượng chưa biết thứ nhất, thứ hai và thứ ba" (Nelson, 1993, p.33). Một lí do khả dĩ cho 
việc họ sử dụng các diễn giải hình học là do những khó khăn về khái niệm của người Hi Lạp 
với phân số và số vô tỉ, chẳng hạn như cú sốc của các học giả Pythagore khi khám phá ra 
các số vô tỉ mà đối với họ là phản trực giác. Mặc dù người Hi Lạp thấy khó chấp nhận √2, 
nhưng họ có thể chấp nhận rằng √2 có thể là độ dài đường chéo của một hình vuông có cạnh 
bằng 1 (Baumgart, 1969). Một diễn giải khả dĩ khác do Gullberg (1997) đề xuất là “hệ thống 
kí hiệu số của Hi Lạp, sử dụng các chữ cái trong bảng chữ cái của họ đôi khi được viết theo 
vài tầng, và rải rác các dấu trọng âm, dấu nháy đơn và các dấu phụ khác” (p.298). 
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Như vậy, hệ thống biểu tượng đại số trong giai đoạn tu từ chưa được hình thành và 
manh nha việc sử dụng tốc kí để diễn đạt các lập luận toán học dựa trên cơ sở hình học. 
Chính vì thế, đặc trưng tri thức luận của hệ thống biểu tượng đại số ở dạng sơ khai trong giai 
đoạn tu từ là đặc trưng tu từ, quy trình hình học. 
3.3. Đại số rút gọn (250-1500) 

Đại số tu từ kéo dài trong vài thế kỉ cho đến khi Diophantus của Alexander (khoảng 
năm 250) đi tiên phong trong đại số rút gọn (Nelson, 1993). Sự phát triển của đại số trong 
giai đoạn tiếp theo này sử dụng một số cách viết tốc kí, rút gọn hoặc viết tắt, rất hữu ích với 
các lũy thừa lên đến bậc sáu và nghịch đảo của chúng. Ở hầu hết các nơi trên thế giới, ngoại 
trừ Hi Lạp và Ấn Độ, đại số tu từ đã tồn tại trong một thời gian dài hơn; chẳng hạn, Tây Âu 
đã sử dụng nó cho đến thế kỉ XV (Eves, 1983). 

Biểu tượng cho ẩn số, số hạng, lũy thừa của Diophantus 
Đại số rút gọn được sử dụng lần đầu tiên trong công trình Arithmetica (Số học) của 

Diophantus, là cuốn sách có ảnh hưởng to lớn đến đại số và lí thuyết số (Struik, 1967). Từ 
arithmetica có nguồn gốc từ tiếng Hi Lạp arithmetike, được thạo thành từ các từ Hi Lạp: 
arithmos có nghĩa là số, và techne có nghĩa là khoa học. Tác phẩm Arithmetica chứa đựng 
các lời giải, lập luận đại số… được viết bằng những từ ngữ viết tắt giúp chuyển cách kí hiệu 
đại số mang tính tu từ sang rút gọn, điều này gây ảnh hưởng lên sự phát triển của một số 
biểu tượng đại số mang tính cá nhân (Eves, 1983). Đây là thời điểm bắt đầu của giai đoạn 
đại số rút gọn, là giai đoạn mà các biểu tượng toán học được diễn tả bằng từ ngữ viết tắt, do 
đó gọi tắt đại số trong giai đoạn này là đại số rút gọn hoặc đại số mang tính rút gọn, kéo dài 
từ lúc tác phẩm Arithmetica của Diophantus ra đời tới đại số châu Âu cho đến giữa thế kỉ 
XVII, và như vậy đại số rút gọn đã được sử dụng trong thời kì của các nhà toán học: Viète, 
Descartes và van Schooten. Bảng 1 cho thấy một số ví dụ về đại số rút gọn của Diophantus 
sử dụng hệ mật mã Hi Lạp cho các chữ số.  
Bảng 1. Một số ví dụ về đại số rút gọn của Diophantuc trong Arithmetica (Nelson, 1993) 

Biểu tượng (giai đoạn 
đại số rút gọn) 

ς ∆Υ ΚΥ ∧ 
  

ΚΥ𝛼𝛼∆Υ𝛿𝛿ς𝛽𝛽 ∆Υ𝜀𝜀 ∧ς𝛶𝛶𝛶𝛶𝛶𝛶 

Biểu tượng hiện đại 𝑥𝑥 𝑥𝑥2 𝑥𝑥3 − 
Số hạng 
không đổi 

𝑥𝑥3 + 4𝑥𝑥2

+ 2𝑥𝑥 
5𝑥𝑥2 − (3𝑥𝑥 + 10) 

Theo (Eves, 1983; Nelson, 1993), các nhà sử học đã tìm ra lời giải thích cho nhiều lựa 
chọn biểu tượng của Diophantus: 

- Biểu tượng ẩn số của Diophantus có thể là sự kết hợp của hai chữ cái Hi Lạp đầu tiên 
𝛼𝛼 và 𝛽𝛽, mặc dù theo thời gian nó giống với chữ ς của Hi Lạp. 

- Biểu tượng ∆𝛶𝛶cho một ẩn số được bình phương có nguồn gốc từ hai chữ cái đầu tiên 
của từ Hi Lạp “lũy thừa” (dunamis hoặc ∆𝛶𝛶𝛶𝛶𝛶𝛶𝛶𝛶𝛶𝛶Σ). 

- Biểu tượng Κ𝛶𝛶cho một ẩn số được lập phương có nguồn gốc từ các chữ cái của “lập 
phương” (kubos hoặc Κ𝛶𝛶ΒΟΣ ). Các biểu thức như ∆𝛶𝛶∆ (bình phương bình phương), ∆Κ𝛶𝛶 

M 
O 
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(bình phương lập phương) và Κ𝛶𝛶Κ (lập phương lập phương) được rút ra từ các biểu 
tượng trên. 

- Dấu được sử dụng cho dấu trừ là sự kết hợp của hai chữ cái đầu tiên của từ “thiếu” 
(leipis hoặc ΑΕΙΨΙΣ). 

- Kí hiệu cho hằng số là chữ viết tắt của từ Hi Lạp cho “các đơn vị” (monades hoặc 
ΜΟΝΑ∆ΕΣ). 

 Theo (Nelson, 1993), ngoài ra còn có một số quy ước cơ bản khác mà Diophantus đã 
sử dụng như sau: 

- Các số hạng âm được nhóm lại sau dấu trừ. 
-  Các số hạng đứng kề nhau phải được cộng lại với nhau. 
-  Khi một số bằng chữ Hi Lạp theo sau biểu tượng lũy thừa, thì chính là ẩn số được nâng 

lên theo lũy thừa đó.  
Biểu tượng cho ẩn số, số hạng, lũy thừa của của Aryabhata và Baarahmagupta 
Aryabhata và Brahmagupta được xem là những nhà toán học có cống hiến quan trọng 

cho toán học Ấn Độ. Ở Ấn Độ, Aryabhata (khoảng năm 475-550) và Brahmagupta (khoảng 
năm 598-665) cũng đã phát triển một đại số rút gọn. Mặc dù, rất ít tài liệu đề cập đến toán 
học Ấn Độ và Ả Rập vào trước thế kỉ IV hoặc thế kỉ V nhưng đã xuất hiện một vài biểu 
tượng cho các ẩn số thay thế cho một số lượng lớn biểu tượng có trong bản giấy cói Rhind 
(Boyer, 1991).  

Những khám phá khác của các nhà toán học Ấn Độ và Ả Rập bao gồm giải phương 
trình bậc hai bằng cách cắt – dán và hoàn thành một hình vuông, đã nhận ra sự tồn tại nghiệm 
âm và nghiệm vô tỉ, và phát hiện ra rằng phương trình bậc hai có hai nghiệm (Boyer, 1991).  

Theo (Cajori, 1993, p.75), trong các công trình của Aryabhata và Baarahmagupta, ru 
(có nguồn gốc từ rupa) biểu thị số tuyệt đối, 𝑥𝑥𝑦𝑦 (có nguồn gốc từ yavat tavat) biểu thị cho 
ẩn số chính, và tên của các màu sắc được sử dụng cho các ẩn số khác, chẳng hạn ka (có 
nguồn gốc từ kalaka) có nghĩa là màu đen, biểu thị ẩn số thứ hai; ni (có nguồn gốc từ nilaka) 
có nghĩa là màu xanh dương, biểu thị ẩn số thứ ba, pi (có nguồn gốc từ pitaka) có nghĩa là 
màu vàng, biểu thị cho ẩn thứ tư (Bảng 2). 

Bảng 2. Một số ví dụ về đại số rút gọn của Aryabhata và Brahmagupta (Nelson, 1003) 
Biểu tượng  bha 𝑥𝑥𝑦𝑦� 𝑘𝑘𝑦𝑦� 𝑘𝑘𝑦𝑦 �̇�𝑛 𝑟𝑟𝑢𝑢�  𝑥𝑥𝑦𝑦� 𝑘𝑘𝑦𝑦� 6 𝑏𝑏ℎ𝑦𝑦 𝑘𝑘𝑦𝑦 5 𝑟𝑟𝑢𝑢�  2 
Diễn dịch hiện 
đại 

tích x y � −𝑛𝑛 số nguyên 6xy √5 - 2 

Trở ngại đối với các nhà toán học Hồi giáo trong nghiên cứu hàm số 
Trong vài thế kỉ tiếp theo, các nhà toán học Hồi giáo đã đưa ra nhiều ý tưởng khác 

nhau về đại số. Họ đã phát triển tất cả các quy trình của đại số đa thức, bao gồm các quy tắc 
về số mũ, cả dương và âm, và các quy trình chia cũng như nhân các đa thức. 

Sharaf al-Din al-Tusi, một nhà toán học người Ba Tư, nghiên cứu cách giải phương 
trình bậc ba x3 + d = bx2. Ông đưa phương trình về dạng x2(b − x) = d, và đặt vấn đề liệu rằng 
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phương trình có nghiệm hay không phụ thuộc vào việc “hàm số” ở vế trái có đạt đến giá trị 
d hay không. Mặc dù, ông không cho biết đã làm như thế nào, nhưng tuyên bố và chứng 
minh rằng giá trị lớn nhất của hàm số bằng 4b3/27, xảy ra khi x = 2b/3. Do đó, Sharaf tuyên 
bố rằng nếu giá trị này nhỏ hơn d, thì phương trình không có nghiệm (dương); nếu nó bằng 
d thì có một nghiệm tại x = 2b/3 và nếu nó lớn hơn d thì có hai nghiệm, một nghiệm nằm 
giữa 0 và 2b/3 và nghiệm còn lại nằm giữa 2b/3 và b. 

Tuy nhiên, Sharaf vẫn không thể tìm ra một thuật toán để xác định các nghiệm này, 
nhưng ít nhất ông cũng biết các điều kiện cơ bản về việc liệu các nghiệm đó có tồn tại hay 
không. Thật không may, nghiên cứu của ông đã không được tiếp tục ở cả các nước Hồi giáo 
và châu Âu. Vì vậy, nỗ lực chuyển sang "hàm số" cuối cùng không đi đến đâu. Có lẽ một 
trong những lí do là Sharaf không sử dụng kí hiệu nào và việc xử lí các hàm số không có kí 
hiệu là rất khó khăn (Katz, 2007, p.192). 

Như vậy, sự cần thiết đơn giản hóa các văn bản toán học, kí hiệu toán học không chứa 
số hoặc hệ mật mã của Hi Lạp, Ấn Độ, và Ả Rập từ giấy cói sang giấy thông thường để 
truyền đạt toán học sang châu Âu là nguyên nhân thúc đẩy sự ra đời của đại số rút gọn. Đặc 
trưng tri thức luận của hệ thống biểu tượng trong thời kì này là tốc kí, mật mã Hi Lạp, và 
màu sắc. 
3.4. Đại số biểu tượng (1500 – hiện nay) 

Đại số biểu tượng là giai đoạn phát triển tiếp theo của hệ thống biểu tượng đại số sau 
giai đoạn đại số rút gọn và được duy trì tới hiện nay. Đây được xem là giai đoạn phát triển 
mạnh nhất của hệ thống biểu tượng đại số, bắt nguồn từ việc đại số châu Âu đã không hưởng 
lợi từ đại số rút gọn của các nhà toán học Hi Lạp và Ấn Độ vì đại số được truyền đến châu 
Âu là một phiên bản không đầy đủ (Baumgart, 1969).  

Biểu tượng đại số được du nhập vào châu Âu bằng mọi phương tiện, có thể đến từ 
nhiều nguồn như công trình nghiên cứu đầu tiên của châu Âu về toán học Ấn Độ và Ả Rập, 
Liber abaci, được viết bởi nhà toán học và thương gia người Ý, Fibonacci (1175-1250) 
(Struik, 1967). Một yếu tố hoàn cảnh khác dẫn đến sự phát triển của đại số châu Âu là do sự 
trỗi dậy của đạo Mô-ha-mét giáo, những cuộc chinh phục của người Ả Rập đến các vùng đất 
khác đã diễn ra bao gồm luôn ở Ấn Độ, Lưỡng Hà và Bắc Phi nên người Ả Rập đã duy trì 
toán học Hi Lạp và Ấn Độ giáo trong suốt thời kì Trung cổ của châu Âu. Chính vì lí do đó 
mà đại số châu Âu dần hoàn thiện phiên bản biểu tượng không đầy đủ của mình. Thuận lợi 
hơn là khi các thương nhân và học giả Ả Rập truyền những ý tưởng đó ra thế giới và họ 
mang theo hệ thống chữ số Hindu-Ả Rập thanh lịch và nhỏ gọn mà chúng ta vẫn còn sử dụng 
cho đến ngày nay. Tuy nhiên, biểu tượng đại số được xem là phát triển mạnh mẽ nhất vào 
giai đoạn máy in ra đời và kinh tế đang phát triển. Cùng với sự phát triển mạnh mẽ đó, hệ 
thống chữ số Hindu-Ả Rập đã tạo tiền đề cho sự phát triển nhanh chóng của đại số biểu 
tượng trong khoảng thời gian từ năm 1200 đến 1300 (Baumgart, 1969). 
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Đại số biểu tượng là giai đoạn mà các kí hiệu đại số được biểu thị hoàn toàn bằng 
những biểu tượng đại số và duy trì đến ngày nay, và gọi tắt là đại số biểu tượng hay đại số 
mang tính biểu tượng khi xét về các giai đoạn phát triển của hệ thống biểu tượng đại số. Đại 
số biểu tượng bắt đầu phát triển vào khoảng năm 1500, nhưng không thay thế hoàn toàn đại 
số tu từ và đại số rút gọn cho đến thế kỉ XVII (Eves, 1983). Đại số biểu tượng ban đầu sử 
dụng vài biểu tượng; theo thời gian, các biểu tượng trở nên dễ sử dụng hơn và được chuẩn 
hóa hơn. Bảng 3 cho thấy một cái nhìn sơ lược về sự phát triển đó. 

Bảng 3. Một số ví dụ về các phát biểu mang tính biểu tượng cũ hơn  
cùng với các phiên bản hiện đại của chúng (Baumgart, 1969) 

Những nhà 
toán học 

Biểu tượng cũ hơn Đại số hiện đại 

Cardano (1545) Cubus p 6 rebus aequalis 20 𝑥𝑥3 + 6𝑥𝑥 = 20 
Bombelli (1572) 

.p. .Eguale à 20 𝑥𝑥6 + 8𝑥𝑥3 = 20 

Viete (1591) I QC - 15 QQ + 85 C - 225 Q + 274 
N aequatur 120 

𝑥𝑥6 − 15𝑥𝑥4 + 85𝑥𝑥3 − 225𝑥𝑥2 + 274𝑥𝑥
= 120 

Harriot (1631) aaa – 3bba===+2.ccc 𝑥𝑥3 − 3𝑏𝑏2𝑥𝑥 = 2𝑐𝑐3 
Descartes 

(1637) 𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥𝑥𝑥 + 13𝑥𝑥 − 10  0 𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 + 13𝑥𝑥 − 10 = 0 

Wallis (1693) 𝑥𝑥4 + 𝑏𝑏𝑥𝑥3 + 𝑐𝑐𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑒𝑒 = 0 𝑥𝑥4 + 𝑏𝑏𝑥𝑥3 + 𝑐𝑐𝑥𝑥2 + 𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑒𝑒 = 0 

Dấu bằng của Robert Recorde (1510-1558) 
Trong đại số tu từ, một số từ được sử dụng cho sự bằng nhau bao gồm aequales, 

aequantur (đôi khi được viết tắt là aeq), esgale, faciunt, ghelijck và gleich (Cajori, 1993). 
Dấu bằng lần đầu tiên được nhà toán học người Anh, Robert Recorde (1510-1558), sử dụng 
trong cuốn sách đại số The Whetstone of Witte của mình vào năm 1557, và được kí hiệu là 
“= =” (Baumgart, 1969). Dấu “=”được chấp nhận rộng rãi khi Leibniz (1646-1716) sử dụng 
nó trong kí hiệu vi tích phân của mình vào cuối thế kỉ XVII (Cajori, 1993). 

Dấu cộng và dấu trừ 
Giấy cói Rhind (1650 TCN) chứa một trong những biểu tượng sớm nhất cho phép cộng 

và phép trừ; một đôi chân đi về phía trước biểu thị phép cộng và một đôi chân bước đi xa 
cho phép trừ (Eves, 1983). Các bản thảo bằng tiếng Đức vào cuối những năm 1400 cho thấy 
lần đầu tiên sử dụng các kí hiệu hiện đại cho phép cộng và trừ. Dấu “+” được cho là bắt 
nguồn từ et, trong tiếng La tin có nghĩa và. Không có lời giải thích về sự lựa chọn dấu “−” 
cho phép trừ. Johann Widman (1460-1498) lần đầu tiên sử dụng dấu “+” và “−” in năm 1489 
(Eves, 1983) trong các bài toán đố về việc mua quả sung, hạt tiêu và xà phòng (Cajori, 1993). 

Dấu nhân và dấu chia 
William Oughtred (1574-1660) là người đầu tiên sử dụng chữ thập “×” của Thánh 

Andrew để chỉ phép nhân trong tác phẩm Clavis mathematicae năm 1631 của ông (Boyer, 
1991), mặc dù chữ × trước đó đã được sử dụng cho các ý nghĩa khác nhau, bao gồm cả phép 
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cộng, tỉ lệ và phép chia phân số (Cajori, 1993). Leibniz đã đề xuất dấu "∙" cho phép nhân 
thay cho × (Eves, 1983). 

Trong thời kì đó, kí hiệu cho phép chia “÷” lần đầu tiên được Johann Heinrich Rahn 
(1622-1676) sử dụng trên bản in. Việc sử dụng kí hiệu đó lan rộng sau khi tác phẩm của ông 
được dịch sang tiếng Anh vài năm sau đó. Các kí hiệu trước đây cho phép chia bao gồm chữ 
D và dấu hai chấm, cũng như viết số chia bên dưới số bị chia (giống như phân số) có hoặc 
không có thanh ngang ngăn cách chúng (Cajori, 1993).  

Biến số và lũy thừa 
Trong tác phẩm In artem nổi tiếng nhất của mình, Viète đã sử dụng các nguyên âm 

cho các ẩn số và phụ âm cho các đại lượng đã biết (Eves, 1983). Ông kí hiệu các lũy thừa a, 
a2, a3 là A, A quadratum, A cubum. Thomas Harriot (1560-1621) sau đó đã đơn giản hóa các 
kí hiệu lũy thừa này là a, aa, aaa (Cajori, 1993). Descartes được công nhận là người đầu tiên 
sử dụng các chữ cái đầu tiên của bảng chữ cái cho các đại lượng đã biết và các chữ cái cuối 
cùng cho các đại lượng chưa biết (Gullberg, 1997). Trong cuốn sách La Géométrie năm 1637 
của mình, Descartes đã giới thiệu cách sử dụng số mũ hiện tại của chúng ta (a3, a4,...)  
(Eves, 1983). 

Dấu căn 
Dấu căn √  được nhà toán học người Đức, Christoff Rudlff (1500-1545), giới thiệu 

trong cuốn đại số Die Coss của ông vào năm 1525. Có giả thuyết cho rằng kí hiệu √  được 
lấy từ chữ r trong từ radix, có nghĩa là gốc (Eves, 1983). Tuy nhiên, một số nhà sử học cho 
rằng dấu căn có nguồn gốc từ việc sử dụng các dấu chấm trong các bản viết tay từ cuối những 
năm 1400: Một dấu chấm có nghĩa là căn bậc hai và hai dấu chấm có nghĩa là căn bậc hai 
của căn bậc hai (Cajori, 1993). 

Các kí hiệu khác 
Leibniz lần đầu tiên sử dụng kí hiệu ∫ cho tích phân trong tác phẩm Analyseos 

tetragonisticae pars secunda xuất bản năm 1675. ∫ là kéo dài của chữ cái đầu tiên của từ 
Latinh summa (tổng) (Eves, 1983). Leibniz cũng giới thiệu kí hiệu “~” cho phép tương tự 
và “≃” cho đồng dư (Cajori, 1993). 

Năm 1657, John Wallis (1616-1703) giới thiệu biểu tượng “∞” cho vô cực trong cuốn 
Mathesis Universalis về đại số, số học và hình học (Britanica). Có giả thuyết cho rằng kí 
hiệu này xuất phát từ một biểu tượng La Mã cho 1000 (Cajori, 1993).  

Leonhard Euler (1707-1783), được biết đến là đã giới thiệu nhiều kí hiệu toán học 
được sử dụng ngày nay hơn bất kì nhà toán học nào khác. Euler lần đầu tiên sử dụng kí hiệu 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) cho hàm số vào năm 1734 trong cuốn Commentarii Academiae Scientiarum 
Petropolitanae. Ông giới thiệu chữ e làm cơ số cho logarit tự nhiên trong một bức thư gửi 
cho Christian Goldbach vào ngày 25 Tháng 11 năm 1731. Kí hiệu e được chọn từ 
exponentialis (số mũ). Phần lớn nghiên cứu của ông sử dụng e xuất hiện trong cuốn sách đầu 
tiên của chuyên luận hai tập rất có ảnh hưởng của ông Introductio in Analysin Infinitorum 
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(Giới thiệu về Giải tích Vô hạn) được viết vào năm 1745 và xuất bản năm 1748. Vào năm 
1755, Euler đã giới thiệu từ “sigma” viết hoa trong tiếng Hi Lạp, Σ, để biểu thị một tổng. Kí 
hiệu i cho đơn vị ảo được Euler đưa ra vào năm 1777 (Eves, 1983). 

Như vậy, việc phát minh ra máy in, sự truyền bá đạo Hồi, sự giao thương mạnh mẽ 
giữa các châu lục Á - Bắc Phi - châu Âu, đại số hóa hình học, sự phổ biến các kết quả nghiên 
cứu thiên văn học và giải phương trình bậc cao, sự phát triển kinh tế mạnh mẽ cho phép các 
học giả du hành truyền bá toán học là nguyên nhân thúc đẩy sự hình thành và phát triển của 
hệ thống biểu tượng đại số hiện đại. Vì thế, đặc trưng tri thức luận của hệ thống biểu tượng 
trong giai đoạn này là sự tinh gọn và thanh lịch của hệ thống Hindu-Ả Rập, bảng chữ cái 
Latinh, truyền bá tôn giáo, hệ thống biểu tượng La Mã, hệ thống biểu tượng Hi Lạp. 
3.5. Các quan niệm ảnh hưởng lên quá trình hình thành và phát triển hệ thống biểu 
tượng đại số 

Từ kết quả phân tích cho thấy một số quan niệm đã ảnh hưởng lên quá trình hình thành 
và phát triển hệ thống biểu tượng đại số như sau: 

Quan niệm hình học: là quan niệm ảnh hưởng mạnh mẽ qua các giai đoạn vì hình học 
được chọn làm cơ sở giải thích cho các mệnh đề toán học trong suốt quá trình hình thành và 
phát triển của đại số từ thời cổ đại đến thế kỉ XVII. 

Quan niệm số học: là một trong những quan niệm ảnh hưởng lớn đến quá trình hình 
thành hệ thống biểu tượng đại số, thông qua sự không chấp nhận nghiệm âm của phương 
trình của các nhà đại số Babylon và Ai Cập, và ảnh hưởng của tác phẩm Arithmetica của 
Diophantus. 

Quan niệm truyền bá toán học: sự truyền bá toán học giữa các vùng miền, châu lục đòi 
hỏi sự tinh gọn trong cách trình bày các văn bản toán học đã góp phần thúc đẩy sự phát triển 
của hệ thống biểu tượng đại số. 
4. Kết luận 

Bài viết tóm tắt ngắn gọn về lịch sử hình thành và phát triển của hệ thống biểu tượng 
đại số được sử dụng phổ biến nhất cho thấy rằng các nhà toán học của nhân loại đã mất 3000 
năm để phát triển hệ thống biểu tượng đại số nhỏ gọn và hiệu quả.  

Sự phát triển của hệ thống biểu tượng đại số tạo điều kiện thúc đẩy sự hình thành và 
phát triển các khái niệm mới của đại số nói riêng và toán học nói chung. Hệ thống biểu tượng 
tinh gọn giúp con người tri giác một cách nhanh chóng và chính xác nội hàm, đôi khi phức 
tạp và phong phú, của các khái niệm đại số. Đặc biệt, hệ thống biểu tượng tinh gọn cho phép 
trừu tượng hóa một số khái niệm toán học ở cấp độ cao hơn. 

Nguồn gốc của một số biểu tượng phổ quát cung cấp những cái nhìn thú vị về toán học 
vốn là một nỗ lực đang phát triển của con người, chứ không phải là cách trình bày cô đọng 
và trừu tượng cao trong hầu hết các sách giáo khoa (Stallings, 2000). 
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 Tuyên bố về quyền lợi: Tác giả xác nhận hoàn toàn không có xung đột về quyền lợi. 
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ABSTRACT 
This article presents a historical-epistemological analysis to clarify the formation and 

development of the algebraic symbolic system and identify viewpoints affecting the development and 
epistemological characteristics of the algebraic symbolic system. The analysis results show that the 
system developed in three intertwined stages: rhetorical or prose algebra, syncopated algebra, and 
symbolic algebra. In addition, three viewpoints greatly influenced the formation and development of 
the algebraic symbol system: geometry, arithmetic, and spreading mathematics. The results 
contribute to an epistemological analysis of the history of mathematics and serve as a basis for 
research on students' obstacles when accessing the algebraic symbol system. 

Keywords: algebraic symbols; epistemological characteristics rhetorical algebra; syncopated 
algebra; symbolic algebra 
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