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TÓM TẮT 
Bài toán giá trị riêng là một phần quan trọng trong toán học, thường xuất hiện trong các 

phương trình vi phân và toán tử. Nó có ứng dụng rộng rãi trong nhiều lĩnh vực như khoa học máy 
tính, kĩ thuật, vật lí và nhiều lĩnh vực khác. Bài toán giá trị riêng đã được nhiều tác giả nghiên cứu 
từ rất lâu, cho đến nay bài toán vẫn nhận được sự quan tâm của nhiều nhà toán học. Trong bài báo 
này, chúng tôi nghiên cứu về sự tồn tại dãy giá trị riêng không âm, không giảm cho toán tử  
p-Laplace và tính đóng của tập hợp các giá trị riêng đó. Hơn nữa, chúng tôi thiết lập tính bị chặn 
và tính liên tục Hölder của hàm riêng với điều kiện biên Robin. Bài toán được nghiên cứu với hàm 
β  xác định trên ∂Ω , không liên tục thoả mãn ( )Lβ ∞∈ Ω  và ( )d 0xβ σ

∂Ω
>∫ . 

 Từ khóa: bài toán giá trị riêng; p-Laplace; điều kiện biên Robin có trọng 
 

1. Giới thiệu 
Trong bài báo này, ta nghiên cứu về giá trị riêng của bài toán biên Robin 
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trong đó ν  là pháp tuyến đơn vị hướng ra ngoài, 1 p< < ∞  và ( )2divp
pu uu −∆ = ∇ ∇  toán 

tử p -Laplace, NΩ⊂   (với 2N ≥ ) là miền bị chặn với biên trơn ∂Ω , hàm trọng 
( )m L∞∈ Ω  có dấu tuỳ ý và thoả mãn max{ ,0} 0m m+ = ≡/  trên Ω . Ngoài ra, 

: [0; )β ∂Ω→ +∞  thoả mãn ( )Lβ ∞∈ ∂Ω  và ( )d 0xβ σ
∂Ω

>∫ . 

Bài toán giá trị riêng cho toán tử p  – Laplace 
2 ,p

pu u xm uλ −∆ ∈Ω− = , 
với điều kiện biên Dirichlet, Neumann hay Steklov đã được nhiều tác giả nghiên cứu (Anane, 
1987; Cuesta, 2001; Huang, 1990; Torne, 2005).  
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Với điều kiện biên Robin, tác giả An Lê đã nghiên cứu trường hợp 1m ≡  (Le, 2006). 
Trong những năm gần đây do các vấn đề phi tuyến nảy sinh trong việc nghiên cứu về di 
truyền học quần thể nên trường hợp 2p =  đã được các tác giả nghiên cứu (Allegretto & 
Huang, 1998). 

Ngoài ra, hai tác giả Arouzi và Khademloo (Arouzi & Khademloo, 2007) đã xét bài 
toán (1.1) và xây dựng điều kiện cần để có giá trị riêng đầu tiên trong mỗi trường hợp trên. 

Với 0β ≡  và β = +∞ , bài toán (1.1) lần lượt trở thành bài toán giá trị riêng với điều 
kiện biên Neumann và Dirichlet có trọng (Anane, 1987; Huang, 1990). 

Hơn nữa, trong (Rahmani et al., 2012), Rahmani và cộng sự đã nghiên cứu bài toán 
(1.1) với trường hợp ( )xβ β≡  là hàm hằng trên ∂Ω  và 0 β< < +∞ . 
 Trong bài báo này, chúng tôi nghiên cứu giá trị riêng bài toán (1.1) với trường hợp 

( )xβ  không liên tục thoả mãn ( )Lβ ∞∈ ∂Ω  và ( )d 0xβ σ
∂Ω

>∫ . Chúng tôi lưu ý rằng trường 

hợp trên chưa được tác giả nào nghiên cứu trước đây.  
 Cấu trúc của bài báo như sau: trong mục 2, chúng tôi giới thiệu một số kí hiệu dùng 
trong bài báo, kiến thức chuẩn bị cũng như định nghĩa nghiệm yếu của bài toán và cuối cùng 
là nguyên lí Ljusternik – Schinirelman. Trong mục cuối, chúng tôi chứng minh sự tồn tại 
của dãy giá trị riêng không âm, không giảm và tính đóng của tập hợp các giá trị riêng. Hơn 
nữa, chúng tôi còn chỉ ra rằng hàm riêng của bài toán (1.1) bị chặn và liên tục Hölder. 
2. Nội dung nghiên cứu 

Trong bài báo này, hàm [ ): 0,β ∂Ω→ +∞  thoả mãn ( )Lβ ∞∈ ∂Ω  và ( )d 0xβ σ
∂Ω

>∫ .  

Ta kí hiệu ( ), , , , , ,C N p M K Lγ Ω  là hằng số C  phụ thuộc vào , , , , ,N p M K Lγ  và Ω .   

2.1. Nguyên lí The Ljusternik-Schinirelman 
 Để chứng minh sự tồn tại của dãy các giá trị riêng không âm chúng tôi sẽ áp dụng 
nguyên lí Ljusternik-Schinirelman. Do đó, chúng tôi sẽ giới thiệu lại nguyên lí như sau: 

Cho X  là không gian Banach thực có tính phản xạ và ,F G  là các hàm trên X . Ta 
xét bài toán giá trị riêng sau: 
 ( ) ( ),F u G uµ′ ′=  ,u S∈  ,µ∈  (2.1) 

với tập mức { }: : ( ) 1S u X G u= ∈ = . Giả sử ,F G  thoả mãn các giả thiết sau: 

(A1) , :F G X →
 là các hàm chẵn và ( )1 ,,F G C X∈   với (0) (0) 0F G= = . 

(A2) F ′  liên tục mạnh (nghĩa là, nu u  trên X  kéo theo ()( )nF u F u′ ′→ ) và 

( ), 0, ( ) 0F u u u coS F u′ = ∈ ⇒ =  trong đó coS  là bao lồi đóng của S . 

(A3) G′  liên tục, bị chặn và thoả mãn điều kiện 0( )S , tức là, 

 ,nu u  ,( )nG u v→′  ( ), ,n nG u u v u′ →  kéo theo nu u→  khi n →∞  

(A4) Tập mức S  bị chặn và 0u ≠  suy ra 
 ( ), 0,G u u′ >  lim ( ) ,

t
G tu

→+∞
= +∞  0i (nf ),

Su
G u u

∈
′ > . 
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 Theo (Zeidler, 1980), ta có ( ),u µ  là nghiệm của (2.1) khi và chỉ khi u  là điểm tới hạn 
của F  đối với .S  
 Với mỗi số nguyên dương ,n  ta xét n  là họ các tập con compact, đối xứng K  của 
S  thoả mãn ( ) 0F u >  trên K  và ( ) ,K nγ ≥  trong đó ( )Kγ  là giống của ,K  tức là, 

 {( ) : : \{0}: inf kkK h Kγ = ∈ ∃ →   sao cho h  lẻ và liên tục} . 
Ta định nghĩa 
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 Nguyên lí Ljusternik – Schinirelman được phát biểu như sau: 
Định lí 2.1. Với các giả thiết (A1) – (A4), ta có các khẳng định sau: 

1. Nếu 0na >  thì (2.1) có một cặp hàm riêng nu±  và giá trị riêng 0nµ ≠ . Hơn nữa,

)( n nF u a= . 

2. Nếu χ = ∞  thì (2.1) có vô số cặp hàm riêng nu±  tương ứng với các giá trị riêng khác 
không. 

3. 1 2 0a a∞ > ≥ ≥ ≥  và 0na →  khi n →∞ . 

4. Nếu χ = ∞  và ( ) 0, ( ), 0F u u coS F u u′= ∈ ⇒ =  thì tồn tại một dãy vô hạn các giá 

trị riêng phân biệt { }nµ  của (2.1) sao cho 0nµ →  khi n →∞ . 

5. Nếu ( ) 0, 0F u u coS u= ∈ ⇒ =  thì χ = ∞  và tồn tại một dãy cặp riêng { }( , )n nu µ  của 

(2.1) sao cho 0, 0n nu µ→ →  khi n →∞  và 0nµ ≠  với mọi n∈ . 
Chứng minh. Định lí được chứng minh trong (Browder, 1970; Zeider, 1980).   
Nhận xét 2.2. Bằng cách thay F  bởi F− , ta được dãy các giá trị riêng âm. 
Định nghĩa 2.3. (Giá trị riêng) Ta nói λ  là giá trị riêng của bài toán (1.1) nếu tồn tại một 
hàm khác hàm hằng 0 (hàm riêng) 1, )(pu W∈ Ω  sao cho với mọi 1, )(pv W∈ Ω , ta có 

2 2 2d d dp p px u uu u vu v xv m uβ σ λ
Ω

−−

Ω∂ Ω

−∇ =∇ +∇∫ ∫ ∫  (2.4) 

trong 1, )(pW Ω  là không gian Sobolev với chuẩn 

 ( )1/
: d d

pp pu u x u x
Ω Ω

= ∇ +∫ ∫ . 

2.2. Thiết lập các hàm để chứng minh sự tồn tại dãy các giá trị riêng 
 Bây giờ, ta sẽ áp dụng nguyên lí Ljusternik-Schnirelman để thiết lập sự tồn tại dãy các 
giá trị riêng dương cho bài toán (1.1). 
Trên không gian Sobolev 1, )(pW Ω , ta xét các hàm 
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 ( ) ( ) ( ) dpF u m x u x x
Ω

= ∫  (2.5) 

 (( ) d d( ) ( ) )p pG xu xu x u xβ σ
Ω ∂Ω

= +∇∫ ∫  (2.6) 

Rõ ràng, 1 ), (F G C∈ Ω . Ta xét 1A F
p

′=  và 1B G
p

′=  trong đó 

 2, dpAu v m u uv x−

Ω
= ∫  (2.7) 

 2 2, d ,dp pB uu v x uvu u v β σ
Ω

− −

Ω∂
= +∇ ∇ ∇∫ ∫  1,, )(pu v W∈ Ω  (2.8) 

Khi đó, (2.1) trở thành Au Buµ=  với ( ) 1G u = . Do đó, với mọi 1, )(pv W∈ Ω , ta có 

 ( )2 2 2d d dp p pm uu uv x u vux uvµ β σ
Ω Ω Ω

− − −

∂
= ∇ ∇ +∇∫ ∫ ∫  (2.9) 

 Ta sẽ chứng minh ,F G  thoả mãn (A1) – (A4). Từ (2.5), (2.6), (2.7) và (2.8), rõ  ràng 
,F G  thoả mãn giả thiết (A1) và (A4). 

Mệnh đề 2.4. Cho F  được xác định trong (2.5). Khi đó, F ′  thoả mãn (A2). 
Chứng minh. Ta chứng minh A  liên tục mạnh trên 1, ( )pW Ω . 

Lấy 1,( ) ( )p
nu W⊂ Ω  sao cho nu u  trên 1, ( )pW Ω .  

Ta sẽ chứng minh nAu Au→  trên 1, *( )pW Ω . 

Với mọi 1, ( )pv W∈ Ω , áp dụng bất đẳng thức Hölder và phép nhúng Sobolev, ta được 
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Đặt 2p
n n nu uw −=  và 2pw uu −= . Do nu u  trên 1, ( )pW Ω , nu u→  trên ( )pL Ω  nên ta có 

 )( ) (nw wx x→  hkn trên Ω  và 1 1d d
p p

p
n

pw x w x
Ω

−
Ω

− →∫ ∫ . 

Suy ra nw w→  in 1 ( )
p

pL − Ω  (Le, 2006). Do đó, nAu Au→  trên 1, *( )pW Ω .   
 Ta cần một bổ đề được chứng minh trong (Le & Schmitt, 1997) để chứng minh giả 
thiết (A3). Hơn nữa, ta sẽ dùng chuẩn 

 ( )1/
: d d

pp pu u ux
β

β σ
Ω Ω∂

+∇= ∫ ∫  

tương đương với chuẩn thông thường trên 1, )(pW Ω  (Deng, 2009). 

Bổ đề 2.5. Cho B  được xác định trong (2.8). Khi đó, với mọi 1,, ( )pu v W∈ Ω  ta có  

 ( )( )1 1, p pBu Bv u v u v u v
β β β β

− −− − ≥ − − . 
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Hơn nữa, , 0Bu Bv u v− − =  khi và chỉ khi u v=  hkn trên Ω . 
Chứng minh. Bổ đề được chứng minh trong (Rahmani et al., 2012).   
Mệnh đề 2.6. Cho G′  được xác định trong (2.8). Khi đó, G′  thoả mãn (A3). 
Chứng minh. Ta có G pB′ =  nên ta chỉ cần chứng minh B  thoả mãn (A3). Bằng cách áp 
dụng phép nhúng Sobolev, bất đẳng thức Hölder và lập luận tương tự Mệnh đề 2.4 ta được 
B  liên tục và bị chặn.  
Ta chứng minh B  thoả mãn điều kiện 0( )S , tức là,  

 ,nu u  ,( )nG u v→′  ( ), ,n nG u u v u′ →  

với 1, *)(pv W∈ Ω  và 1, )(pu W∈ Ω  kéo theo nu u→  in 1, )(pW Ω .  

Do 1, )(pW Ω  là không gian lồi đều địa phương nên để chứng minh nu u→  trên 1, )(pW Ω  ta 

chỉ cần chứng minh nu u
β β
→ . Ta có 

 ( )lim lim 0, , , ,n n n n n nn n
Bu Bu u uBu Bu Buu u u u

→∞ →∞
− =− −− − = . 

Mặt khác, theo Bổ đề 2.5 ta có 

 ( )( )1 1, p p
n n n nBu Bu u u u u u u

β β β β

− −− − ≥ − − . 

Do đó nu u
β β
→  khi n →∞ .  

Vậy B  thoả mãn điều kiện 0( )S .   
3. Kết luận 
 Bây giờ, ta sẽ chứng minh sự tồn tại của dãy giá trị riêng bằng cách áp dụng Định lí 
2.1  theo nguyên lí Ljusternik-Schnirelman. 
Định lí 3.1. Cho ,F G  là các hàm xác định trên 1, )(pW Ω  trong (2.5), (2.6). Khi đó, tồn tại 
một dãy không tăng các giá trị riêng không âm { }nµ  có được từ nguyên lí Ljusternik-

Schnirelman sao cho 0nµ →  khi n →∞ , trong đó 

 sup inf ( )
n

n HH u
F uµ

∈∈
=


 (3.1) 

và mỗi nµ  là giá trị riêng của ) ( )(u G uF µ ′′ = . 

Chứng minh. Sự tồn tại của dãy { }nµ  được suy ra từ Định lí 2.1 (5). Từ (2.5), (2.6), (2.7) và 
(2.8) ta có 
 ( ) , , ( )n n n n n n n n n nG u Bu u Au u F u aµ µ µ= = = = = . 
Kết hợp tất cả với (2.2) ta được (3.1).   
Hệ quả 3.2. Tồn tại một dãy không giảm các giá trị riêng không âm { }nλ  của (1.1) thu được 

bằng cách áp dụng nguyên lí Ljusternik-Schnirelman sao cho 
1

n
n

λ
µ

= →∞  khi n →∞ , với 

nµ  là giá trị riêng của phương trình ( ) ( )F u G uµ′ ′=  được xác định trong (3.1). 
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Chứng minh. ) ( )(u G uF µ ′′ =  tương đương với 

 ( )2 2 2d d dp p pm u x u u xuv uvv uµ β σ− − −

Ω Ω ∂Ω
= ∇ ∇ ∇ +∫ ∫ ∫   

với mọi 1, )(pv W∈ Ω  
hay 

 2 2 21d d dp p puvu u v x u m u u xvβ σ
µ

− − −

Ω ∂Ω Ω
∇ ∇ ∇ + =∫ ∫ ∫  

với mọi 1, )(pv W∈ Ω . Suy ra u  là một nghiệm yếu của (1.1) liên kết với giá trị riêng 1
µ

. Do 

đó, áp dụng Định lí 3.1 ta được kết quả.   
Định lí 3.3. Tập hợp các giá trị riêng của bài toán biên Robin (1.1) là tập đóng. 
Chứng minh. Giả sử { }( , )n nu γ  là dãy các cặp riêng của (1.1) sao cho nγ γ→  với 0γ ≥ . 

Không mất tính tổng quát, ta giả sử 1nu
β
= . Khi đó, nu u  in 1, ( )pW Ω . Theo Bổ đề 2.5, 

ta có 

 ( )( )1 1, p p
n n n nBu Bu u u u u u u

β β β β

− −− − ≥ − − . 

Mặt khác, do ( , )n nu γ  là cặp riêng của bài toán (1.1) nên ta có 

 , , , , ,n n n n n n n n nBu Bu u u Bu u u Bu u u Au u u Bu u uγ− − = − − − = − − − . 

Mà 0,n nBu Bu u u− − →  khi n →∞  nên nu u
β β
→  khi n →∞ . Suy ra nu u→  trên 

1, ( )pW Ω  do 1, ( )pW Ω  là không gian lồi đều địa phương.  
Để chứng minh γ  là giá trị riêng của (1.1) và u  là hàm riêng tương ứng, ta cần chứng minh 

rằng với mọi 1, )(pv W∈ Ω  khi n →∞  thì  

 2 2d dp p
n nu u v x u u v x− −

Ω Ω
∇ ∇ ∇ → ∇ ∇ ∇∫ ∫  (3.2) 

 2 2( ) d ( ) dp p
n nm x u x m x u xu v uv− −

Ω Ω
→∫ ∫  (3.3) 

 2 2( ) d ( ) dp p
n n xu vx uv uuβ σ β σ− −

∂Ω ∂Ω
→∫ ∫  (3.4) 

Đặt 2p
n n nuw u−∇= ∇  và 2pu uw −∇= ∇ . Khi đó, do nu u→  in 1, ( )pW Ω  nên 

 )( ) (nw wx x→  hkn trên Ω  và 1 1d d
p p

p p
nw x w x

Ω
−

Ω
− →∫ ∫ . 

Theo (Le, 2006), ta suy ra nw w→  trên 1 ( )
p

pL − Ω . Do đó, áp dụng bất đẳng thức Hölder, ta 
được (3.2). Tương tự, ta cũng có (3.3) và (3.4).   
Định lí 3.4. Cho u  là hàm riêng của bài toán (1.1). Khi đó, ( )u L∞∈ Ω . 
Chứng minh. Theo định lí phép nhúng Sobolev, ta chỉ cần chứng minh trong trường hợp 
p N≤ . Ta sẽ dùng kĩ thuật lặp Moser trong chứng minh này. 



Tạp chí Khoa học Trường ĐHSP TPHCM Tập 22, Số 7 (2025): 1189-1198  
 

1195 

Giả sử 0u ≥  trên Ω . Với mỗi 0M > , ta xét ( ) min{ ( ), }Mv x u x M= . 
Cho ( )f x x=  nếu x M≤  và ( )f x M=  nếu x M> . Khi đó, theo (Le, 2006), ta suy ra được 

1, ( ) ( )p
Mv W L∞∈ Ω ∩ Ω .  

Với mỗi 0k > , ta xét 1kp
Mvϕ += . Khi đó, .( 1) kp

M Mkp v vϕ∇ = + ∇  Suy ra 1, ( ) ( )pW Lϕ ∞∈ Ω ∩ Ω  
Chọn ϕ  là hàm thử trong (2.4), ta được 

 
( )

)

2 2 2 1

( 1

11 d d d

d

p p pkp kp
M

k

kp
M M M

p

uu u v ukp v x m u x

m

u

u

v

x

vβ σ λ

λ

− − −

Ω

+

∂ ΩΩ

+

+

Ω

+ +∇ ∇ ∇

≤

= ∫
∫

∫ ∫
 

hay 

 )1 ( 11 d
( 1)

dp
k ppk

M
k
k

v mx u xp λ+

Ω

+

Ω
∇

+
+

≤∫ ∫ . 

Suy ra 

 ( ) (1 )1 11 d
( 1

d
)

1
( 1)

p pk k
M M

k
p p

pk pp x
k

kv v m u x
k

λ ++

Ω

+

Ω

 +
∇ ≤ + +

+
 

+
+ ∫∫ . 

Do đó  

 )

( 1)
1 ( 11 1

( 1)
k ppk

M p k p

kpv m u
k

λ
+

+
∞

+ +
≤ + + 

. 

Áp dụng phép nhúng Sobolev, tồn tại 1 0c >  sao cho 

 1 1
1*

k k
M Mp

v c v+ +≤  

trong đó * Npp
N p

=
−

 nếu p N<  và * 2p p=  nếu p N≥ . Do đó 

 

( 1) *

1
1 )

1
1

( 1
1

( 1

1

)

*

1
1 1

( 1)

k k
k p

k p
k

k p

M M p

p

v

k u

v

pc m
k

λ

+ +

∞

+

+
+

+

≤

 +
≤ + + 

. 

Hơn nữa, tồn tại 2 0c >  sao cho 

 

1
1

2
1 1 0

(
,

1)
p k

p

kp m c k
k

λ
∞

+ +
+ ≤ ∀ > + 

. 

Do đó 

 
11

11
2 11( 1) * ( )

kk
k p k pMv c uc ++
+ +

≤ . 

Theo bổ đề Fatou, cho M →∞ , ta được 

  
11

11
2( 1) * (1 1)

kk
k p k p

u c uc ++
+ +

≤  (3.5) 
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Chọn 1k  sao cho 1( 1) *k p p+ = , khi đó (3.5) trở thành 

 11

1

11
11

2( 1) * 1 *
kk

k p p
uu c c ++

+
≤ . 

Ta tiếp tục chọn 2k  sao cho 2 1( 1) ( 1) *k p k p+ = + , khi đó cho 2k k=  trong (3.5), ta được 

 2 22 2

22 1

1 11 1
1 11 1

2 2( 1) * ( 1) ( 1) *1 1
k kk k

k p k p k p
u c c c cu u+ ++ +

+ + +
=≤ . 

Bằng quy nạp, ta được 

 
1

11
11

2( 1) * ( 1) *1
n

n

n

n

kk
k p k p

u c uc
−

++
+ +

≤ , 

trong đó dãy { }nk  thoả mãn 1 0( 1) ( 1) *, 0n nk p k p k−+ = + = . Rõ ràng, *1
n

n
pk
p

 
+ =  

 
. Do đó 

 
11

11
11

2( 1) * *1

nn
ii ii

n

kk
k p p

u c c u
== ++

+
≤

∑∑
. 

Do * 1p
p
<  nên tồn tại 0C >  sao cho với mọi 1,2,n =  

 
*nr p

u C u≤ , (3.6)  

với ( 1) *n nr k p →∞= +  khi n →∞ .  

Ta chứng minh ( )u L∞∈ Ω  bằng phản chứng. Giả sử ( )u L∞∉ Ω  khi đó tồn tại 0ε >  và tập 
A  có độ đo dương trong Ω  sao cho 

*
( )

p
u x C u Kε> + =  với mọi x A∈ . Khi đó 

 ( ) *

1/ 1/lim minf in ili f nflim
n

nn

n

r rr

An r n pn
K K A K Cu u

→∞ →∞ →∞
≥ = = >∫ . 

Điều này mâu thuẫn với (3.6). Vậy ( )u L∞∈ Ω . 

Nếu u  (hàm riêng của (1.1) đổi dấu trên Ω , ta chứng minh u+  và u−  thuộc ( )L∞ Ω . Khi đó, 

( )u u u L+ − ∞= − ∈ Ω .   
Định lí 3.5. Cho Ω  là miền bị chặn trong N

  với biên 1,C γ , 0 1γ< ≤  và u  bị chặn là 
nghiệm yếu của bài toán 

 2

,

( , ) ,

( ) ( )p

pu x u

u x g x x
u x
ν

φ−

− =

 ∂


∆ ∈Ω

∇ Ω∂∈=
∂

 

với u M
∞
≤ . Nếu ( )g L∞∈ Ω  với g K

∞
≤  và φ  thoả mãn điều kiện (S1), tức là, tồn tại 

0L >  sao cho 

 ( )( , ) ( , )x z y w L x y z wγ γφ φ ≤ − +− −  và ( , )x z Lφ ≤  
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với mọi [ ]( , ), ( , ) ,x z y w M M∈∂Ω× − . Khi đó, tồn tại hằng số ( ), , , ,N p M Kα α γ=  dương 

sao cho 1, )(u C α∈ Ω  và ( )1, ( )
, , , , , ,

C
u C N p M K Lα γ

Ω
≤ Ω . 

Chứng minh. Định lí được chứng minh trong (Le, 2006).   
Định lí 3.6. Cho ∂Ω  thuộc lớp 1,C γ , 1, ( )C γβ ∈ ∂Ω  với 0 1γ< ≤  và u  là hàm riêng của (1.1). 

Khi đó, 1, ( )u C α∈ Ω  với (0,1)α ∈ . 

Chứng minh. Ta có ( )u L∞∈ Ω  và ( )m L∞∈ Ω  nên  

 2( ) ( ) )( ) ( ) (pg m xx u u Lxxλ − ∞= ∈ Ω  và g K
∞
≤ . 

Bây giờ, ta chứng minh 2( , ) ( ) px u x u uφ β −= −  thoả mãn điều kiện (S1). Thật vậy, ta có 

 

2 2

2 2 1

( , ) ( , ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

p p

p p p

z w

w zz

x z y w x z y w

y w y x z

φ φ β β

β β β

− −

− − −

− = −

≤ −

+

+−
 

Chú ý rằng 1, ( )C γβ ∈ ∂Ω  và 2( , ) px z zzϕ −=  thoả mãn điều kiện (S1) với mọi 

min{ 1,1}0 pγ ≤ −<  (Le, 2006). Khi đó, tồn tại 1 20, 0C C> >  và 3 0C >  sao cho  

 1( )y Cβ ≤ , 2( ) ( )y x C x y γβ β ≤ −−  và ( )2 2
3

p p yw zw z x wC zγ γ− −− − + −≤  

với mọi min{ 1,1}0 pγ ≤ −< . 
Do đó, tồn tại 0L >  sao cho 

 ( )( , ) ( , )x z y w L x y z wγ γφ φ ≤ − +− −  và ( , )x z Lφ ≤  

với mọi [ ]( , ), ( , ) ,x z y w M M∈∂Ω× − , với mọi min{ 1,1}0 pγ ≤ −< . 

Áp dụng Định lí 3.5, tồn tại hằng số ( ), , , ,N p M Kα α γ=  dương sao cho  

 1, )(u C α∈ Ω  và ( )1, ( )
, , , , , ,

C
u C N p M K Lα γ

Ω
≤ Ω .   

 

 Tuyên bố về quyền lợi: Tác giả xác nhận hoàn toàn không có xung đột về quyền lợi. 
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ABSTRACT 
The eigenvalue problem is an essential part of mathematics and is often encountered in various 

fields, such as computer science, engineering, physics, and many others. Properties of eigenvalues 
have attracted the attention of mathematicians for centuries. In this paper, we conducted a study on 
the existence of a non-negative, non-decreasing sequence of eigenvalues for p-Laplacian and the 
closedness property of the set of these eigenvalues. Specifically, the study explores the boundedness 
and Hölder continuity of eigenfunctions under Robin boundary conditions. This investigation 
involves a function β  defined on the boundary ∂Ω , which is not necessarily continuous but satisfies 

( )Lβ ∞∈ Ω and ( )d 0xβ σ
∂Ω

>∫ . 
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