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TOM TAT

Bai bdo nay trinh bay mot tong hop phan tich tri thire ludn lich sit va bé sung mét sé két qua
mdi vé qud trinh hinh thanh va phdt trién ciia ham s6; xdc dinh cdc quan niém dnh hwong lén qua
trinh phat trién va cdc ddc trung tri thive ludn ciia ham s6. Nghién cieu dwoc thue hién bang phwong
phap phdn tich tri thiec ludn lich s trén cdc tai ligu vé lich sir cua Gidi tich va Ham 56 thuec. Két qud
phan tich tri thirc ludn lich sit cho thdy ham sé phdt trién trong 6 giai doan bao gom thoi ki Cé dai,
thoi ki Trung dai dén cudi thé ki XV, thoi ki Phuc Hung, thé ki XVII, thé ki XIX, va tir thé ki XX dén
nay; cdac quan niém hinh hoc, dai 50, gidi tich, métric, topo, s6 hoc hoa gidi tich da anh huong manh
mé Ién qud trinh hinh thanh va phat trién ciia ham sé. Ngodi ra, chudng ngai tri thire ludn lich sir
ciia ham s6 la s phéan biét giita dinh nghia va biéu dién ciia ham s6. Két qua nghién civru gop phan
cho phan tich tri thike ludn lich sir todn hoc va lam co sé cho cac nghién ciru vé nhitng tré ngai ciia
hoc sinh va sinh vién khi tiéb can khai niém ham $6.

Tir khéa: biéu thic giai tich; ham s6; dinh nghia ham s6; phan tich tri thirc luan lich st;
chudng ngai

1.  Gioi thiéu

Ham sb dugce st dung trong moi nhanh cua toan hoc, nhu cac phép toan dai s6 trén sd,
cac phép bién ddi trén cac diém trong mat phang hodc trong khong gian, giao diém va hop
clia cac cap tap hop... Ham s6 1a sy thong nhat khai niém trong toan hoc. Mbi quan hé giira
cac hién tugng trong doi séng hang ngay, chang han nhu mdi quan hé gitra toc do cia 6 to
va quing duong da di 1a cac ham s theo thoi gian. Khai niém ham sé ¢6 mot vai trd quan
trong trong chuong trinh gidng day toan hoc ¢ trudng. Khai niém ham s hién dién xuyén
sudt trong chuong trinh gido duc pho théng mén toan tir bac tiéu hoc cho dén trung hoc phd
thong, nhung dudi nhiéu hinh thic khac nhau tir ngdm an cho dén tudng minh. Klein va
cong su quan niém rang can phai dit khai niém ham sb vao vi tri trung tim cua viéc giang
day (Klein et al., 2016) boi vi, trong tat ca cac khai niém toan hoc cta hai thé ki XVIII va
XIX, khai niém nay dong vai tro chu dao & bét cir noi nao tu duy toan hoc dugc sir dung.
Nhitng dinh huéng chuong trinh gidng day gan ddy nhit nhan manh 5 rang tim quan trong

Cite this article as: Nguyen Ai Quoc, & Do Duong Anh Thao (2024). An historical — Epistemological analysis
of function. Ho Chi Minh City University of Education Journal of Science, 21(2), 230-244.
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ctia ham s6 (National Council of Teachers of Mathematics, 1989). Tuy thudc vao quan diém
toan hoc théng tri, khai niém ham $6 ¢ thé duoc xem xét theo nhiéu cach khac nhau, moi
cach c6 nhitng ham y gido duc khac nhau.

Ponte (1992) xem xét mot sb khia canh ndi bat hon trong lich sir cua khai ni€ém ham
s0, xem xét mbi quan hé cta né véi cac nganh khoa hoc khac va thao luan vé viée sir dung
n6 trong nghién ciru cac tinh hudng trong thé gisi thyc. Luan 4n ciia Burnett-Bradshaw
(2007) kham phéa cac quy trinh reification va encapsulation? khi chiung 4p dung cho khai
niém ham va cé ging xéac dinh cach ca hai quy trinh gop phan giai thich sy hinh thanh khai
niém ham sd. Theo Burnett-Bradshaw, quy trinh reification vé co ban 1a mét quy trinh ba
budc gdm chii quan hoa, cd dong héa va cu thé héa. Trong quy trinh ba budc nay,

dau tién phai c6 mot quy trinh duoc thuc hién trén cac ddi twong da quen thudc, sau d6 ¥ tudng

bién quy trinh nay thanh mot tong thé chit ch&, nho gon va khép kin hon s& xuét hién va cudi

cling phai c6 dugc kha ning coi thuc thé méi nay nhu mot dbi twong vinh vién theo diing nghia

cua no. (Sfard, 1992, p.64).

Mit khac, quy trinh encapsulation vé co ban 1a mot kiéu triru twong phan anh (chu
quan hoéa, phdi hop, dong goi, khai quat héa va dao nguoc) trong d6 mot hanh dong duoc ap
dung cho mét quy trinh dé thay doi n6 thanh mot dbi twong va do d6 duoc dong goi. Rogers
va Pope (2016) gi6i thiéu kham pha sy phat trién cia cac ¥ tuong toan hoc trong qua trinh
hinh thanh khai niém ham sé (Rogers & Pope, 2016). Mendes (2021) nghién ctru nhan thirc
luan-lich sir vé su sang tao toan hoc, nhdm muc dich mé ta cac phuong thic cua cé4c giai
doan sang tao nay, tap trung vao sy phat trién ctia phép tinh vi phan va khai niém ham sb.

Theo Sierpinska (1987), chudng ngai tri thirc luén li€én quan dén viéc hoc ham sb 1a
khai niém vé gidi han. Murillo Lopez (2008) dwa ra mot vi du khac vé chudng ngai tri thirc
luan: khai niém ham s6 nguoc. Theo Parmentier (1989) va Chauvat (1999), khai niém duong
cong la mdt tré ngai tri thirc ludn ddi véi khai niém ham s6. Theo ho, duong cong 1a mot tro
ngai vi né thyuc su 1a kién thac hiru ich dé giai cac bai toan hinh hoc. Trong mdt s6 trudong
hop nhat dinh, dudng cong con gitip giai bai toan lién quan dén ham s6 khi chung ta tim giao
diém gitra hai duong phuong trinh. Theo Janvier (1998), mot chudng ngai tri thirc luan khac
lién quan dén khai niém ham sé 13 khai niém thoi gian nhu mot bién sb. Theo Sierpinska
(1992), viée xac dinh cac bién s6 1a mot yéu td c6 thé giy ra nhirng chudng ngai vé tri thirc
luan vi nhiéu hoc sinh khong thiy dugc tAm quan trong cta viéc phan biét bién nao 1a phu
thudc va bién nao 1a doc 1ap.

2.  Phwong phap nghién ciru
2.1. Nghién ciru tri thirc ludn lich sw

Phuong phap nghién ctru tri thirc luén lich str dugc sir dung dé phan tich céc tai li¢u
trong va ngoai nudc vé lich st ctia Giai tich ndi chung va ham sb néi riéng dé lam sang t6
qué trinh hinh thanh va phat trién ctia ham s6. Trong d6, 1am rd nguyén nhan ra doi cia ham

2 Tam dich lan luot 1a Quy trink vét chdt héa va Quy trinh déng goi.
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sd, cac quan niém anh huéng 1én qua trinh hinh thanh va phat trién cua ham sb; xac dinh
chudng ngai cho qué trinh phat trién ctia ham so, va cac ddc trung tri thirc luan ctia ham sé.

Mot phan tich tri thirc luan lich str ham sd, hay phén tich tri thirc luan ham s6 1a nham
xéc dinh nguyén nhan va céc quan niém anh hudng 1én qua trinh hinh thanh va phat trién;
cac dic trung tri thire luan cua ham sd, cho phép 1am co s cho phan tich cac tré ngai va sai
lam ctia nguoi hoc khi tiép can ham s theo quan diém didactic Toan. D6 ciing la muc dich
cuia nghién ciru trinh bay trong bai viét nay.
2.2. Co ché hoat dong va cdc hinh thirc thé hién ciia khdi niém

Theo Douady (1984,1986), mot khai niém toan hoc c6 ba co ché hoat dong: Cong cu
tuong minh, trong do khai niém dugc chu thé su dung, c6 thé trinh bay va giai thich viéc su
dung; Coéng cu ngﬁm an, trong d6 khai ni¢m duoc chu thé st dung ngﬁm an, nhung khong
thé trinh bay va giai thich viéc str dung chung; Pdi twong nghién ctru, trong d6 khai niém
duogc chu thé nghién ctru (duoc dinh nghia, duoc khai thac cac tinh chét...).

Theo Chevallard (1991), mdt khai niém toan hoc co thé thé hién duédi ba hinh thirc:
Khai niém tién toan hoc (protomathématique), trong d6 khai niém khong c6 tén, khong duoc
dinh nghia, va hoat dong nhu mot cong cu ngam an; Khai niém gan toan (paramathématique),
trong do khai niém co tén, khong dugc dinh nghia, va la cong cu dugc van dung dé giai quyét
van d¢&; Khai niém toan hoc, trong d6 khai niém c6 tén, duoc dinh nghia, vira 1a d6i tuong
nghién ctru, vira 1a cong cu dugc van dung dé giai quyét van dé.
3. Két qua va thao luin
3.1. Phdn tich tri thirc ludn lich siv ham so

Téng quan cdc giai doan phit trién ciia lich siv ham sé

Khi kham pha lich sir vé sy hinh thanh va phat trién caa ham sé xuyén subt tir thoi c6
dai dén nay, truc tién khéai niém ham sé duoc hiéu théng qua toan hoc hién dai va thyuc ra
khdng cd trong toan hoc ¢ dai cia ngudi Babylon va nguoi Hi Lap. Thi hai, kha ning xuét
hién khai niém ham sb nhu mot méi quan hé phu thudc va sau d6 1a mdi quan hé giira cac
dai lugng khac nhau. Tht ba, sy xuét hién caa khai niém ham sé théng qua cac biéu dién ki
hiéu va d6 thi. Thu tu, c6 su ddu tranh trong viéc dinh nghia thuat ngit ham sé tir quan diém
dai 6 sang viéc dinh nghia tir quan diém duya trén Ii thuyét tap hop. Cubi cling, cac nha toan
hoc thiét 1ap mot dinh nghia ¢ dang téng quét: “Mot ham f: S — T bao gdm hai tap hop S
va T cling v&i mot “quy tic” gan cho mdi x € S voi mot phan tir cu thé cua T, ki hiéu 14 f
(X)”, duoc goi 1a dinh nghia Dirichlet-Bourbaki (Marsden & Hoffman, 1993, p. 3).

Thoi cé dai (2000 TCN — 1299): Ham sé ngdm dn duwdi dgng bang sé va lweng giac

Khéi niém ham sé c6 tir 4000 nam dén khoang 2000 nam trudéc COng nguyén, tuy
nhién, khong phai tat ca 4000 nam dé déu dang dwoc ghi nhan. O’Connor va Robertson
(2005) kham phé nhitng déng gbp toan hoc cuia ngudi Babylon va ngudi Hi Lap ¢o dai doi
véi sy phat trién caa khai niém ham sé va nhan manh hai diém chinh. Truéc tién, toan hoc
ctia ngudi Babylon (khoang 1700 TCN) rat phong phi vé cac bang, chang han nhu “bang
binh phuong ctia c4c s6 ty nhién, 1ap phuong cua cc sb tu nhién, cac nghich dao cua cac sd
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tu nhién va bang cac bo 3 sé Pythagore...”. Nhirng bang nay chic chin xac dinh cac ham tir
tap hop N dén N, nhung khong c6 dau hiéu ndo cho thiy ngudi Babylon dang lam bat cir diéu
gi khac ngoai viéc ghi lai nhitng phat hién cua ho, khéng tim kiém bat ki loai mdi quan hé nao
gitra c&c s6 va binh phuong hodc lap phuong ctia chiing. Thir hai, Ptolemy (khoang nam 150),
nguoi da dong gop cho toan hoc cua nguoi Hi Lap, da khao sat va tinh todn day cung caa
mot duong tron, ma ngay nay cé thé duoc coi 1a ¢o lién quan dén khéi niém ham luong giac.
Tuy nhién, diéu nay khong c6 nghia 1 Ptolemy c6 bat ki kién thuc thuc sy nao vé cac ham
lwong giac, hoac tham chi vé& khai niém ham sé (O’Connor & Robertson, 2005). Do d6, c6
vé nhu cac y tuong toan hoc caa 3300 nam dau tién chi gidng véi quan niém hién tai cua
chung ta vé khéi niém ham khi nhin qua ling kinh ctia toan hoc hién dai.

Nhu vay, trong thoi ki nay, khai niém ham sb chua c6 tén goi hay dinh nghia. Do do,
hinh thtrc thé hién cua ham sé trong giai doan nay Ia tién toan hoc, tire 12 khong cé tén, khdng
dugc dinh nghia. N6 chi xuat hién nhu mot cong cu ngam an dé giai quyét cac bai toan thudc
vé thién van hoc, toan hoc... Trong d6, van dé nghién ctru vé su phu thudc duoc thé hién
trén cac bang s, cho biét mdi lién hé gitra hai tap hop hitu han, roi rac. Yéu t dau tién cua
khai niém ham sb duoc wu tién dé cap 1a tinh “phu thugc” gitra hai dai luong, mic du dic
tinh phu thudc nay khong xuét hién tuong minh. Tuong ty, dic trung twong tng va dic trung
bién thién caa cac dai lugng chi thé hién mot cach ngam an. Nhu vay, khéi niém “bién” 1a yéu
t6 co ban cau thanh khai niém ham sb chua xuat hién. Hon nita, sy phu thudc gitra hai dai luong
chi dugc md ta dudi hinh thic cac bang s6. Nhu vay, khai niém ham sé trong giai doan nay c6
cac dic trung tri thie luan 1a: khai niém tién toan hoc, cdng cu ngam an, biéu dién bang bang sb.

Thei trung dai dén cudi thé ki XV (1300 — 1499): Moi quan hé phu thujc

Thot Trung dai, c6 sy tiép tuc nghién ctu vé su phu thudc gitra hai dai lugng, dac biét
1a céc dai luong lién quan t6i chuyén dong nhu: van tdc, quang duong, thoi gian... CAc
chuyén dong nay duoc nghién ctru cht yéu vé mat dinh tinh bang cach mo ta chiéu bién thién
nhung khong di t6i cac quan hé ) luong. Mat dinh lugng duogc dé cap vao cudi thoi ki b?mg
cach mo ta vai gi tri tach roi ciia hién tuong va ¢ xu hudng che day mat bién thién lién tuc.
Tinh phu thudc gitra cac dai lugng duge mo ta bang 161, nhung chu yéu bang cac bang sb hodc
bang hinh hoc. Nhu vy, thoi ki nay bat diu c6 nhirng nghién ctru & nét hon vé dic trung
bién thién, biéu dién bang hinh hoc. Piéu nay danh ddu mot budc tién vé khai niém ham sb
v6i tu cach bién phu thudc. Tuy nhién, ban than thuat ngir “bién thién” va khai niém bién
chua xudt hién mot cach 16 rang. Nicole Oresme (1323-1382) di tién gan hon khai niém ham
s6 vao nam 1353 trong mot tac pham cé tya dé Tractatus de configurationibus Qualitatum
et motum (Chuyén luan vé Cau hinh ctia Pic tinh va Chuyén dong). Ong mé ta “cac quy luat
tu nhién la nhirng quy luat dua ra sy phu thugc cua mot dai lwong nay vao mét dai luong
khac” (O'Connor & Robertson, 2005). Diéu d6 dugc coi 1a di thiy trude va tién gan dén
cach trinh bay hién dai vé khai niém ham s do méi quan hé phu thudc. Oresme da phat trién
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mét Ii thuyét hinh hoc Vvé cac vi d6 cua cac hinh dang thé hién cac muc do vé cuong do va
vé do mé rong khéc nhau®.

Nhu vay, khai niém ham sé trong thoi ki nay chiu anh huéng caa quan niém hinh hoc;
c6 dic trung tri thic luan 1a dai lwong bién doc 1ap, dai lugng bién phu thudc, do hoa, tu tir
(md ta bang 1oi), md hinh héa chuyén dong, hinh thac thé hién tién toan hoc, co ché hoat
dong 1a cong cu ngam an.

Thei ki Phuc hung (Thé ki XVI — XVII)

Trong giai doan lich sir tir thé ki XVI -XVII, viéc gia ting manh m& nhiing phép tinh
toan hoc va dic biét sy ra doi cua céc ki hiéu chir dong vai tro quyét dinh ddi véi sy phét
trién sau nay cua Ii thuyét cac ham so.

Cong trinh ctia Oresme dugc ndi tiép bai cong trinh cua Galileo (1564-1642), trong d6
6ng nghién ctu khai niém vé chuyén dong. Nghién cau vé chuyén dong cho phép Galileo
nghién citu méi quan hé giita hai dai luong bién d6i (Malik, 1980), ma ciing c6 thé dugc
xem 1a ¢6 lién quan dén khéi niém ham sé. Mot 1an nira, mot phan toan hoc khac caa ong
cho thiy ong da bat dau nim bét dwoc khai niém vé anh xa gitra cac tap hop nhu thé nao.
Nam 1638, ong nghién ctru bai toan hai duong tron dong tdm tdm O, duong tron Ién A c6
duong kinh gap d6i duong tron nho B. Cong thuc quen thudc cho chu vi cua A gap doi chu
vi ctia B. Nhung khi 14y bt ki diém P nao trén duong tron A thi PA cat dudng tron B tai mot
diém. Vi vy Galileo dd xay dung mét &nh xa bién méi diém cua A thanh mét diém cua B.
Tuong tu, néu Q 1a mot diém trén B thi OQ cét dudng tron A tai ding mot diém. Mot lan
nira, 6ng lai c6 mot ham sé, 1an nay 1a tir cac diém cua B dén cac diém cua A. Mic du chu vi
cua A gap doi chiéu dai chu vi cia B nhung chung c6 cung sé diém. Ong ciing tao ra sy
twong ung 1-1 tiéu chuan giira cc sb nguyén dwong va binh phuong cua ching, diéu nay
(theo thuat ngir hién dai) tao ra sy song anh gitta tap N va mot tap con thuc su.

Nhu vay, khai niém ham s ra doi tir viéc giai quyét bai toan hai dudng tron déng tam
va bai todn chuyén dong cia Galileo. Trong giai doan nay, khai niém ham sé c¢é dic trung
tri thirc luan 1a tinh phy thugc, mé hinh héa hién twong tu nhién, tu tir (Mo ta bang 1oi), anh
Xa, twong ng 1-1; va van con chiu anh huéng cua quan niém hinh hoc, mic du di cé sy thay
d6i quan niém tir hinh hoc sang dai so.

Gan nhu cung thoi diém Galileo nay ra nhitng y tuong vé su phu thudc trong ham sb,
Descartes (1596-1650) dua dai s6 vao hinh hoc trong La Géométrie (Hinh hoc). Descartes
da phat biéu rang mot phuong trinh hai an, duoc biéu dién vé mat hinh hoc bang mét duong
cong, biéu thi sy phu thudc 13n nhau giira hai dai luong bién thién, cu thé 12 “Béng cach lay
lan lwot va vo han céac dai luong khac nhau dbi véi dudng y ta cling ¢6 vo han cac dai luong

3 R4t 1au trude khi phap tinh vi tich phan xuét hién, Nicole Oresme, da phat trién cai ma ong goi la vi do cua
c4c hinh dang, 1a cach biéu dién bang d6 hoa lam sang t6 mdi lién hé co ban gitra dién tich va cai ma ngay nay
chung ta goi 1a tich phan. Trong khéa hoc giai tich, vi do cia céac hinh dang c6 thé dugce st dung dé gidi thiéu
¥ tuong vé tich phan dudi dang dién tich, dong thoi gidi thiéu y tuong rang quang duong di duogc 14 tich phan
ctia van toc (Theo Tir dién Cambridge).
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khac nhau d6i véi duong X, va nhu vay ta ¢ vo han cac diém khéc nhau, nhd vao d6 ta mo
ta dwoc duong cong mong mudn”. Y tudng vé dao ham xuat hién nhu cach tim tiép tuyén
ti bat ki diém nao trén dudng cong ndy. Trong md ta cua Descartes, nhitng yéu t6 cha yéu
cua khai niém ham sé da biéu hién 13 rang hon: “Puong x”, “dwdng y” 1a nhiing bién, gia tri
ctia chdng 1a phu thudc. Tuy nhién, cac thuat ngit “ham s6”, “phu thuoc”, “bién thién” van
chua xuat hién tuong minh (Ponte, 1992).

Nhu vay, khai niém ham sé phat trién, thay doi y nghia ciia n6 ciing nhu dugc dinh
nghia chinh x4c hon theo thoi gian. Khéi niém ham s ban dau (ngam an) da két hop mot s6
¥ tuong cua khai niém ham sé hién dai, nhung theo mot cach han ché hon nhiéu.

Sy gisi thiéu dai s6 rat gon (syncopated algebra)* vao trong céc cong trinh toan hoc
cua Viéte (1540-1603) trong thé ki nay ciing dugc tim thay. Trong dai s6 rit gon, mot nguyén
am duoc dung dé biéu thi mot dai luong chua biét va mot phu am duoc dung dé biéu thi mot
dai lwong da biét hoac mot tham sb (Boyer, 1985). Pai s6 rat gon nay lién quan gian tiép dén
khai niém ham vi ki hiéu dai s, hay dung hon 1a cach ki hiéu bang biéu tuong, 1a mét trong
nhiéu cach biéu dién ham. Toan hoc dugc nhan thirc nhu mot ngdn ngit dé biéu dién thuc
tién vat chat cua thé gigi tu nhién.

Trong hinh hoc giai tich cua Descartes (1637),

céc dudng cong dugc md ta bang chuyén dong hoic bang cong thirc dé cap dén chuyén dong chi

khong phai ciu trac, da duoc dua vao nghién ciru va mdi quan hé c6 thé biéu dién dugc trong biéu

thirc va 6 thi ciia nd hién da duoc chip nhan lam déi trong toan (Malik, 1980, p.490).

Vén d& duy nhat véi hinh hoc giai tich vao thoi diém nay 1a nd khong c6 khéi niém vé
cac bién phu thudc va bién doc lap (Kleiner, 1989), bat dau thuc su chuyén viéc biéu dién
trong quan ham sb tir truc gic hinh hoc sang biéu thac giai tich. Dau hiéu dic trung cua
ham sé thoi ki nay 1a sy phu thudc 1an nhau cua hai dai luong bién thién thé hién bai mot
biéu thtc giai tich, trong d6 cac nha toan hoc quan niém: Ham sé 1a mot biéu thic giai tich.
Nhu vay, khéi niém ham sé bi thu hep vao mot phuong tién biéu dién caa nd. Thu hai, thé
ki XVI1I chitng kién su khéi dau cua vi tich phan caa Newton (1642-1727) va Leibniz (1646-
1716), tuy nhién, vi tich phan nay tap trung vao cac duong cong hinh hoc chir khéng phai
cac ham (Kleiner, 1989), va n6 da tao ra cac phép toan ap dung cho cac cong thirc. Hai y
twong 16n nay, bao gdm hinh hoc giai tich va vi tich phan, ciing nhau tao ra mot méi trudng
chin mudi cho sy phat trién caa khai niém ham sé. Cudi cing, thé ki XVII da ching kién
viéc str dung thuat ngir “ham” lan dau tién cua Johann Bernoulli (1667-1748) trong mot birc
thu giri Leibniz viét nam 1694, 6ng da mo ta ham sb 12 “maot dai lugng duoc hinh thanh theo
mot cach thirc nao d6 tir cac dai luong khong xac dinh va khong d6i” (nhu duoc trich dan
trong O'Connor & Robertson, 2005). Trong mét bai bao nam 1698, Johann Bernoulli viét vé
“ham cta tung d6”. Nhu vay, ham s trong giai doan nay c6 hinh thic thé hién I1a khai niém

4 Pai sb rit gon (Syncopated algebra) 14 giai doan pha tron cac ¥ twdng tu tir va biéu tuong, trong d6 mot sb
biéu tugng dugc st dung nhung khong chira tat ca cac dic diém cua dai sb biéu tuong. Ki hiéu dai s6 rat gon
lan déu tién xuat hién trong tac phdm Arithmetica ciia Diophantus (thé ki thir 3 sau Cong nguyén), tiép theo 1a
tac pham Brahma Sphuta Siddhanta ctia Brahmagupta (thé ki VI1). (Stallings, 2000)
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can toan hoc: ¢6 tén goi va chwa duoc dinh nghia chinh thirc; c6 co ché hoat dong cua ham
s6 1a cdng cu ngam an.

Newton (1642-1727) 1a mot trong nhirng nha toén hoc dau tién chi ra cach phat trién cac
ham theo chudi lity thira vO han, do d6 cho phép c6 su can thiép ciia cac qua trinh vo han. Khai
niém ham duoc 6ng néu ra dudi dang co hoc va hinh hoc trong cudn “Phép tinh vi phan va cac
chudi v6 han”. Newton chon thoi gian 1a mot khai niém phd bién va giai thich nhiing bién phu
thudc nhu 1a nhitng dai luong sinh ra tir d6 theo mot cach thuc lién tuc. Ong sir dung tir “fluent”
dé chi dinh céc bién doc 1ap, “relata quantitas” dé chi cac bién phu thudc, va “genita” dé chi
cac dai lugng thu duoc bang cach sir dung bén phép tinh s6 hoc co ban. Leibniz (1646-1716)
1a ngudi dau tién st dung thuat ngir ham sé vao nam 1673. Mot cach tong quat, ong sir dung
thuat ngit ham sé dé biéu thi su phu thudc cta cac dai lwgng hinh hoc vao hinh dang cua mét
duong cong. Ong ciing gidi thiéu cac thuat ngir hang, bién va tham sb.

Nhu vy, trong giai doan nay, khai niém ham sé chiu anh huéng caa cac quan niém
dai sb, hinh hoc, hinh hoc giai tich, giai tich, vi tich phan; c¢6 cac dac trung tri thac luan la
biu dién bang biéu thirc giai tich, chudi liiy thira vo han, tinh lién tuc, bién phu thudc, bién
doc lap, duong cong.

Thé ki XVIII: Pinh nghia ham sé Euler tir quan diém Pai 56

Thé ki XVIII tham chi con s6i dong hon thé ki XVII khi n6 ching kién sy tach biét
cua giai tich khoi hinh hoc, trong d6 khai niém ham nhu mét biéu thtrc dai s6 duogc st dung
thay cho khai niém bién s, khi n6 ap dung cho cac dbi tugng hinh hoc (Kleiner, 1989). Piéu
nay duoc chirng minh trong cdng trinh cua Euler (1707-1793), khi di cb ging dinh nghia
thuat ngi ham sé tir mot quan diém hoan toan dai sé vao nim 1748 trong cudn sach
Introductio in analysin infinitorum (Gi6i thiéu vé giai tich vo han). Trong Introductio in Analysin
infinitorum, Euler da dat khai niém ham sb 1a mét trong nhiing tru cot cua giai tich va bo mon
nay xét cho cling lay muc tiéu cua no 1a xac dinh ham s bang cac phuong trinh, chang han nhur
phuong trinh vi phan, phuong trinh vi phan tirng phan, hogc mét lan nira, phuong trinh ma ngay
nay chung ta goi la “ham s6” [. . .] Vao giira thé ki XVI111, chdng ta nhan thay sy hién dién ciia
mot khai niém dan dit, d6 1a ham sd, va gié tri cia mot phuong phép, d6 1a phuong phép ham
s6. Pong thoi, chding ta nhan thirc dugc nhiing phan xa cii, 1én 1t han ché ¥ tuong chung vé ham
s6 bang cach quy chiing vé trang thai da thirc (Dhombres, 1987).

Nam 1755, Euler xuit ban mét cubn sach khac c6 tim anh huéng lén, dé la
Institutiones calci differentialis. Trong cubn sach nay, 6ng da dinh nghia ham sb theo mot
cach hoan toan tong quat, dua ra mot dinh nghia hién dai hon vé ham sé, “Néu mot sé dai
lugng phu thude vao cac dai luong khac dén muc néu dai luong sau thay doi thi dai luong
trudc ciing thay doi, thi dai luong trude d6 dugc goi 1a ham sb cua dai luong sau”. Dinh nghia
nay &p dung khé rong réi va bao gdbm tit ca cac cach ma dai lugng ndy cé thé duoc xac dinh
bang dai luong khac. Do do, néu x biéu thi mot dai luong thay ddi thi tat ca cac dai luong phu
thudc vao x theo bat ki cach nao hoic duoc xac dinh boi x déu duoc goi la cac ham caa x. Pay
c6 thé 12 mot bude dot pha 16n nhung sau khi dua ra dinh nghia rong réi nay, Euler da danh cudn
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sach nay dé phét trién phép tinh vi phan chi sir dung cac ham giai tich (dan theo Ferraro, 2000).
Luu ¥ rang v6i dinh nghia nay va cac dinh nghia trude do, cach biéu dién ham sb gan lién
Vi viée xac dinh ham sb. Diéu gi xay ra néu nguoi ta ¢6 thé biéu dién ham theo hai céch
khéc nhau? Vay thi nd c6 phai 1a mot ham sb khdng? Van dé dau tién trong dinh nghia cta
Euler vé céc loai ham sé duoc chi ra vao nam 1780 khi nguoi ta ching minh rang mot ham
hdn hop dugc cho bai cac cong thirc khac nhau, d6i khi ciing c6 thé dugc cho bai mét cong
thirc duy nhat.

Déi voi Euler, khai niém ham sé 12 “mét biéu thic giai tich biéu didn méi quan hé gitta
hai bién véi d6 thi cua nd ma khong cé goc” (Malik, 1980, p.490). Tuy nhién, Euler khong
bao gio dinh nghia thuat ngix “biéu thirc giai tich”, nhung ngu y rang nd bao gom cac ham
dai s& (gom bbn phép toan hai ngdi, iy thira, va cin) va cac ham siéu viét (gdm cac ham
md, logarit va lugng giac, cling nhu dao ham va tich phan) (Kleiner, 1989; O'Connor &
Robertson, 2005). Ngoai viéc dinh nghia thuat ngit ham s, chinh Euler la nguoi dau tién coi vi
tich phan nhu mét I thuyét vé ham sb (Kleiner, 1989). Hon nita, vi tich phan nay khong can
mot dinh nghia phuc tap hon dinh nghia ma Euler da dé xuat, va duong nhu khong ai dat cau
hoi vé dinh nghia ctia Euler vi né du cho su tiép tuc phat trién cua vi tich phan (Malik, 1980).
Vao thoi diém nay, thuc té 12 khai niém ham sb da duoc xac dinh vai khai niém biéu thie
giai tich. Céach biéu dién nay som dan dén mot s6 mau thuin. Vi dy, cing mét ham c6 thé
duoc biéu dién bang nhiéu biéu thic giai tich khac nhau. Céch biéu dién nay ciing han ché
nghiém trong cac 16p ham cé thé dugc xem xét. Trong thuat ngit ngay nay, co thé néi rang
dinh nghia cua Euler chi bao gom cac ham giai tich, 1a tap con bi thu hep cua Iép ham lién
tuc von da nho. Nhan thie duoc nhiing thiéu sét nay, Euler da dé xuat mot dinh nghia thay
thé khong thu hit duoc nhiéu su chl ¥ vao thoi diém do. Pdi vai toan hoc chinh thong, viéc
xéac dinh ham sé bang cac biéu thuc giai tich s& khong thay doi trong sudt thé ki XVIII.

Euler str dung hai dinh nghia cho tir “ham sb”. That vay, doi khi “ham” duoc coi la
quan hé giira x va y va duoc biéu dién trén mat phiang bang mot duong cong dugc vé bang
tay, va d6i khi lai biéu thi mot dai lugng duoc hinh thanh nhu mét biéu thirc giai tich vai cac
hang sb va bién sb. Hai dinh nghia canh tranh nay dugc tim thy trong lich st sau nay, chang
han nhu Fourier (1768-1830) s& ap dung dinh nghia dau tién trong khi Lagrange (1736-1813)
s& theo dudi y tudng duoc thé hién trong dinh nghia thi hai. Nhung Fourier con di xa hon
nhiéu vi dng xem xét cac ham lién tuc theo tirng manh (Mawfik, 2001). Vi thé, ham s6 trong
giai doan ndy c6 hinh thtc thé hién khai niém toan hoc.

Thé ki XVIII di ching kién thém mét cot mbe quan trong khac trong su phét trién cua
khéi niém ham sé, d6 1a cudc tranh cai bai toan vé su dao dong cua soi day, ma nhimg ngudi
nhu Euler, D’ Alembert (1717-1783), Daniel Bernoulli va Lagrange (1736-1813) da dua ra cac
i giai (Kleiner, 1989). Bai toan dy dao dong khac vai bat ki bai toan nao di dit ra trude day
va khong c6 10i giai rd rang. Tuy nhién, né da c6 tac dong to 16n dén sy phét trién cua khai niém
ham sé do ban chat cua bai toan: Mot soi ddy dan hoi ¢6 cac dau cd dinh bi bién dang thanh mot
hinh dang ban du nao d6 rdi duoc tha cho dao dong diéu hoa. Bai toan ¢ déy 13 xac dinh ham
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mo ta hinh dang ctia soi day tai thoi diém t. Trong cudc tranh ci vé céc 1oi giai khac nhau cho
bai toan, tit ca déu xoay quanh y nghia cua “ham s6”. Theo Grattan-Guinness, “Toan bo giai
tich cua thé ki 18 da dugc xem xét: Ii thuyét vé ham s, vai trd cua dai s6, tinh lién tuc cua
truc sb thuc va su hoi tu cua chudi...” (Grattan-Guinness, 1970, p.2).

Vi thé, co ché hoat dong cua ham sb trong giai doan nay 1a cdng cu ngam an duoc st
dung dé giai quyét bai toan day rung. Kleiner (1989) chi ra rang két qua cua cudc tranh céi
nay vé khai niém ham 1a dé mo rong dinh nghia cta Euler ciing nhu cua Bernoulli vé ham
s6. Gio day, cac ham co thé duge xac dinh theo ting khoang boi nhiéu hon mét biéu thic
giai tich phu thugc vao khoang va ciing c6 thé bao gom céc biéu dién tu do khong nhat thiét
phai c6 biéu thirc giai tich. Cac nha toan hoc thoi ki nay déu xem ham sé 1a mét biéu thic
giai tich. Do do, dic trung tri thire luan cua khai niém ham sé trong giai doan nay la biéu
dién bang biéu thie dai sb, biéu dién bang biéu thire giai tich, biéu dién véi ki hiéu dai s6,
su phu thudc ciia mot dai lugng vao mét dai lwong bién thién, hinh thic thé hién khai niém
toan hoc, co ché hoat dong céng cu ngam an; va sy phét trién caa khai niém ham sé chiu anh
hudng caa quan niém dai b, giai tich, vi tich phan.

Thé ki XIX: Dinh nghia ciia Dirichlet vé ham sé duwa trén suw fwong ing tly y

Dinh nghia vé& ham sé tiép tuc duoc ma rong va lam rd khién ban chit va y nghia cua
no bi thay doi sdu sic xuyén sudt thé ki XIX. Tir dau thé ki XIX, nguoi ta n6i vé khai niém
ham sb ma khong nhac gi ti cach biéu dién giai tich ciia né, trong d6, vao nam 1805, Fourier
(1768-1830) da gidi thiéu thar ma ngay nay dugc goi la chudi Fourier, dwoc sir dung dé biéu
din mot s6 ham khéng lién tuc (O'Connor & Robertson, 2005). St gii thiéu cua chudi
Fourier c6 mot vai anh huong dén khai niém ham (Kleiner, 1989). Pau tién, né 1am cho céac
biéu dién giai tich va hinh hoc ciia cac ham c6 gia tri nhu nhau. Piéu d6 ciing c¢6 nghia 14 hai
ham sé khac nhau vé biéu thirc giai tich c¢d thé gidng nhau trong mot khoang xéac dinh, nhung
khong nhét thiét bén ngoai khoang nay. Ngoai ra, n con thach thirc cac nha toan hoc xem
lai y nghia ciia mot ham khong lién tyc. Nhiing thay d6i ndy cho phép hinh thanh va hinh
thirc hoa chi dé giai tich va kiém tra lai khai niém ham so.

Su ra doi cua chudi Fourier ciing nhan lai nhitng 16i phé binh tir Dirichlet (1805-1859),
Gauss, Abel, va Cauchy (Kleiner, 1989), trong do6 Cauchy dé cap dén cac van dé lién quan
dén tinh lién tuc, hoi tu, tich phan x4c dinh, con Dirichlet dé cap dén dinh nghia ciia ham so.
Khi nghién ctru sy hoi tu cua chudi Fourier vao nim 1829, Dirichlet nhan thy can phai dinh
nghia lai mot ham 1a “y 1a mot ham caa x néu voi bat ki gié tri nao cua x, s& c6 mot quy tic
cho mot gia tri duy nhit cua y twong wng véi x ” (Malik, 1980, p.491). Do d6, ddi véi
Dirichlet, cac ham dé chi mot su twong Gmg tiy ¥ dugc xac dinh trong mot khoang, trong khi
dbi véi cac nha toan hoc trude ong thi cac ham dé chi cac biéu thic giai tich hoac duong
cong (Kleiner, 1989). Pinh nghia cta Dirichlet dugc dung dé 1am rd su khéc biét giita dinh
nghia ctia mot ham va sy biéu dién cia mot ham (O’Connor & Robertson, 2005). N6 ciing
sinh ra cac khai niém vé& mién xac dinh va mién gia tri théng qua anh huong cua khong gian
métric va khong gian td pd, khién khai niém ham dugc nang 1én thanh mét khai niém triu
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tugng phirc tap hon (Malik, 1980). Nhu véi cac dinh nghia trudc day vé ham sb, dinh nghia
cua Dirichlet ciing khong d& dang duoc chap nhan bai Chebychev, Baire, Borel va Levesque.
Dinh nghia cua Dirichlet dd mé ra “Chiéc hop Pandora”, khi mot sé dinh nghia khac vé ham
s6 bat dau xuat hién trong sudt phan con lai cua thé ki (Kleiner, 1989). Bat chip thuc té nay,
dinh nghia ctia Dirichlet da khai sinh ra giai tich, mot chi dé bat ngudn tir vi tich phan (Malik,
1980). Trong giai tich m&i nay, do dinh nghia ctia Dirichlet, ngudi ta thiy rang cac quy trinh
ctia giai tich khong ap dung cho tat ca cac ham, ma chi ap dung cho mét s6 16p ham (Kleiner,
1989). Céc nha toan hoc nhu Riemann va Weierstrass bit dau thich thi véi nhitng nhitng
truong hop ngoai 1¢ hon 1a nhitng quy luat trong giai tich. Vao giira thé ki XIX, Riemann da
ma rong khai niém tich phan cia Cauchy, va do d6 mé rong 16p cac ham cé thé biéu dién
bang chudi Fourier; cai ma ngay nay dugc goi la tich phan Riemann. Cong trinh cta 6ng da
mé ra canh cira dé nhin vao su khong lién tuc vé mit toan hoc. Bén nim 1872, Weierstrass
dua ra vi du cua dng vé ham lién tuc khong kha vi & moi noi, din dén viéc tach ham lién tuc
khoi ham kha vi trong giai tich, va ndi chung dan dén “sé hoc héa giai tich” 5 va sir dung céc
phan vi du. Thé ki XIX c6 mét cot mde quan trong cudi cing: nd luc cua Baire dé tra 10i cau
hoi lidu tat ca cac ham sb c6 thé duoc biéu dién bang biéu thirc giai tich hay khong (Kleiner,
1989). Béi vai Baire, mot ham sb c6 thé duoc biéu didn bang biéu thic giai tich néu “né co
thé dugc xay dung tir mot bién va hang sé bang mot tap hop hitu han hoic dém duoc cua
cac phép cong, phép nhan va cac phép chuyén sang cac gidi han theo timg diém” (Kleiner,
1989, p.295). Do d6, bat ki ham nao bao gdm mét bién va hing sb, duoc tao ra bang cach sir
dung bbn phép toan hai ngoi cua dai s6 va cac phép toan giai tich, déu c6 thé duoc biéu dién
dué6i dang biéu thuc giai tich. Tir d6, Baire da tao ra so ¢ phan loai Baire va cac ham sé
thudc vé so d6 nay duoc goi 1a ham sé Baire. Sau do, dng tuyén bd rang mot ham sé co thé
dugc biéu din bang biéu thuc giai tich néu n6 thudc vé mot trong cac 16p Baire.

Nhu vay, su phét trién cia khai niém ham trong giai doan nay chiu anh huéng cua cac
quan niém giai tich, métric, tdpd, sé hoc hda giai tich; c6 cac dic trung tri thirc luan 12 biéu
dién bang chudi, biéu dién bang biéu thirc giai tich, mang tinh triru twong, c6 co ché hoat
dong la cong cu twong minh. Chudng ngai tri thirc luan cta khai niém ham la sy phan biét
dinh nghia cua ham va biéu dién caa ham.

Thé ki XX dén nay: Pinh nghia ham sé cua Dirichlet-Bourbaki

Vao dau thé ki XX, Ii thuyét ham 1a linh vuc toén hoc tap trung vao cac phan vi du va
vao nam 1905, Lebesgue di chi ra rang khdng phai tit ca cac ham déu c6 thé duoc biéu dién
theo giai tich bang cach sir dung cac dinh nghia ciia Baire thong qua viéc sir dung mat phan vi
du (Kleiner, 1989). Hon nita, dinh nghia vé ham s6 caa Dirichlet van con duoc xem xét ki ludng
vino “duoc mot s6 nguoi (Lebesgue) cho 1a qua rong va khong co ¥ nghia ddi véi nhimg nguoi
khac (Baire va Borel), nhung lai dwoc nhiing nguoi khac chap nhan (Hadamard)” (Kleiner,

5 “Nguoi ta thuong noi rang Weierstrass “sd hoc hoa giai tich” (mot cum tir ma Felix Klein dat ra nam 1895),
c6 nghia la 6ng da giai phong giai tich khoi nhimg suy luén hinh hoc va nhiing hiéu bi€t truc quan rat pho bién
vao thoi diém d6” (Burton, 2003, p.578).
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1989, p.296). Thé ki XX ciing chiing kién su phat trién cua cac ham sé L?, cac ham duoc tong
quét hoa va i thuyét pham trii. Cac ham L* tao thanh mot khong gian Hilbert va cho phép mot
nguoi lam viéc trén cac l6p ham twong duong hon 1a trén cac ham riéng 1€. Ngoai ra, c4c toén
tir trén khong gian Hilbert 13 cac ham c6 ddi s6 12 mot ham. Cac ham suy rong cung cap mot
bdi canh dé phan biét cac ddi tuong toan hoc khong phai 1a cac ham, nhung md rong Viéc sir
dung chding trong Ii thuyét phwong trinh vi phan. Li thuyét pham trd cho phép khai niém ham
nhu mot phép anh xa giita cac tap hop trd nén duoc chap nhan trong thé ki XX nay. Pai sb va
giai tich la nhitng déng gop chinh cho su phét trién nay trong toan hoc.

Su phat trién cua thé ki XX nay di cho phép xuat hién cac dinh nghia hién dai vé ham
s6 dua trén Ii thuyét tap hop, chang han nhu dinh nghia ham sb cia Caratheodory vao nim
1917: ham s 1a “mot quy tic trong wng tir tap hop A dén tap sb thuc” (Malik, 1980, p.491),
va dinh nghia cta Bourbaki vé ham vao nam 1939: Ham la “quy tic twong Gng giira hai tap
hop” (Malik, 1980, p.491). Vao giira thé ki XX, “dinh nghia vé ham sé cua Dirichlet va
Bourbaki di tro thanh thuat ngir trong sach gido khoa” (Malik, 1980, p. 491). Mot vi du vé
thuat ngir nhu vay tir sch gido trinh bac dai hoc hién dang st dung la: “Mét ham f: S — T
bao gdm hai tap hop S va T clng véi mot “quy tac” gan cho mdi x € S mot phan tir cu thé
cua T, ki hiéu la f(x) (Marsden & Hoffman, 1993, p.3). Cac dinh nghia tuong duong v&i
dinh nghia nay van dang duoc sir dung cho dén ngay nay & ca trudng trung hoc va dai hoc;
tuy nhién, su nhidn manh vao loai dinh nghia nay c6 thé phu thudc vao gido vién, chuong
trinh giang day va séch gido khoa. Vi duy, dinh nghia trong sach gido khoa trung hoc & mot
s6 nudc c6 dang: “Mot ham sé 1a mdi quan hé gitra dau vao va dau ra. Trong mot ham sé,
dau ra phu thudc vao dau vao. C6 chinh xac mot dau ra cho mdi dau vao” (Holliday et al.,
2003), va dinh nghia nay it phic tap hon nhiéu so véi dinh nghia trudc day. Goursat, vao
nam 1923, da dua ra dinh nghia ctia ham s6, ma xuat hién trong hau hét céc sach gi4o khoa
ngay nay: “y 1a mét ham caa x néu véi mdi gia tri cia x twong (ng voi mot gi tri cua y. Ta
biéu thi sy twong tng ndy bang phwong trinh y = f(x)”.

Nhu vay, trong giai doan nay, su phat trién ctia khai niém ham sé chiu anh hudng cua
hai quan niém 16n 1a dai s6 va giai tich; khai niém ham c6 cac dic trung tri thirc luan 1a 4nh
Xa; sy twong Ung giita cac phan tir cua hai tap hop.

3.2. Nguyén nhdn thiic ddy sw ra doi ciia ham sé

Phan tich tri thirc luan lich str cho théy khai niém ham s dwgc hinh thanh tir nghién
ctru bai toan hai dudng tron dong tdm ciia Galileo va bai toan biéu dién dudng cong ctia mot
phuong trinh hau 4n cla Descartes. Trong bai toan thur nhét, Galileo di nhén thirc dugc mot
song anh giita hai tap hop diém nam trén hai duong tron; va trong bai toan thi hai, Descartes
da nhéan thirc dugc sy phu thudc gia tri cia mot dai lugng vao gié tri cua mét dai luong khéc.
3.3. Cac quan ni¢m dnh hwéng Ién qua trinh hinh thanh va phat trién ciia ham sé

Qua trinh hinh thanh va phét trién caa ham sé chiu anh hudng manh mé cua quan niém
hinh hoc trong sudt cac thoi ki tir C6 dai, Trung dai, Phuc hung, va thé ki XVI. M¢ dau thé
ki XVII, quan niém dai s6 dan dan thay thé quan niém hinh hoc va anh huéng 18n sy phéat
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trién ciia ham sé cho dén hét nira dau thé ki XIX thi chuyén giao lai cho quan niém giai tich,
vi tich phan, métric, va topd. Pac biét trong thé ki XVII1, quan niém sb hoc hoa giai tich da
anh hudng manh mé 1én sy phéat trién caa ham s, bai vi trong thoi ki nay, cac nha toan hoc
bat dau dit lai nén moéng viing chic cho giai tich trén sb hoc thay cho hinh hoc va dai s6
(Petri & Schappacher, 2007, p.343).
3.4. Chwéng nggi tri thirc lugn ciia ham sé

C6 ba chuéng ngai tri thirc luan cho qua trinh hinh thanh va phét trién caa ham sb, do
1a chuéng ngai vé dinh nghia ham s6, chuéng ngai vé biéu dién ham sd, va chudéng ngai vé
su phan biét gitra dinh nghia va biéu dién ham sé. Chudng ngai thir nhat gin lién véi sy nhan
thirc vé méi lién quan gitra hai dai lugng: dai lugng phu thudce va dai luong doc 1ap. Chudng
ngai thi hai gan lién voi su ¢d gang dinh nghia ham sb bang biéu thuc giai tich. Chuéng
ngai thir ba gan lién véi su phan biét giita dinh nghia va biéu dién ham sé.
3.5. Cdc dic trung tri thirc lugn ciia ham sé

Trong qua trinh hinh thanh va phat trién cia ham sd, cac didc trung tri thirc luan duoc
xéc dinh bao gém: Pic trung vé hinh thizc thé hién: khai niém tién toan hoc, khai niém can
toan hoc, khai niém toan hoc; Dic trung vé co ché hoat dong: cong cu ngam an, cong cu
twong minh, d6i twong nghién ctu; Pac trung vé tink déc Idp va phy thuge: dai lwong bién
phu thudc, dai lugng bién doc Iap, su phu thudc caa mot dai lwong vao mot dai lwong bién
thién; Dic trung vé biéu dat: tu tir (M6 ta bang 1oi), d6 hoa, duong cong, biéu dién bang biéu
thire dai 6, biéu dién bang biéu thic giai tich, biéu dién bang chudi vé han, biéu dién vai ki
hiéu dai sb, dinh nghia bang anh xa; Dic trung vé s fiwong #ng: su twong ung gitra hai tap
hop, su twong tng 1-1; Pic trung vé md hinh hoa: md hinh héa chuyén dong, mé hinh hda hién
tuong tu nhién; Dic trung vé triru frong hda: ham sé mang tinh triru twong, vi ham sé 1a sy
tuong ng gitra cac phan tir cua hai tap hop.
4.  Kétluan

Y tudng vé ham sb dd manh nha ngém an tir thoi CH dai, va bat dau 10 dién vao thoi
Trung dai trong nghién ctru ctia Oresme khi mong muén mé ta mbi quan hé phu thudc cia
cac dac tinh ty nhién vao thoi gian béng dd thi bao gém hai truc “kinh d0” va “vi do”. Y
tuong d6 duogc thic ddy boi hai nghién ciru cta Galileo vé hai dudng tron déng tam, va biéu
dién duong cong cua mot phuong trinh hai an. Nghién ciru ciia Dirichlet vé sy hoi tu cua
chudi Fourier vao nim 1829 da giup khai sinh dinh nghia gan hoan thién dau tién caa ham
s6 “y 1a mot ham cua x néu vai bat ki gia tri ndo cua x, s& c6 mot quy tac cho mot gia tri duy
nhat cua y twong Gtng véi X ”. Qua trinh sb hoc hoa giai tich nham thiét 1ap mot nén tang s6
hoc vitng chac cho Giai tich tir gitra thé ki XIX dén XX ctia cac nha toan hoc da gop phan
hinh thanh dinh nghia ham hoan thién cua Dirichlet va Bourbaki: “Mét ham f: S — T bao
gom hai tap hop S va T cling véi mot “quy tac” gan cho mdi x € S mot phan tir cu thé cua T,
ki hiéu 1a £(x)”. Két qua nghién ctu tri thie luan lich sir ham s xéac dinh dugc ba chuéng
ngai tri thic luan cia ham sé: dinh nghia ham s6, biéu dién ham sb, va su phan biét giia
dinh nghia va biéu dién ham sb. Cac chudng ngai nay sé& la co so cho cac nghién ciu vé tiép
can ham sb cua ngudi hoc & bac phé thong va dai hoc.
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% Tuyén bé vé quyén loi: Cac tac gid xac nhan hoan toan khéng cé xung dét vé quyén loi.
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ABSTRACT

This article presents a synthesis of historical epistemological analysis and adds some new
results on the formation and development of functions; identifying concepts influencing the
development process and epistemological characteristics of functions. The research was conducted
using the method of historical epistemological analysis of documents on the history of Calculus and
real functions. The results show that the function developed in six periods: the Ancient period, from
the Middle Ages to the end of the 15th century, the Renaissance, the 18th century, the 19th century,
and from the 20th century to the present. The conceptions of geometry, algebra, calculus, metric,
topology, and arithmetization have strongly influenced the formation and development of functions.
In addition, an obstacle to the historical epistemology of functions is the distinction between the
definition and representation of functions. The research results contribute to the epistemological
analysis of the history of mathematics and further research on the obstacles faced by pupils and
students when learning the concept of functions.
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