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TÓM TẮT 

Trong bài báo này, chúng tôi khảo sát hiện tượng bùng nổ của nghiệm phương trình Parabolic 
Laplace. Dựa vào bất đẳng thức Hardy, chúng tôi tìm ra điều kiện để nghiệm của phương trình 

Parabolic Laplace bùng nổ tại thời điểm hữu hạn. Hơn nữa, chúng tôi ước lượng chặn trên và 
chặn dưới cho thời điểm bùng nổ. Những kết quả này được phát triển từ bài toán của Han vào năm 
2018 (Han, 2018)  và giải quyết một số vấn đề mở của Liu vào năm 2016 (Liu, 2016). 

Từ khóa: bùng nổ; Toán tử Laplace; Phương trình Parabolic 
 

1. Giới thiệu 
Về mặt toán học, khi nghiên cứu các phương trình Parabolic, người ta thường quan 

tâm nghiên cứu các vấn đề sau: 
i. Sự tồn tại nghiệm địa phương hay tính chỉnh địa phương của bài toán. 
ii. Vấn đề đặt ra tiếp theo là nghiệm địa phương này có tiếp tục tồn tại theo thời gian hay 

không? Nếu nghiệm thỏa mãn một số điều kiện cần thiết về tính trơn tiếp tục tồn tại liên tục 
theo biến thời gian thì ta nói đây là nghiệm toàn cục. Ngược lại, nếu tồn tại một thời gian  

 sao cho  được xác định với  và không bị chặn khi  dần đến , 

nghĩa là  khi  , thì ta nói nghiệm  bùng nổ trong không gian  tại 

thời gian  và  được gọi là thời điểm bùng nổ. 
Trong thực tế, người ta muốn biết nghiệm của bài toán có bùng nổ hay không, và nếu 

có thì bùng nổ vào thời điểm  nào. Vì  không thể được xác định một cách rõ ràng trong 
hầu hết các trường hợp, nên vấn đề quan trọng là phải thiết lập được chặn trên hoặc chặn 
dưới cho . Một trong những phương trình Laplace được quan tâm hiện nay có dạng 
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.  (1.1) 

 Trong vài thập kỉ qua, các nhà nghiên cứu đã nỗ lực để giải quyết các vấn đề trên, chủ 
yếu là cho trường hợp  (xem (Dibenedetto, 1993)) trong (1.1). Năm 2004, Tan (Tan, 

2004) đã xem xét sự tồn tại và dáng điệu tiệm cận của nghiệm toàn cục và hiện tượng bùng 
nổ cho nghiệm bài toán của Han (Han, 2018). Bằng cách sử dụng phương pháp giếng thế do 
Payne và Sattinger (Sattinger, 1968; Payne & Sattinger, 1975), và cùng với bất đẳng thức 
Hardy, Tan đã đưa ra một số điều kiện đủ cho sự tồn tại nghiệm toàn cục hoặc hiện tượng 
bùng nổ cho thời điểm hữu hạn, khi năng lượng ban đầu ở mức dưới tới hạn. Những kết quả 
này đã được mở rộng cho các phương trình môi trường xốp của Zhou (Zhou, 2014). Năm 
2016, bằng cách xác định mức giếng thế mới và tập hợp tương ứng của chúng, Liu (Liu, 
2016) đã chứng minh được sự tồn tại của nghiệm toàn cục và thời điểm bùng nổ hữu hạn 
của nghiệm bài toán của Han (Han, 2018) khi năng lượng ban đầu là tới hạn. Liu cũng đề 
xuất một bài toán mở về việc liệu bài toán của Han (Han, 2018) có thời điểm bùng nổ khi 
năng lượng ban đầu là trên tới hạn. 

Từ đó, chúng tôi mở rộng bài toán của Han (Han, 2018) thành bài toán 

   (1.2) 

trong đó . Mục tiêu của bài báo này nhằm khảo sát hiện tượng 

bùng nổ của bài toán (1.2) dựa trên ý tưởng chính của Han (Han, 2018). 
Cấu trúc bài báo bao gồm 2 phần: 
+ Phần 1: Giới thiệu bài toán và một số kiến thức chuẩn bị. 
+ Phần 2: Hiện tượng bùng nổ nghiệm của phương trình đạo hàm riêng. 
Trong phần 1, chúng tôi giới thiệu về bài toán, một số định nghĩa và bổ đề để hỗ trợ 

cho nội dung chính của bài. Trong phần 2, chúng tôi đưa ra điều kiện để nghiệm yếu của bài 
toán (1.2) bùng nổ tại thời điểm hữu hạn và tìm được chặn trên cho thời điểm ấy . Đồng thời, 
chúng tôi sẽ tìm chặn dưới cho thời điểm bùng nổ hữu hạn. 
2. Nội dung nghiên cứu 
2.1. Giới thiệu bài toán và các kiến thức chuẩn bị 
2.1.1. Giới thiệu bài toán 
 Trong bài báo này, ta khảo sát tính chất bùng nổ nghiệm của bài toán 
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  (2.1) 

trong đó ,  là miền bị chặn trên   với biên trơn 

, , , ,  và . Hơn nữa 

,  và ma trận hàm  thỏa 

điều kiện Elliptic đều, nghĩa là tồn tại  sao cho  

 với mọi  và  hầu khắp nơi. 

2.1.2. Kiến thức chuẩn bị 
 Ta kí hiệu  là chuẩn trên không gian ,  là tích vô hướng trên 

 và  là không gian Sobolev với chuẩn . 

Định nghĩa 2.1.1. (Tan, 2004) Hàm  được gọi là nghiệm yếu của bài toán (2.1) trên 
 nếu 

, , 

 thỏa mãn  và 

, (2.2) 

với mọi , . 

 Sự tồn tại địa phương của nghiệm yếu cho bài toán (2.1) được đưa ra trong (Han & Li, 

2018). Nếu không có sự nhầm lẫn, để đơn giản, ta viết  là nghiệm yếu  trong bài 

toán (2.1). Ta kí hiệu  là thời điểm tồn tại lớn nhất của  được định nghĩa 

như sau 
Định nghĩa 2.1.2. Giả sử  là nghiệm yếu của bài toán (2.1). Ta nói  bùng nổ tại 

hữu hạn điểm  khi  tồn tại với mọi  và 

.  (2.3) 
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Khi đó, ta gọi  là thời điểm tồn tại lớn nhất của . Nếu (2.3) không xảy ra tại bất kì  

hữu hạn nào thì  được gọi là nghiệm toàn cục và thời điểm tồn tại lớn nhất của  là 

. 
 Lấy  tùy ý, ta định nghĩa 

, (2.4) 

và  

.  (2.5) 

 Vì  nên áp dụng phép nhúng Sobolev, ta có  và  xác định và liên 

tục trên  với mọi . 

Nhận xét 2.1.3. Ta biểu diễn  theo  và ngược lại như sau 

, 

và 

. 

Bổ đề 2.1.4. (Liu, 2016; Tan, 2004) Giả sử  là nghiệm yếu của bài toán (2.1). Khi đó 

 không tăng theo  và với mọi , ta được 

.  (2.6) 

 Hơn nữa, theo Định lí 1.2 của Tan (Tan, 2004), nếu tồn tại  sao cho 

 thì  bùng nổ tại thời điểm hữu hạn. Do đó, nếu nghiệm yếu  của bài 

toán (2.1) là toàn cục, khi đó 
 với mọi .  (2.7) 

Bổ đề 2.1.5. (Bất đẳng thức Hardy (Chong, 1974)) Giả sử  và . Khi 

đó  và 

,  (2.8) 
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trong đó . Nếu  thì ta kí hiệu . 

Nhận xét 2.1.6. Với mọi , ta mở rộng  với mọi . Khi đó 

 và bất đẳng thức (2.8) đúng với mọi . 

Bổ đề 2.1.7. (Bất đẳng thức Gagliardo – Nirenberg (Brezis & Brézis, 2011)) Lấy 

. Khi đó với mọi , ta được 

,  (2.9) 

trong đó  và  là hằng số chỉ phụ thuộc vào  và . 

Bổ đề 2.1.8. (Liao & Gao, 2017) Giả sử  là hàm dương, khả vi bậc 2 và thỏa mãn 

 

trong đó . Nếu  và  thì  khi . 

2.2. Các định lí chính 
 Với các kiến thức đã được chuẩn bị ở 2.1.2., ta phát biểu và chứng minh các định lí 

chính trong bài viết. Để đơn giản, ta đặt  và 

. 

2.2.1. Chặn trên cho thời điểm bùng nổ nghiệm 
Định lí 2.2.1. Giả sử ,  và  là nghiệm yếu của bài toán (2.1). 

Nếu 
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trong đó , , ,  

là hằng số dương từ bất đẳng thức Hardy,  là hằng số dương sinh ra từ điều kiện Elliptic 
đều của ma trận hàm  và  là độ đo Lebesque của . 

Chứng minh. Bằng các sử dụng ý tưởng từ (Sun et al., 2018) và áp dụng bất đẳng thức Hardy, 
đầu tiên ta chứng minh nghiệm yếu của bài toán (2.1) bùng nổ tại thời điểm hữu hạn khi 

. Ta có 

. 

Mặt khác,  là nghiệm yếu của bài toán (2.1) nên từ (2.2) và thay 

, ta được 

, 

hay 

. 

 Do đó, từ (2.5), suy ra  

 (2.10) 

 Giả sử phản chứng  là nghiệm toàn cục, nghĩa là . Khi đó, với mọi 

, ta có 

. (2.11) 

Từ (2.6) và bất đẳng thức Holder, ta có 

. (2.12) 

Vì  là nghiệm toàn cục nên theo (2.7),  với mọi . Do đó, từ (2.12) 
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 Mặt khác, áp dụng bất đẳng thức Young, ta được 

, 

hay 

. (2.14) 

Hơn nữa, do  thỏa điều kiện Elliptic đều nên tồn tại  sao cho 

. (2.15) 

 Khi đó, từ (2.10), Nhận xét (2.1.3) và Bổ đề (2.1.5) dẫn đến 

 (2.16) 

trong đó ,  và . Đặt 

. Theo Bổ đề (2.1.4) thì  nên 

.  (2.17) 

Vì  nên  với mọi . Lấy tích phân hai 

vế của (2.17) trên  ta được 

.  (2.18) 

Do  với mọi  nên từ (2.18), ta có 
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, 

với mọi , mâu thuẫn với (2.13) khi  đủ lớn. Vì vậy,  và  bùng nổ 

tại thời điểm hữu hạn. 

 Tiếp theo, ta tìm chặn trên cho . Từ nhận xét (2.1.3), điều kiện 

, (2.14), (2.15) và Bổ đề (2.1.5), ta có 

 

Ta chứng minh  với mọi . Vì  và tính liên tục của  nên tồn 

tại  đủ nhỏ sao cho  với mọi . Giả sử phản chứng tồn tại 

 và  sao cho  với mọi  và . Từ (2.10) nên 

 tăng ngặt trên  và vì thế 

.  (2.19) 

 Mặt khác, do Bổ đề (2.1.5), (2.14), (2.15) và tính đơn điệu của  trong Bổ đề 

(2.1.4), khi đó 

 

mâu thuẫn với (2.19). Do đó  với mọi  và  tăng ngặt trên  
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 (2.20) 

với . Từ (2.6), (2.10), (2.15) và Nhận xét (2.1.3), ta có 

 (2.21) 

và  

  (2.22) 

 Lấy  tùy ý, đặt 

 

Áp dụng bất đẳng thức Holder và bất đẳng thức Cauchy – Schwarz, khi đó  không âm trên 

. Vì thế, từ (2.14), (2.20), (2.21), (2.22), Bổ đề (2.1.5) và tính đơn điệu của , ta có 
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với mọi  và . Do đó  

. 

Mà  và  nên từ Bổ đề (2.1.8), ta được 

. (2.23) 

Cố định . Khi đó với mọi 

, 

ta có 

, 
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và từ (2.23), suy ra 

. (2.24) 

Cực tiểu hóa vế phải của (2.24) với , khi đó 

, (2.25) 

với mọi . Cực tiểu hóa vế phải của (2.25) với , ta được 

.  

Mà  tùy ý nên  

. 

 Vậy ta được điều phải chứng minh. ☐ 
2.2.2. Chặn dưới cho thời điểm bùng nổ nghiệm 

Định lí 2.2.2. Giả sử rằng , ,  là nghiệm yếu của bài toán 

(2.1) bùng nổ tại thời điểm  và các giả thuyết của Định lí (2.2.1) xảy ra. Khi đó 

, 

trong đó  và  là 2 hằng số được xác định trong chứng minh. 

Chứng minh. Từ chứng minh của Định lí (2.2.1) thì  với mọi , nghĩa là 

, (2.26) 
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. 

Khi đó, từ (2.26) và Bổ đề (2.1.7), ta có 
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Mặt khác,  

. 

Do đó, từ (2.27) suy ra 

, 

hay  

,  (2.28) 

trong đó ,  và  

là đường kính của . Ta có 

 

nên 

. 

Do đó 

. 

Vì vậy, từ (2.10) ta được  

 

với mọi , trong đó . Do  với mọi  nên 

 với mọi . Dẫn đến 

.  (2.29) 

Lấy tích phân hai vế của (2.29) trên , ta có 
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.  (2.30) 

Do  bùng nổ tại thời điểm  nên . Cùng với  nên khi cho  

hai vế của (2.30), ta được 

. 

 Vậy ta được điều phải chứng minh.  
3. Kết luận 
 Trong bài báo này, dựa trên ý tưởng của Han (Han, 2018), chúng tôi đã phát triển bài 
toán của Han (Han, 2018) bằng cách thêm vào ma trận hàm  thỏa điều kiện Elliptic 

đều. Từ đó, chúng tôi đã đưa ra được điều kiện để nghiệm yếu bài toán (2.1) bùng nổ tại thời 
điểm hữu hạn và tìm được chặn trên cho thời điểm bùng nổ. Hơn nữa, nhờ vào bất đẳng thức 
Gagliardo – Nirenberg, chúng tôi đã tìm được chặn dưới cho thời điểm bùng nổ hữu hạn dựa 
trên điều kiện đưa ra ở trên. 
 

 Tuyên bố về quyền lợi: Tác giả xác nhận hoàn toàn không có xung đột về quyền lợi. 
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ABSTRACT 
 In this paper, we investigate the phenomenon of blowup for solutions of the Parabolic 
Laplace equation. According to the Hardy inequality, we identify conditions under which solutions 
of the Parabolic Laplace equation experience blow-up at a finite time. Moreover, we establish 
upper and lower bounds for the blow-up time. These results extend from the work of Han in 2018 
(Han, 2018) and address certain open issues raised by Liu in 2016 (Liu, 2016).  
 Keywords: Blow-up; Laplace operator; Parabolic equation 
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