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TÓM TẮT 
Cho F  là một trường và ( )p x  là một đa thức bậc hai trong [ ]F x . Kí hiệu  ( )T F∞  là vành 

tất cả các ma trận tam giác trên F . Một ma trận ( )A T F∞∈  được gọi là ma trận toàn phương đối 

với ( )p x  hoặc đơn giản là ma trận ( )p x - toàn phương nếu ( )p A 0.=  Trong bài báo này, chúng 

tôi nghiên cứu sự phân tích của các ma trận trong ( )T F∞  thành tích của các ma trận ( )p x - toàn 

phương trong ( )T F∞ . Chúng tôi chứng minh được rằng: Với ≥k 4  là số nguyên dương, mọi ma 

trận trong ( )T F∞  có các phần tử trên đường chéo chính là ( )is
id 2 s k 2≤ ≤ −  đều có thể biểu diễn 

thành tích của k  ma trận ( )p x -toàn phương trong ( )T F∞  với ( )p x  là đa thức bậc hai có hai 
nghiệm 1 2d , 1.λ λ= =  Đây là một kết quả khá đẹp vì từ nó chúng tôi có thể dễ dàng thu được một 
kết quả nổi tiếng của tác giả Slowik (Słowik, 2013), cũng như mở ra hướng tiếp theo cho các nghiên 
cứu sau này.           

Từ khóa: ma trận đối hợp; ma trận toàn phương; ma trận vô hạn; tích của các ma trận 
 

1. Giới thiệu 
Phân tích ma trận trên trường thành tích của các ma trận có tính chất đặc biệt như ma 

trận lũy đơn, ma trận đối hợp…, đã thu hút được nhiều sự quan tâm của các nhà nghiên cứu 
và có nhiều ứng dụng trong các lĩnh vực khác nhau. 

Xuyên suốt bài báo này, chúng tôi luôn giả sử F là một trường và n là một số nguyên 
dương. Chúng tôi kí hiệu: 

• ( )nM F  là vành tất cả các ma trận vuông cấp n trên F ; 

• ( ) ( )n nGL F , SL F lần lượt là nhóm tuyến tính tổng quát và nhóm tuyến tính đặc biệt 
bậc n trên F ; 

• nI  là ma trận đơn vị trong ( )nM F ; 

• ( )nUT F là tập hợp tất cả các ma trận tam giác trên trong ( )nM F  sao cho các hệ số nằm 

trên đường chéo chính của chúng bằng 1.  
 

Cite this article as: Vu Minh Tâm, & Doan Cao Minh Tri (2025). On the products of quadratic infinite matrices 
over fields. Ho Chi Minh City University of Education Journal of Science, 22(1), 39-49. 
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Một ma trận ( )nA M F∈  được gọi là ma trận lũy đơn chỉ số k  (tương ứng, ma trận 

đối hợp) nếu ( )k
nA I 0− =  (tương ứng, 2

nA I 0− = ). Khi F  là trường số phức  , Fong và 

Sourour (Fong & Sourour, 1986) đã nghiên cứu nhóm sinh bởi các ma trận lũy đơn và chỉ ra 
được rằng mọi ma trận trong nhóm ( )nSL   đều là tích của ba ma trận lũy đơn (không giới 

hạn về chỉ số). Sau đó, Wang và Wu (Wang & Wu, 1991) đã chứng minh được một kết quả 
mạnh hơn như sau: Mọi ma trận trong nhóm ( )nSL   là tích của nhiều nhất bốn ma trận lũy 

đơn chỉ số 2. Ngoài ra, Gustafson (Gustafson et al., 1976) đã chỉ ra được rằng mọi ma trận 
có định thức bằng 1 hoặc 1−  đều có thể phân tích được thành tích của bốn ma trận đối hợp. 
Hơn nữa, “bốn” là số nguyên dương nhỏ nhất thỏa mãn tính chất này. 

Những năm gần đây, người ta cũng dành nhiều sự quan tâm đến bài toán phân tích ma 
trận vô hạn thành tích của các ma trận có các tính chất đặc biệt như đã kể trên. Nhắc lại rằng 

( )M F∞  là tập hợp tất cả các ma trận vô hạn trên F  và I∞  là ma trận đơn vị trong ( )M F∞ , 

( )T F∞  là vành tất cả các ma trận tam giác trên trong ( )M F∞ . Kí hiệu ( )UT F∞ là tập hợp 

các ma trận trong ( )T F∞  sao cho các hệ số nằm trên đường chéo chính bằng 1. Trong một 

nghiên cứu gần đây của Słowik (Słowik, 2013), bà đã chứng minh được rằng mọi ma trận 
trong ( )T F∞  sao cho các hệ số nằm trên đường chéo chính bằng 1 hoặc -1 đều có thể biểu 

diễn được thành tích của năm ma trận đối hợp. Vào năm 2017, Xin Hou, Shangzhi và 
Quingquing Zheng (Hou et al., 2017) đã chỉ ra rằng với R là vành kết hợp có đơn vị là 1, thì 
mọi ma trận trong ( )UT R∞  có thể biểu diễn được thành tích của nhiều nhất bốn ma trận lũy 

đơn chỉ số 2. Chúng tôi nhận thấy rằng các ma trận đối hợp và lũy đơn chỉ số 2 trong các kết 
quả trên đều thỏa tính chất là nghiệm của một đa thức bậc hai ( )p x F[x]∈ , mà ở phần tiếp 

theo chúng sẽ được gọi là các ma trận toàn phương đối với ( )p x . Đây cũng chính là động 

lực để chúng tôi thực hiện bài nghiên cứu này. Cụ thể, chúng tôi chứng minh được rằng: Với 
k 4≥  là số nguyên dương, mọi ma trận trong ( )T F∞  có các phần tử trên đường chéo chính 

là ( )is
id 2 s k 2≤ ≤ −  đều có thể biểu diễn thành tích của k  ma trận toàn phương đối với 

( )p x  trong ( )T F∞ , với ( )p x  là đa thức bậc hai có hai nghiệm 1 2d, 1.λ = λ =  

2. Kiến thức chuẩn bị 
Đầu tiên, chúng tôi đưa ra định nghĩa thế nào là một ma trận toàn phương đối với ( )p x  

trong ( )T F∞ : 

Định nghĩa 2.1. Cho ( )R T F∞=  hoặc ( )nR T F=  và ( )p x  là một đa thức bậc hai trong 

[ ].F x  Ma trận A R∈  sao cho ( )p A 0=  được gọi là một ma trận toàn phương đối với

( )p x  hoặc đơn giản là một ma trận ( )p x -toàn phương. 
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Ví dụ 2.2.  
• Ma trận đối hợp là ma trận toàn phương đối với ( ) 2p x x 1= − . 

• Ma trận lũy đơn chỉ số hai là ma trận toàn phương đối với ( ) ( )2p x x 1= − . 

Kể từ đây, nếu không giải thích gì thêm thì ta hiểu ( ) 2 cx d F[x]p x x − + ∈=  là một đa 

thức bậc hai có hai nghiệm 1 2d, 1.λ = λ =   

Ví dụ 2.3. Ta dễ dàng kiểm tra được: Nếu A  là một ma trận ( )p x -toàn phương trong 

( ) ( )nT F n 2≤ thì A là một trong các dạng sau đây   

( )1λ , ( )2λ , 1

1

0
0
λ

λ
 
 
 

, 2

2

0
0
λ

λ
 
 
 

, 1

20
aλ
λ

 
 
 

, 2

10
 
 
 

aλ
λ

 với a F∈ . 

Chúng ta dễ dàng kiểm tra được các nhận xét sau đây. 
Nhận xét 2.4. Cho k  là một số nguyên dương. Kí hiệu ( )R T F∞=  hoặc ( )nR T F= , với 

1n ≥ . Giả sử R×  là tập hợp tất cả phần tử khả nghịch trong R . Khi đó 
1. Nếu A  là một ma trận ( )p x -toàn phương trong R  thì với mọi ma trận P R×∈ , ma 

trận 1P AP−  cũng là một ma trận ( )p x -toàn phương trong R . 

2. Nếu A  là tích của k  ma trận ( )p x -toàn phương trong R  thì với mọi ma trận 

P R×∈ , ma trận 1P AP−  cũng là tích của k  ma trận ( )p x -toàn phương trong R . 

Chứng minh. 
1. Cho A  là một ma trận ( )p x -toàn phương trong R và P  là một ma trận trong R× . 

Khi đó, ta có 
2 0A cA dI− + = .  

Suy ra 

( ) ( ) ( )21 1 1 2

1

P AP c P AP dI P A P

P .0.P
0,

cA dI− − −

−

− + = −

=
=

+

 

nên 1P AP−  cũng là một ma trận ( )p x -toàn phương trong R . 

2. Cho A  là tích của k  ma trận ( )p x -toàn phương trong R và P  là một ma trận trong 

R× . Khi đó, ta có thể viết 
1 2 kA A A ...A= ,   

với iA , 1 i k≤ ≤  là các ma trận ( )p x -toàn phương trong R . Suy ra 

( )
( )( ) ( )

1 1
1 2 k

1 1 1
1 2 k

P AP P A P

P A P P A P ... P A P .

A ...A− −

− − −

=

=
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Từ khẳng định 1., 1
iP A P−  là một ma trận ( )p x -toàn phương trong R  với mọi 

{ }i 1,2,...,k∈ . Do đó, ma trận 1P AP−  cũng là tích của k  ma trận ( )p x -toàn phương trong R . 

Cho 1 2A ,A ,  là các ma trận có cấp hữu hạn hoặc vô hạn trên F . Khi đó, ta định 
nghĩa tổng trực tiếp của ma trận trên là ma trận khối có các khối nằm trên đường chéo chính 
là 1 2A ,A ,  và kí hiệu là ( )1 2Diag A ,A ,  hoặc ii 1

A
≥
⊕ .  

Nhận xét 2.5. Cho k  là một số nguyên dương. Kí hiệu ( )R T F∞=  hoặc ( )nR T F= , với 

1n ≥ . Khi đó 
1. Nếu iA  là tích của k  ma trận ( )p x -toàn phương trong R  với mọi 1i ≥ , thì 

1≥
= ⊕ ii

A A  cũng là tích của k  ma trận ( )p x -toàn phương trong R . 

2. Nếu ( )p x  có một nghiệm bằng 1 và iA  là tích của ik  ma trận ( )p x -toàn phương trong 

R , với 1 ik k≤ ≤ , 1i ≥ , thì 
1≥

= ⊕ ii
A A  là tích của k  ma trận ( )p x -toàn phương trong R . 

Chứng minh 
1. Vì với mỗi i 1≥ , ta có iA  là tích của k  ma trận ( )p x -toàn phương trong R . Khi 

đó iA  có thể được biểu diễn dưới dạng 

1 2 ki i i i ,A A A ...A= i 1≥ , 

trong đó 
ji , 1 j kA ≤ ≤  là các ma trận ( )p x -toàn phương trong R .  

Mặt khác, với mỗi j∈{ }1,2, k , ta có 

( ) ( )j ji ii 1 i 1
p A p A 0

≥ ≥
⊕ = ⊕ = . 

Do đó, 
jii 1

A
≥
⊕  cùng là một ma trận ( )p x -toàn phương trong R . Điều này dẫn đến 

( ) ( )1 2 k j

k

i i i i ii 1 i 1 i 1j 1

.A AA A ..AA
≥ ≥ ≥

=

= ⊕ = ⊕ = ⊕∏  

là tích của k  ma trận ( )p x -toàn phương trong R . 

2. Vì ( )p x  có một nghiệm là 1 nên ( )p I 0=  hay ma trận I  là một ( )p x -toàn phương 

trong R . Khi đó, chúng ta bổ sung ik k 0− ≥  ma trận đơn vị I  trong phân tích iA  thành 

tích của ik  ma trận ( )p x -toàn phương trong R  và thu được iA  là tích của k  ma trận ( )p x

-toàn phương trong R  với mọi i 1≥ .  
Cuối cùng, áp dụng khẳng định 1., ta thu được ii 1

A A
≥

= ⊕ là tích của k  ma trận ( )p x -

toàn phương trong R . 
Bổ đề 2.6 dưới đây là mở rộng của Bổ đề 2.1 trong bài báo của Słowik (Słowik, 2013). 

Bổ đề được phát biểu như sau:\ 
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Bổ đề 2.6.  
1. Nếu hai ma trận ( )ijA a=  và ( )ijB b=  trong ( )nT F , với ≥n 1 , thỏa mãn 

ii iia b d= =  và , 1 , 1 0i i i ia b+ += ≠  với mọi { }; ;...;i 1 2 n∈  thì tồn tại một ma trận ( )nP UT F∈  

thỏa mãn 1A PP B−= . 
2. Nếu hai ma trận ( )ijA a=  và ( )ijB b=  trong ( )T F∞  thỏa mãn ii iia b d= =  và 

, 1 , 1 0i i i ia b+ += ≠  với mọi i 1≥  thì tồn tại một ma trận ( )nP UT F∈  thỏa mãn 1A PP B−= . 

Chứng minh. 
Trong chứng minh của bổ đề này chúng tôi chỉ trình bày chứng minh của khẳng định 

2. còn khẳng định 1. được chứng minh hoàn toàn tương tự. 
Đầu tiên, ta thấy rằng 

12

23

34

12

23

34

1

1

1

d a *
d a

A d a

d 1 a d *
d 1 a d

d 1 a d

dI.A .

−

−

−

 
 
 
 =
 
 
 
 

  
  
  
  =
  
  

    
′=

 




 




 

Theo Bổ đề 2.1 trong bài báo của Slowik (Słowik, R. 2013), tồn tại một ma trận 
( )P UT F∞∈  thỏa mãn 

1

1

1
34

1

12

23

P

1 a d
1 a d

A P 1 a d

−

−

− −

 
 
 
 ′ =
 
 
 
 

 



. 

Suy ra  
1

1

1 11

1212

2323

3434 P

d a1 a d
d a1 a d

A dI.P P d a1 a d P

−

−

− −−

   
 


=

 
   
   =
  
   

     

 
 




 

Tương tự, tồn tại ma trận ( )Q UT F∞∈  thỏa mãn  



Tạp chí Khoa học Trường ĐHSP TPHCM Vũ Minh Tâm và tgk 
 

44 

2

1

1

23

34B Q

d b
d b

Q d b−

 
 
 
 
 
 
 
 

=
 



. 

Khi đó, ta có  

( ) ( ) ( )11 1 1 1PA PP QBQ P Q B Q
−− − − −= = , 

và ( )1Q P UT F−
∞∈ . Như vậy, bổ đề trên được chứng minh. 

3. Chứng minh kết quả chính 
Trước tiên, chúng tôi chứng minh một bổ đề quan trọng sẽ được dùng trong chứng 

minh kết quả chính. 
Bổ đề 3.1. Cho ( )R T F∞=  hoặc ( )nR T F= , với 1n ≥ . Nếu ( )ijA a R= ∈  thỏa mãn iia d=

và , 1 0i ia + ≠  với mọi i  thì A  là tích của hai ma trận ( )p x -toàn phương trong R . 

Chứng minh. Trước tiên, trong trường hợp hữu hạn, ta xét ma trận  

( ) ( )

12

23

ij n

n 1,n

d a *
d a

A a R T F
a

d
−

 
 
 
 = = ∈ =
 
 
 
 

 



, 

trong đó i,i 1a 0+ ≠  với mọi { }i 1, 2,..., n 1∈ − . Ta chứng minh rằng A  là tích của hai ma trận 

( )p x -toàn phương trong R . Ta xét các trường hợp sau:  

Với n 1= , ta có 
( ) ( )( )1 2A d= = λ λ , 

là tích của hai ma trận ( )p x -toàn phương trong R . 

Với n 2= , ta có 

1

12 2 12
1

1 1

2

0d a a
A

00 d 0

−   
= =  



λ λ
λ  

  

λ
λ  

, 

là tích của hai ma trận ( )p x -toàn phương trong R . 

Với n 3≥ , ta xét hai trường hợp: 
Trường hợp 1: n  là số chẵn. Ta đặt 

12

2

34

2

n 1,

1
1 1

1 n

1
1

1
1

2

1

a

a
X

a

−

−
−

−

 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 

λ λ
λ

λ λ
λ

λ



λ
λ


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và   
2

23 2

2

n 2,n 1 2

1

1

2

2

1

1

a

Y
a

−

−
− −

 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 

λ
λ λ

λ

λ λ



λ

 λ



. 

Dựa vào Nhận xét 2.5, ý 1, ta dễ dàng kiểm tra hai ma trận X,Y  là các ma trận ( )p x

-toàn phương trong R và  
12

23

n 1,n

d a *
d a

XY
a

d
−

 
 
 
 =
 
 
 
 

 



. 

Vì i,i 1a 0+ ≠  với mọi { }i 1, 2,..., n 1∈ −  nên theo Bổ đề 2.6, ý 1, tồn tại ma trận 

( )nP UT F∈  thỏa mãn 1A PP XY−= . Theo Nhận xét 2.4, ý 2, do XY  là tích của hai ma trận 

toàn phương trong R  nên A  cũng là tích của hai ma trận ( )p x -toàn phương trong R . 

Trường hợp 2: n  là số lẻ. Ta đặt  

1

12

2

1

1
1 1

1
1 4 1

1
1

3

2

n 2,n

1

2

a

a

X

a

−

−
− −

−

 
 
 
 
 
 =  
 
 
 
 
 

λ λ
λ

λ λ
λ

λ λ
λ

λ 



 

và   

1

1

2

1 23 2

2

1 45 2

2

1 n 1, 2

2

1
n

a

a
Y

a

−

−

−
−

 
 
 
 
 
 =  
 
 
 
  

λ
λ λ

λ
λ λ

λ

λ
λ 

λ





. 

Tương tự với trường hợp n  chẵn, ta chứng minh được A  là tích của hai ma trận ( )p x

-toàn phương trong R . 
Với ( )R T F∞= , ta xét ma trận 
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( )

12

23

ij 34

d a *
d a

A a Rd a

 
 
 
 = = ∈
 
 
 
 

 



 

trong đó i,i 1a 0+ ≠  với mọi i 1≥ . Khi đó, ta đặt  
1

1 1

1

12

2

34

2

1 1

61 5
1

1

2

a

a
X

a

−

−

−

 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 

λ λ
λ

λ λ
λ

λ λ
λ

 





  

và   
2

23 2

2

2

1
1

1
23 21

a

Y a

−

−

 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 

λ
λ λ

λ
λ

λ

 

λ

 



. 

Tương tự như trường hợp ( )nR T F= , ta chứng minh được A  là tích của hai ma trận 

( )p x - toàn phương trong ( )T F∞ . 

Hệ quả 3.2. Cho ( )∞=R T F  hoặc ( )nR T F= , với 1n ≥ . Nếu ( )ijA a R= ∈  thỏa mãn iia d=

và , 0i i ja + =  với mọi 1i ≥ , 2j ≥  thì A  là tích của hai ma trận ( )p x -toàn phương trong .R  

Chứng minh. Xét ma trận  

( )

12

23

34

d a
d a

A R T Fd a ∞

 
 
 
 = ∈ =
 
 
 
 

 



. 

Dễ thấy ma trận A có thể được viết lại thành tổng trực tiếp của một dãy các ma trận 
thỏa mãn giả thiết của Bổ đề 3.1. Khi đó, A  là tổng trực tiếp của các ma trận là tích của hai 
ma trận ( )p x -toàn phương. Theo Nhận xét 2.5, ý 2, A  là tích của hai ma trận ( )p x -toàn 

phương trong ( )T F∞ . 
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Lập luận tương tự cho trường hợp ( )nA R T F∈ = , ta suy ra A  là tích của hai ma trận 

( )p x -toàn phương trong ( )nT F . 

Cuối cùng, chúng tôi đến với kết quả chính của bài nghiên cứu này. Kết quả chính của 
chúng tôi được phát biểu như sau: 
Định lí 3.3. Cho 4k ≥  là một số nguyên dương. Khi đó, mọi ma trận trong 

( ) ( ){ }i
ij

s
k ii ia d , 2 s k 2M a T F∞= ∈ = ≤ ≤ −∣  

đều có thể biểu diễn được thành tích của k  ma trận ( )p x -toàn phương trong ( )T F∞ . 

Chứng minh.  
Lấy A  là một ma trận bất kì thuộc kM , ta có 

( )

1

2

3

s
12
s

23
s

ij k34

d a *
d a

A a M .d a

 
 
 
 = = ∈
 
 
 
 

 



 

Khi đó, ta đặt  
1

2

3

1 1

2 2

3 3

s 2

s 2

s 2
1

k s 2 s 2

k s 2 s 2

k s 2 s 2

d
d

A d

1 d
1 d

.1 d

−

−

−

− − −

− − −

− − −

 
 
 
 =
 
 
 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 









 

Ta dễ dàng chứng minh được rằng 1A  là tích của ( )k 4−  ma trận ( )p x -toàn phương 

trong R và 
2

12
2

23
1 2

1 34 ,

d b *
d b

A A d b−

 
 
 
 =
 
 
 
 

 



 

trong đó i,i 1b F+ ∈  với mọi i 1.≥  Hơn nữa, bằng cách đặt  

( )
( )

( )

1
12

1
23

1
2 34 ,

d b d d
d b d d

A d b d d

−

−

−

 −
 

− 
 = −
 
 
 
 

 



 

ta thu được ma trận 
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1 1
2 1

d 1 *
d 1

A A A .d 1− −

 
 
 
 =
 
 
 
 

 



 

Áp dụng Bổ đề 3.1 và Hệ quả 3.2, ta có 1 1
2 1A A A− −  và 2A  đều là tích của hai ma trận 

( )p x  - toàn phương trong R . Do đó, 

( )1 1 1
1 2 2 1A A A A A A− − −=  

là tích của bốn ma trận ( )p x  - toàn phương trong R . Cuối cùng, vì  

( )1
1 1A A A A−=  

nên ta có thể biểu diễn ma trận A  thành tích của ( )k 4 4 k− + = ma trận ( )p x  - toàn phương 

trong R . 
Định lí 3.3 là một kết quả mạnh, tổng quát hơn các kết quả trước đây. Từ Định lí này, 

ta dễ dàng chứng minh được một kết quả nổi tiếng của Słowik như sau 
Hệ quả 3.4. (Định lí 1.1, Słowik, 2013) Cho F  là một trường bất kì. Khi đó mọi ma trận 
trong ( )T F∞  sao cho các phần tử trên đường chéo chính là 1 hoặc -1, đều có thể viết thành 

tích của năm ma trận đối hợp trong ( )T F∞ . 

Chứng minh. Xét k 5=  và d 1= − . Khi đó  

( ) ( ) ( ){ }is
ii i5 ij a 1 , 2 s 3M a T F∞= ∈ = − ≤ ≤∣ . 

Dễ thấy rằng 5M  chính là tập các ma trận trong ( )T F∞  sao cho các phần tử trên đường 

chéo chính là 1 hoặc -1. Áp dụng Định lí 3.3 ta có mọi ma trận trong 5M  đều có thể viết 

thành tích của năm ma trận đối hợp trong ( )T F∞ .  

4. Kết luận 
Cho F  là một trường và ( )p x  là đa thức bậc hai trong [ ]F x , có một nghiệm là 1, 

nghiệm còn lại thuộc F \ {0}. Trong bài báo này, chúng tôi đã chứng minh được rằng, mọi 
ma trận trong kM  đều có thể phân tích được thành tích của k  ma trận ( )p x -toàn phương 

trong ( )T F∞ . Ngoài ra,  trong chứng minh của Định lí 3.3, chúng tôi có sử dụng Nhận xét 

2.5, đây là lí do tại sao chúng tôi giả thiết ( )p x  có một nghiệm là 1. Ở những nghiên cứu 

sau, chúng tôi sẽ cố gắng tìm câu trả lời cho vấn đề trên trong trường hợp ( )p x  là đa thức 

thuộc [ ]F x  có hai nghiệm bất kì trong F \ {0}. Thu 
 

 Tuyên bố về quyền lợi: Các tác giả xác nhận hoàn toàn không có xung đột về quyền lợi. 
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ABSTRACT 
 Let F  be a field, and ( )p x  a quadratic polynomial is given in [ ]F x . We denote by ( )T F∞  

the  ring of infinite upper triangular matrices over F . A matrix ( )A M F∞∈  is called a quadratic 

matrix with respect to ( )p x  if ( )p A 0= . In this article, we will investigate the decomposition of 

infinite matrices in ( )T F∞  as products of quadratic matrices with respect to ( )p x  in ( )T F∞ . Our 

main result states that for any positive integer k ( ≥k 4 ), every matrix in ( )T F∞  whose diagonal 

entries are equal to ( )is
id 2 s k 2≤ ≤ −   can be expressed as a product of at most k quadratic 

matrices with respect to ( )p x  in ( )T F∞ , where ( ) [ ]∈p x F x  is a quadratic polynomial has two 

roots 1 2d , 1.λ λ= =  This result is significant as it provides a direct derivation of a well-known 
theorem by Słowik (2013) and opens new directions for further research in the decomposition of 
infinite matrices and their applications.      
 Keywords: Infinite matrices; Involutions; Products of matrices; Quadratic matrices 
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