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TÓM TẮT  

Nhiệt độ kết hợp với từ trường có thể ảnh hưởng đến phổ năng lượng của nguyên tử hydro khi 
nhúng trong plasma bị giam trong từ trường, gây ra hiệu ứng nhiệt-từ. Điều này được phát hiện 
thông qua việc tách chuyển động khối tâm để thu được Hamiltonian chính xác. Trong công trình này, 
chúng tôi áp dụng phương pháp toán tử FK để khảo sát hiệu ứng này lên mức năng lượng cơ bản và 
các mức kích thích bậc nhất. Kết quả thu được nghiệm chính xác bằng số đến 9 chữ số thập phân 
với cường độ từ trường lên đến 52.35 10×  Tesla và nhiệt độ lên đến 63.16 10×  K. Kết quả này chỉ ra 
rằng sự thay đổi các mức năng lượng có thể quan sát bằng thực nghiệm, và khi xét bài toán nguyên 
tử hydro nhúng trong plasma cần được chú ý đến hiệu ứng nhiệt-từ. 

Từ khóa: nguyên tử hydro; phép biến đổi Kustaanheimo-Stiefel; phương pháp toán tử; thế 
màn chắn; hệ nguyên tử ba chiều 

 
1.  Giới thiệu 

Bài toán nguyên tử hydro trong từ trường là một trong những chủ đề đầu tiên được 
nghiên cứu sau khám phá của Zeeman về sự phân tách các vạch quang phổ (Zeeman, 1897). 
Bài toán này cũng đóng vai trò quan trọng trong nghiên cứu phổ năng lượng phát xạ từ các 
sao neutron và sao lùn trắng với từ trường siêu cao 410  Tesla trở lên (Igoshev et al., 2021). 
Tuy nhiên, đa số các công trình chưa xét tới nhóm số hạng mô tả sự ảnh hưởng của nhiệt-từ.  

Có nhiều công trình nghiên cứu bài toán này bằng các phương pháp khác nhau như 
pháp biến phân hữu hạn (Chen & Goldman, 1992), sử dụng bộ cơ sở B-spline trong hệ tọa 
độ cầu (Xi et al., 1992), phân tích hàm sóng thành dạng chuỗi lũy thừa theo bán kính và sin 
của góc khối (Kravchenko et al., 1996). Đặc biệt năm 2014, Gyanendra dùng phương pháp 
thể tích hữu hạn để tìm được hàm sóng và năng lượng của nguyên tử hydro trong từ trường 
có cường độ trong khoảng từ 0 đến 121.41 10 G×  với độ chính xác 610−  (Gyanendra, 2014).  
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Những năm gần đây, bài toán nguyên tử hydro trong từ trường vẫn tiếp tục được nghiên 
cứu sâu rộng. Điển hình là công trình (Cao et al., 2019), trong đó phương pháp toán tử 
Feranchuk-Komarov (FK) được sử dụng để thu được năng lượng chính xác cao từ 12 đến 20 
chữ số thập phân cho các trạng thái cơ bản và trạng thái kích thích bậc cao, từ trường lên đến 

139.4 10 G.×  Từ những thành công này, nhóm tác giả tiếp tục phát triển phương pháp FK cho 
bài toán nguyên tử hydro trong plasma (D. Ly et al., 2021).  

Plasma là trạng thái thứ tư của vật chất, hình thành trong môi trường các sao neutron 
và sao lùn trắng có nhiệt độ khoảng 2 keV (Goldston & Rutherford, 1995). Trong phòng thí 
nghiệm, plasma cũng được tạo ra bằng laser, trong đó phải kể đến laser-produced electron-
positron plasma có nhiệt độ khoảng 10 MeV (He et al., 2021; Jirka & Kadlecová, 2023), 
MCF (Magnetic Confinement Fusion) plasma (Yao et al., 2022) hay ICF (Inertial 
Confinement Fusion) Plasma khoảng 10 keV (Betti & Hurricane, 2016), laser plasma x-ray 
source khoảng 1 keV  (Dorchies et al., 2023). Khi bị ion hóa, các electron bị tách ra khỏi các 
nguyên tử hoặc phân tử, tạo thành các ion dương và các electron tự do chuyển động trong 
môi trường nhiệt độ rất cao và nhiều điện tích. Sau đó, một electron có thể tái kết hợp với 
một proton để tạo thành nguyên tử hydro. Lúc này, nguyên tử hydro được xem như bị nhúng 
trong plasma và sự tương tác giữa electron và proton lúc này được mô tả bằng thế tương tác 
chắn như thế Yukawa hay thế chắn Coulomb tổng quát dạng cosine và e-mũ (the more 
general exponential cosine screened Coulomb potential – MGECSC).  

Có nhiều công trình nghiên cứu về đặc tính của các loại plasma và phổ năng lượng của 
nguyên tử hydro nhúng trong nó ( Bahar & Soylu, 2020; D. Ly et al., 2021). Tuy nhiên, đa 
số các công trình lí thuyết lại bỏ qua số hạng tương tác nhiệt-từ trong Hamiltonian chính xác, 
trong khi hiệu ứng này có thể ảnh hưởng đáng kể lên phổ năng lượng và góp phần làm sai 
lệch kết quả lí thuyết so với thực nghiệm. Công trình (D.-N. Ly et al., 2023) nghiên cứu sự 
ảnh hưởng của nhiệt-từ lên phổ năng lượng exciton trong đơn lớp TMD (Transition metal 
dichalcogenide monolayers) đã gợi ý cho chúng tôi thực hiện nghiên cứu hiệu ứng này. 
Nhóm tác giả đã chỉ ra tỉ số độ thay đổi năng lượng là / 3.9 /16.6E E∆ =  cho mức năng 
lượng 3s khi xét đến nhiệt độ 300 Kelvin và từ trường 90 Tesla, một lần nữa khẳng định hiệu 
ứng này không những ảnh hưởng đến phổ năng lượng của exciton hai chiều mà còn có thể 
ảnh hưởng lớn lên phổ năng lượng của nguyên tử hydro ba chiều nhúng trong plasma khi bị 
giam trong từ trường. 

Trong công trình này, chúng tôi xét tới số hạng gây hiệu ứng nhiệt-từ trong phương trình 
schrödinger của nguyên tử hydro trong từ trường với thế chắn Yukawa, tìm năng lượng và hàm 
sóng của một vài trạng thái lượng tử thấp. Từ đó, chỉ ra rằng không thể bỏ qua hiệu ứng nhiệt-
từ khi xét đến bài toán nguyên tử hydro nhúng trong plasma bị giam trong từ trường. Từ những 
thành công của phương pháp toán tử FK (Cao et al., 2019; D. Ly et al., 2021, 2024), chúng tôi 
tiếp tục áp dụng phương pháp này để khảo sát sự thay đổi của năng lượng theo nhiệt độ và từ 
trường nhằm đánh giá mức độ ảnh hưởng của hiệu ứng nhiệt-từ lên năng lượng và hàm sóng. 
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2.  Phương pháp toán tử FK khảo sát hiệu ứng nhiệt-từ 
2.1.  Hiệu ứng nhiệt-từ trong plasma 

Phương trình Schrödinger cho nguyên tử hydro trong từ trường có màn chắn trong hệ 
đơn vị nguyên tử được viết dưới dạng 

( ) ( )

( )

( )
2 2 2

2 2 2
2 2 2

2 2 2

2 2 2

ˆ , , 0,

1 1 1ˆ
2 1 2 8

.
x y z

H E x y z

iH x y x y
x y z y x

e T x
x y z

λ

ψ

ρ γ γ
ρ

β γ
− + +

− =

   ∂ ∂ ∂ − ∂ ∂
= − + + − − + +   ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂  

− +
+ +

 (1) 

trong đó, ta có λ  là tham số màn chắn có liên hệ với bán kính Debye Dλ  theo hệ thức 

1/ 3.54 / ,D en Tλ λ= =  phụ thuộc vào nhiệt độ và mật độ của plasma (Goldston & 

Rutherford, 1995), T  là nhiệt độ tuyệt đối lấy theo đơn vị năng lượng, 1 a.u.T =  tương đương 
với 316.000 Kelvin, en  là mật độ của electron, 1 a.u.en =  tương đương với 24 36.75 10  cm .−×  

Tham số ( ) ( )23 / 1T Tβ ρ ρ= +  phụ thuộc vào nhiệt độ và tỉ số 1/1836,/e hm mρ =   với hm  

là khối lượng hạt nhân, em  là khối lượng electron. Đơn vị chiều dài là bán kính Bohr hiệu dụng 

( )
o

* 2 2
0 04 0.529 ,/  Aa eπε µ=    đơn vị năng lượng là Hartree hiệu dụng 

( )* 4 2 2 2
0/ 16 27.2 eVhE eµ π ε=    và đơn vị từ trường là ( )* 5

0 / 2.35 10  Tesla,hB E eµ= ×   

với ( ) 319.11 10 kg/  h e h em m m mµ −= ⋅ + ×  là khối lượng rút gọn. 

Bởi vì tỉ số ρ  khá nhỏ, nên plasma có nhiệt độ cỡ vài a.u. thì ( )Tβ  mới đủ lớn để 

hiệu ứng nhiệt thể hiện rõ. Trong phòng thí nghiệm hiện nay có thể tạo ra plasma bằng laser 
(Wu et al., 2021) hoặc trong lò phản ứng phân hạch. Nhiệt độ plasma có thể được ước tính 

thông qua cường độ laser I  và bước sóng lλ  của laser bằng công thức ( )1/32~ lT Iλ  (Miaja-

Avila et al., 2015). Nhiệt độ laser electron-positron plasma có thể lên tới 610  a.u.,  MCF 

plasma (Yao et al., 2022) và ICF plasma (Betti & Hurricane, 2016) lên tới 210  a.u..  Điều 
này cho thấy số hạng ( )T xβ γ  trong (1) là đáng kể và cần phải xét đến. 

2.2.  Phương pháp toán tử FK 
Khi không xét đến hiệu ứng nhiệt độ, ( ) 0,Tβ =  phương trình Schrödinger đã được 

giải thành công trong trường hợp thế tổng quát MGECSC (D. Ly et al., 2021). Lúc này, 
moment động lượng theo trục Oz  là  

ẑl i x y
y x

 ∂ ∂
= − − ∂ ∂ 

  (2) 
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được bảo toàn. Tuy nhiên, khi xét đến số hạng gây ra hiệu ứng nhiệt-từ ( ) ,T xβ γ  lúc này 

giao hoán tử ˆ ˆ, 0zl H  ≠   dẫn đến quy trình áp dụng phương pháp toán tử FK sẽ thay đổi.  

Trong công trình này, chúng tôi sẽ trình bày các bước áp dụng phương pháp này trong 
việc giải phương trình (1) và cũng nêu ra các bước cải tiến so với các công trình trước đây.  

(i) Qua phép biến đổi Kustaanheimo-Stiefel 
2 2 2 2 1 2

1 2 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2
1 2

2 2 ,   2 2 ,   ,   arctan arctan ,v vx u u v v y u v u v z u u v v
u u

φ= + = − = − + − = +  

phương trình (1) được viết thành 

( )

( )( )( ) ( )

( ) ( )( )}

2 2 2 2
1 1 2 2

2 2 2 2
2 2 2 2
1 1 2 22 2 2 2

1 1 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

2 2 2 2
1 2 1 2 1 1 2 2

1 ˆ
8 2

1
2

2 2 ( , ) 0.

z

u v u v

l u v u v
u v u v

u v u v u v u v Ze

T u u v v u v u v u v

λ

γε

γ

β γ ψ

− + + +

  ∂ ∂ ∂ ∂  − + + + − − + + +   ∂ ∂ ∂ ∂    

+ + + + + + −

+ + + + + =   

 (3) 

Ở đây, moment động lượng  

1 1 2 2
1 1 2 2

ˆ ,
2z
il v u u v

u v v u
 ∂ ∂ ∂ ∂

= − − + − ∂ ∂ ∂ ∂ 
  (4) 

và góc : 0 2φ π→  được đưa vào như một biến số thêm, khi chuyển từ không gian ( , )u v  về 
không gian ( , , )x y z  ta cần điều kiện / 0,ψ φ∂ ∂ =  hay là 

( )1 1 2 2
1 1 2 2

, 0.u v u v u v
v u v u

ψ
 ∂ ∂ ∂ ∂

− + − = ∂ ∂ ∂ ∂ 
(5) 

(ii) Biểu diễn Hamiltonian trong phương trình (3) qua các toán tử sinh, hủy ˆ ˆ, ,s sa a+  ˆ ˆ,s sb b+  

( 1, 2)s =  sau 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ,   ,  ,   = ,
2 2 2 2s s s s s s s s s s s sa i a i b i b iα β α β α β α β+ + + + + += − = + = + −  (6) 

trong đó, các toán tử sinh, hủy ˆ ˆ,s sa a+ , ˆ ˆ,s sβ β +  được định nghĩa 

1 1 1 1ˆ ˆˆ ˆ,  ,  , .
2 2 2 2s s s s s s s s

s s s s

u u v v
u u v v

ω ω ω ωα α β β
ω ω ω ω

+ +       ∂ ∂ ∂ ∂
= + = − = + = −       ∂ ∂ ∂ ∂       

 (7) 

Việc tổ hợp như biểu thức (6) giúp cho moment động lượng theo trục ẑl  trong (4) trở thành  

( )1 1 2 2 1 1 2 2
1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ .
2zl a a a a b b b b+ + + += − − +   (8) 

Bây giờ, chúng tôi nhân 2ω  vào phương trình (3) rồi thay các biến ( ),  u v  và các toán tử 

đạo hàm bằng các toán tử sinh, hủy và thu được phương trình Schrödinger dạng đại số  
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( )2 2
2

1 1 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 0.
2 2 8 T

mK R M Z U T Vω ε γ γ ω β γ ψ
ω ω

  − − − + − + =  
  

 (9) 

Trong phương trình (9) chứa các toán tử ˆ ˆ ˆ ˆ,  ,  ,  K R M U  đã được giới thiệu trong công trình 
(Cao et al., 2019; D. Ly et al., 2021) nhưng để thuận tiện cho theo dõi chúng tôi ghi lại 

( )1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 2

2ˆ ,
a b a b a a b b a b a b a a b b

U e
λ
ω

+ + + + + + + +− + + + + + + + +
=   (10) 

còn toán tử T̂V  xuất hiện trong phương trình (9) là do xét đến hiệu ứng nhiệt-từ và được viết 

lại ở dạng các toán tử sinh, hủy như sau 

( )( ) ( )( )
( )

2 1 1 2 1 2 2 1

1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 2 .

TV a a b b a a b b

a b a b a a b b a b a b a a b b

+ + + +

+ + + + + + + +

 = + + + + + 

× + + + + + + + +    
 (11) 

Nhờ vào tính chéo hoán toán tử ẑl  nên trị riêng m  trong phương trình ẑl mψ ψ=  được 

thay vào (9). 
(iii) Sau đó, chúng tôi sử dụng bộ hàm cơ sở là hàm dao động tử điều hòa bốn chiều 

dạng đại số trong (D. Ly et al., 2021) để tính toán các yếu tố ma trận. Tuy nhiên, do giao 

hoán tử ˆ ˆ, 0,zl H  ≠   nghĩa là ẑl  không bảo toàn nên chúng tôi cần viết lại dưới dạng 

( ) ( )
( ) ( )1 2

1 2 1 1 2 2

1 2 1 2

1 ˆ ˆˆ ˆ, , ( ) 0,0, ( ) .
! ! ! !

k k
k k m a b a b m

k k k m k m
ω ω+ + + +=

+ +
 (12) 

Ở đây, 1 2̂ˆ0,0, ( ) ( ) 0( )mm a bω ω+ +=  khi 0m ≥  hoặc 2 1̂ˆ0,0, ( ) ( ) 0( )mm a bω ω+ +=  khi 0m < . 

Trạng thái chân không 0( )ω  được định nghĩa từ các phương trình 

1 2 1 2
ˆ ˆˆ ˆ0( ) 0, 0( ) 0, 0( ) 0, 0( ) 0a a b bω ω ω ω= = = =   (13) 

với điều kiện chuẩn hóa 0 0( ) 1ω = . Chúng tôi tính các yếu tố ma trận một cách dễ dàng 

theo hướng dẫn của công trình (Cao et al., 2019; D. Ly et al., 2021) cho các toán tử 
ˆ ˆ ˆ ˆ,  ,  ,  .K R M U  Tuy nhiên, yếu tố ma trận của toán tử T̂V  là  

( ) ( )( ) ( )( )
( )

1 2
1 2

, , ' 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1
, ,

1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, , '

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 2 , , .

k k mT
n n m

V k k m a a b b a a b b

a b a b a a b b a b a b a a b b n n m

+ + + +

+ + + + + + + +

 = + + + + + 

× + + + + + + + +                  
 (14) 

cần được tính thêm trong bước tính yếu tố ma trận. 
(iv) Cuối cùng là giải phương trình hàm riêng, vector riêng để thu phổ năng lượng và hàm sóng. 

2.3.  Các yếu tố ma trận 
Trong phần này, yếu tố ma trận của toán tử T̂V  (14) được tính bằng cách sử dụng các 

công thức ˆ 1 1a n n n+ = + +  và toán hủy ˆ 1 .a n n n= −  Kết quả thu được 
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( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2
1 2 1 2 1 2

, , ' 1 ' , 1 1 ' , 1, ,, , , ,
.k k mT m m m m m mk k k kn n m n n n n

V V Vδ δ− − + += +  (15) 

trong đó, ( )
1 2
1 2

1 ,
,

m k k
n n

V −  và ( )
1 2
1 2

1 ,
,

m k k
n n

V +  có biểu thức tính như sau: 

( )
( )

( )

( )

1 2
1 2

2 2 2 2

2 2

2 2 1 1

2 2 2 2

1 ,
,

1 2 2 2 , 2 2 1 1 2 , 1

1 2 1 2 ,

1 2 2 2 , 1 ,

1 2 2 2 , 2 1 2 1 2 , 1

1 2

1 3 3 2

     1 3 3 3

     1 2 1

1 1 + 1 3 3 3

     + 1

m k k
n n

k n k n

k n

k n k n

k n k n

V

n m n n n m n n m n n m

n m n m n n

n m n m n m n

n n n n m n n n n

n n

δ δ

δ

δ δ

δ δ

−

− −

+

− −

= + − + + + + − +

+ + − + + +

+ + − + − + + 
+ + − − + + +

+ − ( )
2 2

2 2 1 1

2 2 2 2 1 1

2 2 2 2 1 1

1 2 ,

1 2 2 2 , 1 , 1

1 1 1 2 , 1 1 1 1 2 , , 2

2 1 1 1 , 1 2 1 1 1 , , 1

1 3 3 4

     + 1 1 2 1

1 1 2 + 1 1 2 1

1 + 1 1 ,

k n

k n k n

k n k n k n

k n k n k n

m n n m

n n m n m n

n n m n n n n m n n m

n n n m n m n m n n m n m

δ

δ δ

δ δ δ

δ δ δ

+ +

− +

− −

+ + + +

+ − + − + + 
 + + + + + + + + + − + 
 + + + − − + + + − 

 (16) 

( )
( )

( )

1 2
1 2

2 2 2 2

2 2

2 2 1 1

2 2

1 ,
,

1 2 2 2 , 1 1 2 1 2 ,

1 2 1 2 , 1

1 2 2 2 , 2 ,

1 1 2 1 ,

1

1 1 + 1 3 3 3

      + 1 1 3 3 4

      + 1 1 1 2

1 2 1

                    +

m k k
n n

k n k n

k n

k n k n

k n

V

n m n n m n m n m n m n n

n m n n n m

n m n n m n

n m n m n m n

n

δ δ

δ

δ δ

δ

+

−

+

+

= + + − − − + + − + +

+ + + + − +

+ + + − + + 
+ + + + + − +

( )
( )

2 2 1 1

2 2 2 2

2 2 2 2 1 1

2 2 2 2 1

1 2 1 , 1 , 1

1 2 2 2 , 1 1 2 1 2 ,

1 2 1 2 , 1 2 2 2 1 , 2 , 1

1 1 1 2 , 1 1 1 2 , 1

1 2 1 1

1 + 3 3 2

     + 1 3 3 3 + 1 1 2

1 + 1 1

k n k n

k n k n

k n k n k n

k n k n k

m n m n n

n n n m n m n n m n n m

n n n n n n m n n

n n m n n m n n m n n

δ δ

δ δ

δ δ δ

δ δ δ

+ +

−

+ + −

+

+ + + + + + 
+ − − − − + + +

+ + + + − + + 
 + + − − + − +  1, 2 .n −

 (17) 

Yếu tố ma trận của các toán tử ˆ ˆ ˆ ˆ,  ,  ,  K R M U  được tính trong công trình (Cao et al., 
2019; D. Ly et al., 2021) và trong công trình này, chúng tôi sử dụng lại. 
2.4.  Phương trình trị riêng - vector riêng 

Bây giờ, chúng tôi khai triển hàm sóng ψ  trong (9) theo bộ hàm cơ sở (12)  

1 2

1

, , 1 2
0

, , .
jN

j j m
m j m j

C j j j m
µ

µ

ψ
=− = =

= −∑ ∑∑  (18) 

Cách khai triển hàm sóng (18) dẫn tới có ba chỉ số chạy 1,  ,  m j j  thay vì như các bộ 

hàm sóng của công trình trước đây chỉ có hai chỉ số chạy là 1,  .j j  Bởi vì, xét đến hiệu ứng 
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nhiệt từ nên số lượng tử từ 0,  1,  ...,  m µ= ± ±  không bảo toàn, dẫn đến số lượng các yếu tố 
ma trận tăng lên đáng kể. Tuy nhiên, chúng tôi vận dụng tính đối xứng và chọn bộ hàm cơ sở 

1 2, ,j j j m−  theo 0m ≤  hoặc  0m ≥ . Trong đó, ,  N µ  là số dương tùy chọn. 

Tiếp tục thay hàm sóng (18) vào phương trình (9) sẽ thu được vector riêng tổng quát 

( ) 0,ε− =    (19) 

trong đó, ,   là ma trận Hamiltonian và toán tử ˆ.R  Giải (19) sẽ thu được phổ năng lượng 
là các trị riêng ε  và các hằng số khai triển 

1 2, ,j j mC  tương ứng trong hàm sóng (18).  

3. Kết quả và thảo luận 
Giải số phương trình (19), chúng tôi thu được nghiệm số hội tụ tốt nhất khi tham số tự 

do ω  nằm trong vùng tối ưu từ 0.8 đến 1.5 cho từ trường thấp 0.1 a.u.γ <  và từ 1.5 đến 2.5 
cho từ trường cao 0.1 a.u.,γ ≥  như đã chứng minh trong công trình (Cao et al., 2019; D. Ly 
et al., 2021). Trong đó, mức năng lượng cơ bản và kích thích thứ nhất có giá trị chính xác 
đến 9 chữ số thập phân khi khai triển chuỗi hàm sóng (18) đến 30.N =  Độ chính xác này 
đủ để phân tích sự thay đổi năng lượng cỡ 0.1 meV (Goryca et al., 2019). Kết quả cho thấy, 
ở mức từ trường thấp, sự thay đổi năng lượng theo nhiệt độ không đáng kể. Tuy nhiên, khi 
ở vùng từ trường cao sự thay đổi này lớn và có thể quan sát bằng thực nghiệm. 

Khi xét nguyên tử hydro không bị chắn bởi plasma, chúng tôi xem mật độ plasma 
0,en =  hay bán kính Debye .Dλ = ∞  Hình 1 cho thấy sự thay đổi năng lượng khi xét đến 

hiệu ứng nhiệt-từ, khi cường độ từ trường 51 a.u. 2.35 10  Tesla,= ×  sự thay đổi cỡ vài meV 

ở nhiệt độ 316000 K và vài chục meV ở nhiệt độ 3160000 K. Cụ thể, mức 1s  thay đổi 0.66 
meV và 6.64 meV. Mức 2s  thay đổi 3.34 meV và 23.45 meV. Mức 02 p  thay đổi 0.91 meV 

và 9.12 meV. Mức 12 p−  có sự thay đổi 4.41 meV và 44.12 meV.  

 
Hình 1. Độ lệch năng lượng ở nhiệt độ T  so với năng lượng không xét đến nhiệt độ 0 TE E−  khi 

từ trường 51 a.u. 2.35 10  Tesla,= ×  trường hợp bán kính Debye .Dλ = ∞  
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Bảng 1. Mức năng lượng 1s  thay đổi theo từ trường và nhiệt độ 
 trong hệ đơn vị nguyên tử khi nguyên tử hydro không bị chắn bởi plasma 

Từ trường γ  Nhiệt độ 
T = 0* T = 0.01 T = 0.1 T = 1 T = 10 

0 -0.500000000 -0.500000000 -0.500000000 -0.500000000 -0.500000000 
0.01 -0.499975003 -0.499975003 -0.499975003 -0.499975004 -0.499975015 
0.1 -0.497526480 -0.497526482 -0.497526493 -0.497526611 -0.497527786 
1 -0.331168897 -0.331169141 -0.331171338 -0.33119332 -0.331413 

* Tại nhiệt độ T = 0, kết quả trùng khớp với tài liệu (Cao et al., 2019). 

Bảng 2. Mức năng lượng 12 p−  thay đổi theo từ trường và nhiệt độ 

trong hệ đơn vị nguyên tử khi nguyên tử hydro không bị chắn bởi plasma 

Từ trường γ  Nhiệt độ 
T = 0* T = 0.01 T = 0.1 T = 1 T = 10 

0 -0.125000000 -0.125000000 -0.125000000 -0.125000000 -0.125000000 
0.01 -0.129701127 -0.129701127 -0.129701127 -0.129701132 -0.129701185 
0.1 -0.150845672 -0.150845675 -0.150845694 -0.150845892 -0.150847869 
1  0.043402942  0.043401322  0.043386748  0.043240805  0.041781 

* Tại nhiệt độ T = 0, kết quả trùng khớp với tài liệu (Cao et al., 2019). 

Bảng 3. Mức năng lượng 02 p  thay đổi theo từ trường và nhiệt độ 

trong hệ đơn vị nguyên tử khi nguyên tử hydro không bị chắn bởi plasma 

Từ trường γ  Nhiệt độ 
T = 0* T = 0.01 T = 0.1 T = 1 T = 10 

0 -0.125000000 -0.125000000 -0.125000000 -0.125000000 -0.125000000 
0.01 -0.124850375 -0.124850375 -0.124850375 -0.124850375 -0.124850377 
0.1 -0.112410077 -0.112410077 -0.112410080 -0.112410110 -0.112410405 
1  0.239993387  0.239993053  0.239990049  0.239959846  0.239658 

* Tại nhiệt độ T = 0, kết quả trùng khớp với tài liệu (Cao et al., 2019). 
Bảng 4. Mức năng lượng 2s  thay đổi theo từ trường và nhiệt độ 

trong hệ đơn vị nguyên tử khi nguyên tử hydro không bị chắn bởi plasma 

Từ trường γ  Nhiệt độ 
T = 0* T = 0.01 T = 0.1 T = 1 T = 10 

0 -0.125000000 -0.125000000 -0.125000000 -0.125000000 -0.125000000 
0.01 -0.124651477 -0.124651477 -0.124651476 -0.124651472 -0.124651433 
0.1 -0.098089151 -0.098089151 -0.098089149 -0.098089138 -0.098089021 
1  0.339531871  0.339531023  0.339523383  0.339445691  0.338669 

* Tại nhiệt độ T = 0, kết quả trùng khớp với tài liệu (Cao et al., 2019) 

Chúng tôi tiếp tục tính bốn mức năng lượng 1 ,s  12 ,p−  02 p  và 2s  cho trường hợp nguyên 

tử hydro đặt trong plasma có mật độ 25 35.36 10 / m ,en = ×  một loại plasma được tạo ra trong từ 

trường mạnh (Yao et al., 2022). Khi đó, nhiệt độ thay đổi dẫn đến bán kính Debye sẽ thay đổi 
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theo. Ở đây, chúng tôi chọn hai mức nhiệt độ  0.01T =  a.u. và 1T =  a.u. tương ứng với hai giá 
trị bán kính Debye ( )10 a.u. 5.29 Å Dλ =  và ( )100 a.u. 52.9 Å . Dλ =  Bảng 5 đến 8 trình bày 

kết quả khi thay đổi từ trường từ 0 đến 1 a.u.. Kết quả cho thấy, khi từ trường càng lớn các mức 
năng lượng càng tăng dần, ví dụ: ở từ trường 1 a.u. độ tăng này khoảng 0.166 a.u. cho mức 1 ,s  
0.194 a.u. cho mức 12 ,p−  0.259 a.u. cho mức 02 p  và 0.338 a.u. cho mức 2 .s   

Nhưng đáng chú ý, khi nhiệt độ thay đổi từ 0.01T =  a.u. lên 1T =  a.u. thì các mức 
năng lượng dịch chuyển một khoảng tương đối lớn, khoảng từ 0.065 a.u. đến 0.084 a.u. 
tương ứng với từ 1.8 eV đến 2.3 eV. So với kết quả nghiên cứu sự tách mức năng lượng trên 
các sao neutron và lùn trắng là khoảng 14 meV (Richer et al., 2019).  

Bảng 5. Mức năng lượng 1s  thay đổi theo từ trường trong trường hợp nhiệt độ T = 0.01  
và T~=~1 trong hệ đơn vị nguyên tử khi nguyên tử hydro đặt trong plasma có mật độ 

25 35.36 10 / m .en = ×  

Từ trường γ  
Nhiệt độ 

T = 0.01 a.u.  
(hay 10 a.u. 5.29 Å Dλ = = ) 

T = 1 a.u.  
(hay 100 a.u. 52.9 Å Dλ = = ) 

0 -0.407058031 -0.490074506 
0.01 -0.407032534 -0.490049505 
0.1 -0.404536917 -0.487600589 
1 -0.236848567 -0.3212526 

Bảng 6. Mức năng lượng 12 p−
 thay đổi theo từ trường trong trường hợp nhiệt độ T = 0.01 

 và T~= 1 trong hệ đơn vị nguyên tử khi nguyên tử hydro đặt trong plasma có mật độ
25 35.36 10 / m .en = ×  

Từ trường γ  Nhiệt độ 
T = 0.01 hay 5.29 Å Dλ =  T = 1 hay 52.9 Å Dλ =  

0 -0.049910210 -0.115293162 
0.01 -0.051160793 -0.119945618 
0.1 -0.069423025 -0.141056391 
1 0.133581992 0.0531357 

Bảng 7. Mức năng lượng 
02 p  thay đổi theo từ trường trong trường hợp nhiệt độ T = 0.01 

và T~=~1 trong hệ đơn vị nguyên tử khi nguyên tử hydro đặt trong plasma có mật độ 
25 35.36 10 / m .en = ×  

Từ trường γ  
Nhiệt độ 

T = 0.01 hay 5.29 Å Dλ =  T = 1 hay 52.9 Å Dλ =  

0 -0.046528551 -0.115245199 
0.01 -0.049498177 -0.115095226 
0.1 -0.032186562 -0.102634987 
1 0.234592623 0.156728 
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Bảng 8. Mức năng lượng 2s  thay đổi theo từ trường trong trường hợp 
 nhiệt độ T = 0.01 và T = 1 trong hệ đơn vị nguyên tử khi nguyên tử hydro đặt trong plasma  

có mật độ 25 35.36 10 / m .en = ×  

Từ trường γ  
Nhiệt độ 

T = 0.01 hay 5.29 Å Dλ =  T = 1 hay 52.9 Å Dλ =  
0 -0.046523780 -0.115245174 

0.01 -0.046339939 -0.114943994 
0.1 -0.020585098 -0.088351553 
1 0.326628955 0.249813 

Chúng tôi tiếp tục tính các năng lượng của nguyên tử hydro đặt trong các loại plasma 
khác nhau khi nhiệt độ và mật độ plasma được xem là thông số đầu vào cùng thay đổi. Dưới 
đây là các bảng giá trị các mức năng lượng cơ bản và kích thích cho: T = 0.01 a.u. và 

67.94 10en −= ×  a.u.; T = 0.1 a.u. và 57.94 10en −= ×  a.u.; T = 1 a.u. và 47.94 10en −= ×  a.u.; 
T = 10 a.u. và 37.94 10en −= ×  a.u.. 

Bảng 9. Mức năng lượng 1s  thay đổi theo từ trường tương ứng với nhiệt độ 
và mật độ plasma khác nhau trong hệ đơn vị nguyên tử 

Từ trường γ  
Nhiệt độ, mật độ 

T = 0.01, 
67.94 10en −= ×  

T = 0.1, 
57.94 10en −= ×  

T = 1, 
47.94 10en −= ×  

T = 10, 
37.94 10en −= ×  

0 -0.407058031 -0.407058031 -0.407058031 -0.407058031 
0.01 -0.407032534 -0.407032535 -0.407032541 -0.407033189 
0.1 -0.404536917 -0.404536980 -0.404537614 -0.404607417 
1 -0.236848567 -0.236859736 -0.236971628 -0.238091 

Bảng 10. Mức năng lượng 12 p−  thay đổi theo từ trường 
 tương ứng với nhiệt độ và mật độ plasma khác nhau trong hệ đơn vị nguyên tử 

Từ trường γ  
Nhiệt độ, mật độ 

T = 0.01, 
67.94 10en −= ×  

T = 0.1, 
57.94 10en −= ×  

T = 1, 
47.94 10en −= ×  

T = 10, 
37.94 10en −= ×  

0 -0.049910210 -0.049910210 -0.049910210 -0.049910210 
0.01 -0.051160793 -0.051160798 -0.051160846 -0.051161324 
0.1 -0.069423025 -0.069423109 -0.069423948 -0.069432337 
1  0.133581992  0.133518612  0.132878877  0.126486 

 

Bảng 11. Mức năng lượng 02 p  thay đổi theo từ trường  
tương ứng với nhiệt độ và mật độ plasma khác nhau trong hệ đơn vị nguyên tử 

Từ trường γ  
Nhiệt độ, mật độ 

T = 0.01, 
67.94 10en −= ×  

T = 0.1, 
57.94 10en −= ×  

T = 1, 
47.94 10en −= ×  

T = 10, 
37.94 10en −= ×  

0 -0.046528551 -0.046528551 -0.046528551 -0.046528551 
0.01 -0.049498177 -0.049498173 -0.049498130 -0.049497705 
0.1 -0.032186562 -0.032186576 -0.032186715 -0.032188109 
1  0.234592623  0.234560745  0.234233169  0.230964 
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Bảng 12. Mức năng lượng 2s  thay đổi theo từ trường 
tương ứng với nhiệt độ và mật độ plasma khác nhau trong hệ đơn vị nguyên tử 

Từ trường γ  
Nhiệt độ, mật độ 

T = 0.01, 
67.94 10en −= ×  

T = 0.1, 
57.94 10en −= ×  

T = 1, 
47.94 10en −= ×  

T = 10, 
37.94 10en −= ×  

0 -0.046523780 -0.046523780 -0.046523780 -0.046523780 
0.01 -0.046339939 -0.046339939 -0.046339940 -0.046339947 
0.1 -0.020585098 -0.020585097 -0.020585086 -0.020584981 
1  0.326628955  0.326609135  0.326403775  0.324356 

4. Kết luận 
Trong công trình này, chúng tôi đã khảo sát hiệu ứng nhiệt-từ lên mức năng lượng cơ 

bản 1s  và kích thích bậc nhất 2 ,s  02 p  và 12 p−  của nguyên tử hydro nhúng trong plasma bị 

giam trong từ trường. Kết quả thu được nghiệm chính xác bằng số đến 9 chữ số thập phân 
với cường độ từ trường lên đến 51 a.u. 2.35 10  Tesla= ×  và nhiệt độ lên đến 
10 a.u. 3160000 K,=  trong trường hợp nguyên tử hydro không bị chắn bởi plasma và trường 
hợp nguyên tử hydro đặt trong các loại plasma khác nhau. Kết quả cho thấy, ngoài sự thay 
đổi các mức năng lượng của nguyên tử hydro do tác động của từ trường ngoài, phổ năng 
lượng còn bị dịch chuyển khi đồng thời nhúng nguyên tử hydro trong plasma có nhiệt độ và 
mật độ tương ứng khác nhau được bao quanh bởi từ trường đều. Kết quả cũng chỉ ra rằng, 
sự thay đổi này có thể quan sát bằng thực nghiệm và cần xem xét đến hiệu ứng nhiệt-từ khi 
xét bài toán nguyên tử hydro nhúng trong plasma bị giam trong từ trường đều. 
 

 Tuyên bố về quyền lợi: Các tác giả xác nhận hoàn toàn không có xung đột về quyền lợi. 
 

 Lời cảm ơn: Các tác giả chân thành cảm ơn GS TSKH Lê Văn Hoàng đã gợi ý vấn đề 
nghiên cứu cho bài báo này.  
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ABSTRACT 

The combined influence of temperature and magnetic fields can alter the energy spectra of a 
hydrogen atom embedded in a magnetically confined plasma, giving rise to a thermo-magnetic effect. 
This study explores the phenomenon by separating the center of mass motion to derive the exact 
Hamiltonian of the system. This work applies the FK operator method to analyze its impact on the 
ground and first excited energy levels. Numerical solutions accurate to nine decimal places are 
obtained for magnetic field strengths up to 52.35 10×  Tesla and temperatures up to 63.16 10×  K. 
These results indicate that the energy level shifts are experimentally observable, highlighting the 
importance of considering thermo-magnetic effects in plasma-embedded hydrogen atom systems.  

Keywords: hydrogen atom; Kustaanheimo-Stiefel transformation; operator method; screened 
Coulomb potential; three-dimensional atomic system 
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