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TÓM TẮT 
Đại số Lie Heisenberg đóng vai trò quan trọng trong cả toán học và vật lí, đặc biệt là trong cơ 

học lượng tử. Các đại số này giúp chúng ta biểu diễn nguyên lí không chắc chắn và các mối quan hệ 
giao hoán giữa các biến cố trong cơ học lượng tử. Nhiều khía cạnh và tính chất cùng những ứng 
dụng của đại số Lie Heisenberg đã được nghiên cứu. Trong bài báo này, chúng tôi tập trung vào biểu 
diễn rời rạc của đại số Lie Heisenberg. Cụ thể, chúng tôi sẽ nghiên cứu về đồ thị giao hoán của họ 
tất cả các đại số Lie Heisenberg. Từ đó chỉ ra hình dáng của chúng, và nêu một số đặc trưng quan 
trọng như là tính liên thông và đường kính. 

Từ khóa: đồ thị giao hoán; liên thông; đường kính; Đại số Lie Heisenberg 
 

1. Mở đầu 
Đại số Lie Heisenberg đóng vai trò quan trọng trong nhiều lĩnh vực của toán học và vật lí, 

từ lí thuyết biểu diễn đến cơ học lượng tử. Tầm quan trọng của đại số này bắt nguồn từ việc nó 
cung cấp một cấu trúc toán học cho việc mô hình hóa mối quan hệ giao hoán giữa các quan sát 
lượng tử, một khía cạnh căn bản của thế giới lượng tử. Một trong những ứng dụng quan trọng 
nhất của đại số Lie Heisenberg là trong mô hình hóa nguyên lí không chắc chắn của Heisenberg 
(Heisenberg, 1927). Nguyên lí này xác định rằng có một mức độ không chắc chắn trong việc đo 
lường hai quan sát lượng tử cơ bản là vị trí và động lượng. Đại số Lie Heisenberg cũng đóng một 
vai trò quan trọng trong lí thuyết biểu diễn (Humphreys, 1972). Nhờ vào những tính chất đặc biệt 
của mình, đại số Lie Heisenberg là một công cụ mạnh mẽ trong việc nghiên cứu cấu trúc và tính 
chất của các biểu diễn của các nhóm và đại số Lie khác.  

Trong khi đó, mối quan hệ giữa các cấu trúc toán học (như nhóm, vành, đại số) và lí 
thuyết đồ thị đã thu hút được sự quan tâm của nhiều nhà toán học trên khắp thế giới. Nhiều 
kết quả thú vị đã được chứng minh và mở ra những ứng dụng mới để nghiên cứu cả hai vấn 
đề nêu trên (Anderson & Badawi, 2008; Anderson, 2011; Akbari et al., 2004, 2006, 2008; 
Dorbidi, 2023; Miguel, 2016; Cao et al., 2023). Trong mạch nghiên cứu ấy, thì mối quan hệ 
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giữa các đại số Lie và lí thuyết đồ thị là một lĩnh vực nghiên cứu thú vị trong toán học, nơi 
các cấu trúc đại số của đại số Lie có thể được phản ảnh lại thông qua các mối quan hệ của lí 
thuyết đồ thị, mở ra những cách tiếp cận mới để hiểu và khám phá tính chất của cả hai lĩnh 
vực (Wang & Xia, 2017). Một đại số Lie có thể được biểu diễn dưới dạng một đồ thị, trong 
đó các đỉnh của đồ thị tương ứng với các phần tử không nằm trong tâm của đại số Lie đó và 
các cạnh của đồ thị biểu diễn mối quan hệ giao hoán giữa các đỉnh. Thông qua đó, các phương 
pháp và kĩ thuật của lí thuyết đồ thị có thể được áp dụng để phân tích cấu trúc của các đại số 
Lie. Mối quan hệ qua lại giữa một cấu trúc đại số (đại số Lie) và một cấu trúc rời rạc (đồ thị) 
cung cấp một khía cạnh mới và sâu sắc trong việc nghiên cứu cấu trúc và tính chất của cả hai 
lĩnh vực, mở ra những sự liên kết và ứng dụng trong các lĩnh vực khác nhau của toán học và 
vật lí. Trong bài báo xuất bản năm 2017, Wang và Xia đã nghiên cứu mối quan hệ này cho 
các đại số Lie đơn. Trong bài nghiên cứu này, chúng tôi sẽ nghiên cứu về những tính chất 
quan trọng của đồ thị của các Đại số Lie Heisenberg. Hai đặc trưng cơ bản của những đồ thị 
này là tính liên thông và đường kính cũng sẽ được xác định một cách cụ thể. 
2. Một số kí hiệu và khái niệm cơ bản 

Phần này trình bày một cách sơ lược các khái niệm cơ bản của Lí thuyết đồ thị và Lí 
thuyết Đại số Lie. Bạn đọc có thể xem chi tiết hơn ở tài liệu Chartrand (1996), Šnobl và 
Winternitz (2014). 

Một đồ thị đơn, vô hướng (sau đây gọi tắt là đồ thị) là một cặp có thứ tự, 𝐺𝐺 = (𝑉𝑉,𝐸𝐸), 
bao gồm tập đỉnh 𝑉𝑉 ≠ 𝜙𝜙 và tập cạnh 𝐸𝐸 ⊆ {{𝑥𝑥,𝑦𝑦} | 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈  𝑉𝑉 𝑣𝑣à 𝑥𝑥 ≠  𝑦𝑦}. Hai đỉnh phân biệt 
𝑢𝑢 và 𝑣𝑣 được gọi là kề nhau nếu {𝑢𝑢, 𝑣𝑣} thuộc 𝐸𝐸. Một đường nối 𝑣𝑣1 và 𝑣𝑣𝑘𝑘 trong 𝐺𝐺 là một dãy 
các đỉnh đôi một phân biệt 𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, . . . , 𝑣𝑣𝑘𝑘 sao cho {𝑣𝑣𝑖𝑖, 𝑣𝑣𝑖𝑖+1} ∈ 𝐸𝐸 với mọi 𝑖𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑘𝑘 − 1. 
Chúng ta sẽ kí hiệu đường này là {𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, . . . , 𝑣𝑣𝑘𝑘}. Độ dài của đường {𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, . . . , 𝑣𝑣𝑘𝑘} được 
định nghĩa là 𝑘𝑘 − 1. Khoảng cách giữa hai đỉnh 𝑢𝑢 và 𝑣𝑣, kí hiệu là dist(𝑢𝑢, 𝑣𝑣), là độ dài của 
đường ngắn nhất nối chúng. Nếu mọi cặp đỉnh phân biệt của 𝐺𝐺 được nối bởi ít nhất một 
đường, ta nói rằng 𝐺𝐺 là liên thông. Ngược lại, ta nói 𝐺𝐺 không liên thông. Đường kính của đồ 
thị 𝐺𝐺, kí hiệu diam(𝐺𝐺), được định nghĩa như sau:  

diam(𝐺𝐺) = sup{dist(𝑢𝑢, 𝑣𝑣):  𝑢𝑢 ≠ 𝑣𝑣}.  
Cho 𝑈𝑈 là một tập con khác rỗng của 𝑉𝑉. Ta định nghĩa đồ thị con của 𝐺𝐺 cảm sinh bởi 𝑈𝑈 

là đồ thị bao gồm tập đỉnh 𝑈𝑈 và tập cạnh � {𝑥𝑥, 𝑦𝑦} ∈ 𝐸𝐸 ∣∣ 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝑈𝑈 � . Đồ thị con của 𝐺𝐺 được gọi 
là một thành phần liên thông của 𝐺𝐺 nếu nó được cảm sinh bởi một tập hợp lớn nhất các đỉnh 
sao cho đồ thị con đấy là đồ thị liên thông. Tập hợp các tập đỉnh của tất cả các thành phần 
liên thông của 𝐺𝐺 tạo thành một phân hoạch của 𝑉𝑉. Một đồ thị được gọi là đầy đủ nếu mọi cặp 
đỉnh phân biệt đều kề nhau. Ta sẽ kí hiệu đồ thị đầy đủ có 𝑛𝑛 đỉnh là 𝐾𝐾𝑛𝑛 và có tập đỉnh 𝑆𝑆 ⊆ 𝑉𝑉 
là 𝐾𝐾𝑆𝑆. Đồ thị 𝐺𝐺 được gọi là 𝑟𝑟-chính quy bậc 𝑛𝑛, nếu nó bao gồm 𝑛𝑛 đỉnh sao cho mỗi đỉnh đều 
kề nhau với đúng 𝑟𝑟 đỉnh khác.   

Cho (𝐿𝐿, [·,·]) là một đại số Lie xác định trên một trường 𝔽𝔽 nào đó. Khi đó tâm của 𝐿𝐿, 
kí hiệu 𝑍𝑍(𝐿𝐿), được xác định như sau: 

𝑍𝑍(𝐿𝐿): = {𝑥𝑥 ∈ 𝐿𝐿 | [𝑥𝑥,𝑦𝑦] = 0,∀ 𝑦𝑦 ∈ 𝐿𝐿}. 



Tạp chí Khoa học Trường ĐHSP TPHCM Tập 22, Số 10(2025): 1859-1866  
 

1861 

Với mỗi 𝑥𝑥 ∈ 𝐿𝐿, ta định nghĩa toán tử liên hợp ad𝑥𝑥 ∶ 𝐿𝐿 → 𝐿𝐿 là ánh xạ tuyến tính thỏa mãn  
ad𝑥𝑥(𝑦𝑦) ≔ [𝑥𝑥, 𝑦𝑦]. 

Định nghĩa 1. (Wang & Xia, 2017) Cho 𝐿𝐿 là đại số Lie trên trường 𝔽𝔽 với tâm 𝑍𝑍(𝐿𝐿), đồ thị 
giao hoán của 𝐿𝐿, kí hiệu Γ(𝐿𝐿) = (𝑉𝑉𝐿𝐿,𝐸𝐸𝐿𝐿), là một đồ thị với tập đỉnh và tập cạnh như sau: 

𝑉𝑉𝐿𝐿 = 𝐿𝐿\𝑍𝑍(𝐿𝐿)        và       𝐸𝐸𝐿𝐿 = �{𝑥𝑥,𝑦𝑦} � 𝑥𝑥 ≠ 𝑦𝑦 và [𝑥𝑥,𝑦𝑦] = 0�. 
Để thuận tiện, ta sẽ kí hiệu CC𝔽𝔽(𝐿𝐿) là tập hợp tất cả các thành phần liên thông của Γ(𝐿𝐿). 

Chú ý rằng đồ thị giao hoán Γ(𝐿𝐿) của một đại số Lie 𝐿𝐿 là hữu hạn khi và chỉ khi trường 𝔽𝔽 là 
một trường hữu hạn, tức là 𝔽𝔽 = 𝔽𝔽𝑞𝑞. Do đó, trong trường hợp 𝔽𝔽 = 𝔽𝔽𝑞𝑞, số các thành phần liên 
thông của Γ(𝐿𝐿) là hữu hạn, và ta kí hiệu số này là |CC𝐹𝐹𝑞𝑞(𝐿𝐿)|. Để thuận tiện, từ giờ trở đi, một 
không gian vectơ có tập sinh là {𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, … , 𝑒𝑒𝑘𝑘} sẽ được ký hiệu là 〈𝑒𝑒1, … , 𝑒𝑒𝑘𝑘〉 và đối với một 
tập con 𝑆𝑆 bất kì của một không gian vectơ, ta sẽ kí hiệu 𝑆𝑆∗ là tập hợp các phần tử khác vectơ 
0 của 𝑆𝑆, tức là 𝑆𝑆∗ ≔ 𝑆𝑆\{0}. Ví dụ như với một vectơ 𝑥𝑥 bất kì thuộc 𝐿𝐿 thì ta có 〈𝑥𝑥〉∗ =
{ 𝜆𝜆𝜆𝜆 ∣ 𝜆𝜆 ∈ 𝔽𝔽, 𝜆𝜆 ≠ 0 }. 
3. Các kết quả chính  

Trong phần này, chúng ta sẽ trình bày các kết quả chính về tính liên thông của đồ thị 
giao hoán của tất cả các đại số Lie Heisenberg. Trong trường hợp chúng liên thông, ta sẽ xác 
định đường kính của các đồ thị, trong trường hợp ngược lại, ta sẽ chỉ ra tất cả các thành phần 
liên thông của chúng. Nếu như bổ sung thêm điều kiện 𝔽𝔽 = 𝔽𝔽𝑞𝑞, thì ta sẽ xác định số thành 
phần liên thông và phác thảo hình dạng của chúng. Nhắc lại rằng, một đại số Lie Heisenberg 
(2𝑚𝑚 + 1) chiều (𝑚𝑚 ≥ 1) trên trường 𝔽𝔽, kí hiệu ℎ2𝑚𝑚+1, là một đại số Lie với cơ sở và móc 
Lie xác định như sau: 
 ℎ2𝑚𝑚+1 = 〈𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑖𝑖, 𝑧𝑧 | 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑚𝑚〉 ∶  [𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑖𝑖] = 𝑧𝑧, ∀𝑖𝑖 = 1,2, … ,𝑚𝑚. 
Mệnh đề 2. Với 𝑚𝑚 là một số nguyên dương bất kì, thì đồ thị giao hoán của đại số Lie 
Heisenberg ℎ2𝑚𝑚+1 có những tính chất sau: 

i. Nếu 𝑚𝑚 = 1 thì Γ(ℎ3) không liên thông,  
ii. Nếu 𝑚𝑚 ≥ 2 thì Γ(ℎ2𝑚𝑚+1) liên thông. Hơn nữa, đường kính của đồ thị giao hoán của 

ℎ2𝑚𝑚+1 bằng 2, tức là diam(Γ(ℎ2𝑚𝑚+1)) = 2. 
Chứng minh. 

Trước tiên, ta dễ dàng tính được 𝑍𝑍(ℎ2𝑚𝑚+1) = 〈𝑧𝑧〉 = 𝐿𝐿1 với mọi 𝑚𝑚. 
i. Với 𝑚𝑚 = 1, đại số Lie Heisenberg ℎ3 = 〈𝑥𝑥1,𝑦𝑦1, 𝑧𝑧〉 được xác định bởi: [𝑥𝑥1,𝑦𝑦1] = 𝑧𝑧. Ta 

sẽ chứng minh đồ thị giao hoán của ℎ3 không liên thông bằng cách chỉ ra một thành phần 
liên thông thực sự của Γ(ℎ3). Thực vậy, với mọi 𝑎𝑎, 𝑐𝑐 ∈ 𝔽𝔽 sao cho 𝑎𝑎 ≠ 0, thì ta có thể kiểm 
tra trực tiếp sự tương đương sau: 

[𝑎𝑎𝑥𝑥1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐,𝛼𝛼𝑥𝑥1 + 𝛽𝛽𝑦𝑦1 + 𝛾𝛾𝛾𝛾] = 0 ⇔ 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 0 ⇔ 𝛽𝛽 = 0. 
Từ đó suy ra, với 𝑎𝑎 ≠ 0 và 𝑐𝑐 bất kì, các đỉnh kề nhau với 𝑎𝑎𝑥𝑥1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 cũng phải có dạng 

𝛼𝛼𝑥𝑥1 + 𝛾𝛾𝛾𝛾 với 𝛼𝛼 ≠ 0. Do đó, các đỉnh trong tập hợp {𝑎𝑎𝑥𝑥1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐:𝑎𝑎 ≠ 0}  kề với nhau và không 
kề với bất kì đỉnh nào khác. Nói một cách khác, đồ thị con của Γ(ℎ3) cảm sinh bởi tập hợp 
các đỉnh có dạng {𝑎𝑎𝑥𝑥1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐:𝑎𝑎 ≠ 0} là một thành phần liên thông của Γ(ℎ3). Ý thứ nhất được 
chứng minh hoàn toàn. 
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ii. Giả sử 𝑚𝑚 ≥ 2. Khi đó với hai đỉnh 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 tùy ý của Γ(ℎ2𝑚𝑚+1), ta luôn có: 
dim�Ker(ad𝑢𝑢)� = (2𝑚𝑚 + 1) − dim�Im(ad𝑢𝑢)� = 2𝑚𝑚, 
dim�Ker(ad𝑣𝑣)� = (2𝑚𝑚 + 1) − dim�Im(ad𝑣𝑣)� = 2𝑚𝑚. 
Do đó,  
dim�Ker(ad𝑢𝑢) ∩ Ker(ad𝑣𝑣)� ≥ 2𝑚𝑚 − 2 ≥ 2. 

Vì vậy, luôn tồn tại một đỉnh 𝑤𝑤 ∈ Vℎ2𝑚𝑚+1  sao cho 𝑤𝑤 ∈ Ker(ad𝑢𝑢) ∩ Ker(ad𝑣𝑣). Hay 
nói cách khác, {𝑢𝑢,𝑤𝑤, 𝑣𝑣} là một đường nối 𝑢𝑢 và 𝑣𝑣. Từ đây suy ra: 

dist(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ≤ 2,∀𝑢𝑢, 𝑣𝑣 ∈ Vℎ2𝑚𝑚+1    
Mặt khác, dễ dàng thấy dist(𝑥𝑥1,𝑦𝑦1) ≥ 2 vì [𝑥𝑥1,𝑦𝑦1] ≠ 0. 
Do vậy diam(Γ(ℎ2𝑚𝑚+1)) = 2.                                                                                   □ 
Để phác thảo hình dạng của đồ thị giao hoán của các đại số Lie Heisenberg, chúng ta 

sẽ xem xét hạn chế chúng trên các trường hữu hạn 𝔽𝔽𝑞𝑞. Kết quả được phát biểu trong mệnh 
đề bên dưới. 
Mệnh đề 3. Xét một đại số Lie Heisenberg ℎ2𝑚𝑚+1 trên một trường trường hữu hạn 𝔽𝔽𝑞𝑞 được 
định nghĩa như trên. Khi đó: 

i. Nếu 𝑚𝑚 = 1 thì Γ(ℎ3) bao gồm 𝑞𝑞 + 1 thành phần liên thông, mỗi thành phần liên thông 
là một đồ thị đầy đủ gồm 𝑞𝑞(𝑞𝑞 − 1) đỉnh, như sau: 

CC𝔽𝔽𝑞𝑞(ℎ3) = �𝐾𝐾〈𝑥𝑥1〉∗+〈𝑧𝑧〉,𝐾𝐾〈𝑥𝑥1+𝑏𝑏1𝑦𝑦〉∗+〈𝑧𝑧〉 ∣ 𝑏𝑏1 ∈ 𝔽𝔽𝑞𝑞�. 
ii. Nếu 𝑚𝑚 ≥ 2 thì Γ(ℎ2𝑚𝑚+1) là một đồ thị 𝑟𝑟-chính quy bậc 𝑞𝑞(𝑞𝑞2𝑚𝑚 − 1), với 𝑟𝑟 = 𝑞𝑞2𝑚𝑚 −

𝑞𝑞 − 1. 
Chứng minh. 

Trước tiên, ta dễ dàng nhận thấy rằng 𝑍𝑍(ℎ2𝑚𝑚+1) = 〈𝑧𝑧〉 = 𝐿𝐿1 với mọi 𝑚𝑚. Ta sẽ chứng 
minh từng trường hợp như sau: 

i. Với 𝑚𝑚 = 1, đại số Lie Heisenberg ℎ3 = 〈𝑥𝑥1,𝑦𝑦1, 𝑧𝑧〉 được xác định bởi: [𝑥𝑥1,𝑦𝑦1] = 𝑧𝑧. Tập 
đỉnh của đồ thị này được xác định như sau: 

Vℎ3 = �𝑎𝑎1𝑥𝑥1 + 𝑏𝑏1𝑦𝑦1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 | 𝑎𝑎1, 𝑏𝑏1, 𝑐𝑐 ∈ 𝔽𝔽𝑞𝑞 , (𝑎𝑎1, 𝑏𝑏1) ≠ (0,0)�. 
Lấy  

𝑢𝑢 = 𝑎𝑎1𝑥𝑥1 + 𝑏𝑏1𝑦𝑦1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐;  𝑣𝑣 = 𝑎𝑎1′ 𝑥𝑥1 + 𝑏𝑏1′𝑦𝑦1 + 𝑐𝑐′𝑧𝑧 
là 2 đỉnh tùy ý của Γ(ℎ3). Lưu ý rằng vì 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 là 2 đỉnh của Γ(ℎ3) nên ta có: 

(𝑎𝑎1, 𝑏𝑏1) ≠ (0,0); và (𝑎𝑎1′ , 𝑏𝑏1′) ≠ (0,0). 
Dựa theo hằng số cấu trúc của ℎ3, ta dễ dàng chứng minh được: 
[𝑢𝑢, 𝑣𝑣] = 0 ⇔ 𝑎𝑎1𝑏𝑏1′ − 𝑎𝑎1′ 𝑏𝑏1 = 0. 
Do đó, với mọi đỉnh 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 như trên, ta có: 

- Nếu 𝑎𝑎1 = 0 thì [𝑢𝑢, 𝑣𝑣] = 0 ⇔ 𝑎𝑎1′ = 0. Từ đó suy ra, các đỉnh trong tập hợp 
� 𝑏𝑏1𝑥𝑥1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∣∣ 𝑏𝑏1 ∈ 𝔽𝔽𝑞𝑞∗ , 𝑐𝑐 ∈ 𝔽𝔽𝑞𝑞 � đôi một kề nhau và không kề với bất kì đỉnh nào nằm ngoài 
tập hợp này. Điều này có nghĩa là, đồ thị con của Γ(ℎ3) cảm sinh bởi tập hợp 
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� 𝑎𝑎1𝑥𝑥1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∣∣ 𝑎𝑎1 ∈ 𝔽𝔽𝑞𝑞∗ , 𝑐𝑐 ∈ 𝔽𝔽𝑞𝑞 � là một thành phần liên thông của Γ(ℎ3) và thành phần liên 
thông này là một đồ thị đầy đủ với 𝑞𝑞(𝑞𝑞 − 1) đỉnh. Lưu ý rằng:  

� 𝑎𝑎1𝑥𝑥1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∣∣ 𝑎𝑎1 ∈ 𝔽𝔽𝑞𝑞∗ , 𝑐𝑐 ∈ 𝔽𝔽𝑞𝑞 � = 〈𝑥𝑥1〉∗ + 〈𝑧𝑧〉. 
- Nếu 𝑎𝑎1 ≠ 0, thì ta có  

[𝑢𝑢, 𝑣𝑣] = 0 ⇔ 𝑏𝑏1′ =
𝑎𝑎1′

𝑎𝑎1
𝑏𝑏1 

Do đó, mỗi đỉnh trong tập hợp � 𝑎𝑎1 �𝑥𝑥1 + 𝑏𝑏1
𝑎𝑎1
𝑦𝑦1� + 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∣∣

∣ 𝑎𝑎1 ≠ 0, 𝑏𝑏1, 𝑐𝑐 ∈ 𝔽𝔽𝑞𝑞 � là kề nhau 

và không kề với bất kì đỉnh nào khác nằm ngoài tập hợp trên. Từ đó suy ra, đồ thị sinh ra bởi 
tập đỉnh 〈𝑥𝑥1 + 𝑏𝑏1𝑦𝑦1〉∗ + 〈𝑧𝑧〉 là một thành phần liên thông của Γ(ℎ3), và thành phần liên thông 
này là một đồ thị đầy đủ có 𝑞𝑞(𝑞𝑞 − 1) đỉnh. 

Tổng kết lại, ta nhận thấy Γ(ℎ3) có tất cả là 𝑞𝑞 + 1 thành phần liên thông, mỗi thành 
phần liên thông có 𝑞𝑞(𝑞𝑞 − 1) đỉnh, như sau: 

CC𝔽𝔽𝑞𝑞(ℎ3) = �𝐾𝐾〈𝑥𝑥1〉∗+〈𝑧𝑧〉,𝐾𝐾〈𝑥𝑥1+𝑏𝑏1𝑦𝑦〉∗+〈𝑧𝑧〉 ∣ 𝑏𝑏1 ∈ 𝔽𝔽𝑞𝑞� 
ii. Giả sử 𝑚𝑚 ≥ 2. Khi đó, tập đỉnh của Γ(ℎ2𝑚𝑚+1) là 

Vℎ2𝑚𝑚+1 = �∑ (𝑎𝑎𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑏𝑏𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖)𝑚𝑚
𝑖𝑖=1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∣ 𝑎𝑎𝑖𝑖, 𝑏𝑏𝑖𝑖, 𝑐𝑐 ∈ 𝔽𝔽𝑞𝑞� ∖ 〈𝑧𝑧〉.  

Như vậy đồ thị này có tất cả 𝑞𝑞(𝑞𝑞2𝑚𝑚 − 1) đỉnh. Bây giờ, với mỗi đỉnh tùy ý 𝑢𝑢 ∈ Vℎ2𝑚𝑚+1, 
ta chứng minh 𝑢𝑢 kề nhau với 𝑞𝑞2𝑚𝑚 − 𝑞𝑞 − 1 đỉnh phân biệt trong Vℎ2𝑚𝑚+1 . Thật vậy, giả sử: 

𝑢𝑢 = ∑ (𝑎𝑎𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑏𝑏𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖)𝑚𝑚
𝑖𝑖=1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐.  

Vì 𝑢𝑢 ∈ Vℎ2𝑚𝑚+1 nên các giá trị 𝑎𝑎1, … ,𝑎𝑎𝑚𝑚, 𝑏𝑏1, … , 𝑏𝑏𝑚𝑚 không thể đồng thời bằng 0.  
Lấy 

𝑣𝑣 = ∑ �𝑎𝑎𝑗𝑗′𝑥𝑥𝑗𝑗 + 𝑏𝑏𝑗𝑗′𝑦𝑦𝑗𝑗�𝑚𝑚
𝑗𝑗=1 + 𝑐𝑐′𝑧𝑧  

là một đỉnh bất kì trong Vℎ2𝑚𝑚+1 . Ta dễ dàng kiểm tra được:  
[𝑢𝑢, 𝑣𝑣] = 0 ⇔ �∑ (𝑎𝑎𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑏𝑏𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖)𝑚𝑚

𝑖𝑖=1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐,∑ �𝑎𝑎𝑗𝑗′𝑥𝑥𝑗𝑗 + 𝑏𝑏𝑗𝑗′𝑦𝑦𝑗𝑗�𝑚𝑚
𝑗𝑗=1 + 𝑐𝑐′𝑧𝑧 � = 0  

⇔ ∑ (𝑎𝑎𝑖𝑖𝑏𝑏𝑖𝑖′ − 𝑎𝑎𝑖𝑖′𝑏𝑏𝑖𝑖)𝑚𝑚
𝑖𝑖=1 = 0. 

Ta xem 𝑎𝑎𝑖𝑖, 𝑏𝑏𝑖𝑖 ∶ 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑚𝑚 là các hằng số và 𝑎𝑎𝑖𝑖′, 𝑏𝑏𝑖𝑖′ ∶ 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑚𝑚 là các ẩn số. Lúc đó 
phương trình ∑ (𝑎𝑎𝑖𝑖𝑏𝑏𝑖𝑖′ − 𝑎𝑎𝑖𝑖′𝑏𝑏𝑖𝑖)𝑚𝑚

𝑖𝑖=1 = 0 là một phương trình bậc nhất với 2𝑚𝑚 ẩn trên trường 𝔽𝔽𝑞𝑞, 
nên số nghiệm không tầm thường của nó là  𝑞𝑞2𝑚𝑚−1 − 1. Từ đây suy ra số đỉnh kề nhau với 
𝑢𝑢 là (𝑞𝑞2𝑚𝑚−1 − 1)𝑞𝑞 − 1 (loại bỏ 1 đỉnh là chính 𝑢𝑢). Nói cách khác Γ(ℎ2𝑚𝑚+1) là một đồ thị 
(𝑞𝑞2𝑚𝑚 − 𝑞𝑞 − 1)-chính quy bậc 𝑞𝑞(𝑞𝑞2𝑚𝑚 − 1).                                                                          □ 

Trong phần còn lại, chúng ta sẽ vẽ minh họa đồ thị giao hoán của các đại số Lie 
Heisenberg, để cho đơn giản, ta chọn 𝔽𝔽 = 𝔽𝔽2 và phác thảo đồ thị Γ(ℎ3) (không liên thông) 
và Γ(ℎ5) (liên thông) làm đại diện. 

• Với trường hợp Γ(ℎ3), ta có: 
Vℎ3 = {𝑥𝑥1,𝑦𝑦1, 𝑥𝑥1 + 𝑦𝑦1, 𝑥𝑥1 + 𝑧𝑧,𝑦𝑦1 + 𝑧𝑧, 𝑥𝑥1 + 𝑦𝑦1 + 𝑧𝑧}. 
Đồ thị giao hoán của ℎ3 có 3 thành phần liên thông, trong đó mỗi thành phần liên thông 

là một đồ thị đầy đủ với tập đỉnh như sau: 
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{𝑥𝑥1, 𝑥𝑥1 + 𝑧𝑧}; {𝑦𝑦1,𝑦𝑦1 + 𝑧𝑧};  {𝑥𝑥1 + 𝑦𝑦1, 𝑥𝑥1 + 𝑦𝑦1 + 𝑧𝑧}. 
 
  

 
 
 

Hình 1. Đồ thị giao hoán của ℎ3  
• Với trường hợp Γ(ℎ5), ta có: 

Vℎ5 = {𝑎𝑎1𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎2𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏1𝑦𝑦1 + 𝑏𝑏2𝑦𝑦2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐|𝑎𝑎𝑖𝑖, 𝑏𝑏𝑖𝑖, 𝑐𝑐 ∈ 𝔽𝔽2 } ∖ 〈𝑧𝑧〉. 
Đồ thị này có tất cả là 25 − 2 = 30 đỉnh, trong đó mỗi đỉnh bất kỳ đều kề nhau với 

24 − 2 − 1 = 13 đỉnh khác, và do đó tạo thành một đồ thị 13-chính quy bậc 30. Vì số lượng 
đỉnh và cạnh khá nhiều, nên trong hình bên dưới, chúng tôi chỉ vẽ minh họa cách thức một 
đỉnh được nối với 13 đỉnh kề với nó, và các đỉnh khác cũng được nối theo cách tương tự. Cụ 
thể ta lấy đỉnh 𝑥𝑥1, chú ý rằng khi đó đỉnh 𝑥𝑥1 + 𝑧𝑧 (hơn kém 1 phần tử trong tâm 𝑍𝑍(𝐿𝐿)) luôn 
kề nhau với 𝑥𝑥1, và cả 2 đỉnh này đều được nối với 12 đỉnh 𝑣𝑣 có dạng: 𝑣𝑣 = 𝑎𝑎1𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎2𝑥𝑥2 +
𝑏𝑏2𝑦𝑦2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐, (𝑎𝑎1,𝑎𝑎2, 𝑏𝑏2) ≠ (0,0,0) như hình vẽ sau đây: 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

Hình 2. Minh họa cách nối 𝑥𝑥1 với các đỉnh kề trong Γ(ℎ5) 

𝑥𝑥1 

𝑥𝑥1 + 𝑧𝑧 

𝑦𝑦1 

𝑦𝑦1 + 𝑧𝑧 

𝑥𝑥1 + 𝑦𝑦1 

𝑥𝑥1 + 𝑦𝑦1 + 𝑧𝑧 

𝑥𝑥2 

𝑥𝑥1 + 𝑧𝑧 𝑥𝑥1 

𝑥𝑥2
 

𝑦𝑦2 

𝑦𝑦2
 

𝑥𝑥1
 

𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2
 

𝑥𝑥1 + 𝑦𝑦2 

𝑥𝑥1 + 𝑦𝑦2
 

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2
 

𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2
 

𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2
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4. Kết luận 
Trong bài báo này, chúng ta đã xác định được tính liên thông của đồ thị giao hoán của 

tất cả các đại số Lie Heisenberg. Trong trường hợp đồ thị là liên thông, đường kính của chúng 
được xác định là bằng 2, và trong trường hợp đồ thị không liên thông, tất cả các thành phần 
liên thông của nó đều được mô tả tường minh. Ngoài ra, chúng ta cũng phác thảo các đặc 
trưng và hình dạng của đồ thị giao hoán khi xem xét trên trường số hữu hạn. 

 

 Tuyên bố về quyền lợi: Các tác giả xác nhận hoàn toàn không có xung đột về quyền lợi. 
 

 Lời cảm ơn: Nghiên cứu này được hỗ trợ bởi đề tài mã số B2024-SPD-07. 
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ABSTRACT 

Heisenberg Lie Algebras play an important role in both mathematics and physics, in particular 
in quantum mechanics. These algebras provide a framework for expressing the uncertainty principle 
and commutation relations between physical quantities in quantum systems. Many aspects, 
properties, and applications of Heisenberg Lie algebras have been widely studied. In this paper, we 
focus on the discrete representation of Heisenberg Lie algebras. Specifically, we study the commuting 
graphs associated with all Heisenberg Lie algebras, describe their structural forms, and present key 
properties such as connectedness and diameter. 
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