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TOM TAT
Cho H & vanh chia quaternion thuc va N 1& mét sé nguyén dwong. Trong bdi bdo ndy, ching

t6i chizng minh rang mei nhdm con cé chi sé hizu han trong nhém tuyén tinh tong quét léch GL, (H )
la chuan tac khdng trung tam va né chiza nhém tuyén tinh léch dac biét SL, ( H ) Chiing 16i ciing
chizng minh rang mei nhém con thyc su cua SL, (H ) déu c6 chi sé vo han, va rang moi nhém con

& chudn tic ciia GL,, (H ) 12 T-nhém va né Ia nhém con chudn tic cia GL, (H).

Tir khéa: vanh chia quaternion thuc; nhém con cé chi sé hiru han; nhém con & chuan tic

1.  Giéi thiéu

Cho G la nhém. Ta biét ring cac nhém con c6 chi sé 2 déu 1a nhém con chuan tic
cua G. Nhém déi xiing S; chira nhom con ((12)) c6 chi sé hiru han 3, nhung n6 khong la
nhém con chudn tic cua Sy V&i mot truong vo han F va mot sb tu nhién n>2, nhém tuyén
tinh dc bigt SL,(F) Ia nhém con chuan tic cua nhém tuyén tinh tong quéat GL, (F) va
GL,(F)/SL,(F)=F", trong d6 F* 1a nhém nhan cua truong F. Do d6, SL, (F) c6 chi
s6 vo han trong GL, (F) Trong bai bao nay, ching tdi nghién cau cau tric cac nhém con
c6 chi s hitu han trong nhém tuyén tinh tong quét léch GL, (H) trén vanh chia quaternion
thyc H. Chiing tdi ching minh ring moi nhém con c6 chi sé hitu han trong GL, (H ) déu la

nhém con chuan tic khang trung tam, va nhém tuyén tinh léch dac biét SL, (H) 1a nhém
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con chuan tic c6 chi s vd han trong GL, (H) va GL,(H)/SL, (H)=R". Chang t3i ciing
chang minh rang, moi nhém con thyc sy cua SL, (H ) déu c6 chi s6 v han trong SL, (H).
Nhéc lai rang, mot nhém con A caanhém G duoc goi 1a & chudn tdc néu tdn tai mot day

tang hitu han cac nhém con (A),..., cia G sao cho A=A, A =G, A <A . Tat nhién,

0<i<k
moi nhém con chuan tic trong G déu 14 & chuén tic. Nhom ddi xang S, chira nhém con &
chuan tic ((12)), nhung n6 khong la chuén tic trong S,- Mot nhom G duoc goi 1 T-nhom
néu moi nhdm con & chuan tic cia G déu la chuan tic. Mot cau hoi néi tiéng duoc dua ra
boi Herstein va Scott (1963) rang: nhém nhan cia mét vanh chia 1a T-nhém? Trong nim
1978, Greenfield (1978) da tra loi cho cau hoi nay. Greenfield (1978) chung minh cau hoi
nay ding cho nhom nhéan ctia vanh chia quaternion thuc, va cau hdi nay khong dang cho dai
s6 chia c6 chiéu hitu han trén mot truong p-dia phuong véi p 1a s nguyén té 1é. Trong bai
bao nay, ching tdi chitng minh rang moi nhém con & chuén tic cia nhém tuyén tinh tong
quét léch GL,, (H ) déu Ia T-nhom. Bac biét, cac nhom GL, (H) va SL, (H) Ia cac T-nhom.
Cho H = {a+ bi +cj+ dk| a,b,c,d e R} la vanh chia quaternion thuc véi

i2=-1j" =-1k*=-1 ijk=-1.
Tabiétring H 1a dai s chiatréen R va dim, H =4 veicoso {Li, .k} vatam Z(H)=R.
Giasr a=a+bi+cj+dkeH, a=a-bi-cj-dkeH, va

N(a)=aa=a’+b’+c’+d’ cR.

Taco N(af)=N(a)N(B) véi moi o, 5 <H. Tép con G, ={a e H|N(a)=1} la nhom
con cua nhém nhan H* cua vanh chia quaternion thuc H. Mot sé ki hiéu va két luan trén
cau triic nhdm con caa H* ¢6 thé tham khao trong bai bao Le (2019) va Greenfield (1978).
2. Noidung
2.1. Nhém con & chudn tic ciia GL, (H)

Trong muc ndy, chiing tdi ching minh rang moi nhém con & chuan tac ciia nhém tuyén tinh
tong quét léch trén vanh chia quaternion thyc 13 T-nhém va do d6 no 13 nhém con chuan tic.

Nhéc lai rang, mot nhém con A caa mot nhém G duoc goi 1a nhdém con trung tam
cia G néu A<Z(G), trongds Z(G)={acG|ag=ga,vgeG} latam cua G.
B dé 2.1. Cho H 1a vanh chia quaternion thuc. Khi d6, G, 1a mét nhém con chudn tdic cia

nhém nhan H* va nhom thuong H */Go ~R".
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Chizng minh. Taxétanh xa @:H™ = R" cho bsi ¢(ar)=N(a). D& dang kiém tra dugc ¢
la mot toan ciu nhém véi hat nhan Ker ¢ =G;. Do do, G, 1a mot nhém con chuén tic cua
H* vanhom thuong H'/G, =R".
Dinh 1i 2.2. (Greenfield, 1978) Cho H la vanh chia quaternion thuc. Khi do,

(i) A<Gy néuvachinéu A=Gy, () hogc (-1)={1-1}.

(i) Tam Z(G,)=(-D).

(iii) G <H* néuvachinéu G <R* hogc G, <GC.

(iv) Neu A<G va G<H* thi AdH".
Hé qud 2.3. Cho H la vanh chia quaternion thye. Khi do,

G,=[H",H"|=[H",G, |=[G,,G,].

Chizng minh. Ta c6 nhém con hoén tir

(G, Gy]<[H",G, |<[H",H"|<H".

Néu [H*,H"]<R" thi [H*,H"] la aben. Do d6, H" la nhém giai duoc. Boi mot
dinh 1i cia Hua (1950), H 1a truong, mau thuan. Ta két luan rang nhém con hoén ti
[H*,H*] la nhém con chuén tic khong trung tdm cua H*. Khi dé, boi Dinh Ii 2.2,
G, <[ H",H"]. Mat khac, b&i B6 dé 1, ta suy ra ring nhom thuong H*/G, 1a aben, va do
d6 [H™,H"]<G,, kéo theo [H",H" |=G,. Bay gio, ta s& ching minh G, <[G,,G,].
That vay, ta ¢6 [G,,G,]<G, va Gy <H". Bgi Binh Ii 2.2, [G,,G,]<H", va do do
[Gy. G, ]<R™ hoic G, <[G,,G,]. Néu [G,,G, <R thi G 1a giai dugc. Boi B6 dé 1, kéo
theo H* 1a giai dwoc, mau thudn. Vi vay, G, <[G,,G,|<G, va
G, =[H"H"|=[H".G, |=[G,.G,].

Ménh dé 2.4. Cho H 1a vanh chia quaternion thiec va ne N. Khi do,
(i) [GL,(H),GL,(H)]=[GL,(H),SL,(H)]=[SL,(H).SL,(H)]=SL,(H).
(i) GL,(H)/SL,(H)=H"/[H",H"]|=H"/G,=R".
(i) z(GL, (H))=R"1, ={r|n\reR*};R*.
(iv)  Z(SL,(H))={1,,-1,}=Z(G,).
Chitng minh. Chtrng minh dugc suy ra tir B6 dé 2.1, Hé qua 2.3 va Draxl| (2007).
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M¢énh d@é 2.5. Cho H 1a vanh chia quaternion thic va neN. Gig sz G 1a mgt nhém con
khong trung tam cia nhém tuyén tinh tong quat léch GL, (H). Khi d6, G 1a nhém con
chudn tdc cua GL, (H ) néuvachinéu G chira SL, (H).

Chitng minh. Két luan suy ra tir Binh Ii 2.2 va Artin (2016).
DPinh 1§ 2.6. Cho H lavanh chia quaternion thucva neN. Néu G 1a mét nhdm con & chudn

tac ciia nhom tuyén tinh tong quat léch GL, (H) thi G 1a T-nhém. Pac biét, GL, (H) va
SL,(H) 1a T-nhom.

Ching minh. Bai Binh Ii 2.2, ta chi can ching minh cho truong hop n>2. Gia st A 1
nhom con & chuan tic cua G. Ta s& chitng minh A 1a nhdm con chuan tic caa G. That vay,

theo gia thiét G 1a nhém con & chuan tic ciia GL, (H), suyra A 1a nhom con & chuan tic

cia GL, (H ). Khi do tdn tai mot day hitu han cac nhom con (A ) _._ cua GL, (H) sao cho

0<i<
A=A, A =GL,(H), A <A, Tasé ching minh bing quy nap theo I'. T4t nhién, két
luan cua dinh Ii 1a dang véi r=1. Gia st r>2. Tachdy rang A 1a nhém con & chuan tic
ciia GL, (H). Theo gia thiét quy nap, A 1a nhom con chuan tic caa GL, (H ). B&i Ménh
dé5, A <Z(GL,(H)) hodc SL,(H)<A.Néu A <Z(GL,(H)), thi A<Z(GL,(H)), va
do d6 A<GL,(H). Vi vay, ta c6 thé gia st rang SL, (H)< A. Vé&imoi xeSL,(H), taco
XeA. Vi AdA, xax* < A Boi Artin (2016), Ao SL, (H)=[GL,(H),GL,(H)]. Do
d6, A<GL, (H). Ca hai truong hop déu dan dén két luan rang A 1a nhém con chuan tic
ciia nhom tuyén tinh tong quét léch GL,(H), vado dé A la nhom con chuan tic cia G,
Ta két luan rang G 1a T-nhém. Dinh If duoc chang minh.

2.2. Nhom con ¢6 chi sé hiru han trong GL, (H)

Trong muc nay, ching tdi s& ching minh moi nhdm con c6 chi s6 hitu han trong nhoém
tuyén tinh téng quat léch GL, (H) 1a nhém con chuan tic khong trung tam cia GL,(H),
va do d6 né chira nhom tuyén tinh Iéch dac bist SL, (H).

M¢énh dé 2.7. Cho H 14 vanh chia quaternion thuec. Khi dé
(i) [H",H"]=G, cb chisé vd han trong H".
(i) Tam Z(H")=R" c6 chis6 vd han trong H".
Chang minh. (i) duoc suy ra tir B dé 2.1 va Hé qua 2.3.
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(if) Giasit Z(H")=R" ¢6 chi sb hitu han k trong H*. V&i moi & € H taco o eR".
Bai mot dinh 1i cua Kaplansky (1951), H 14 truong, mau thuin. Do d6, R* ¢d chi s6 vo han
trong H".

Bé dé 2.8. Cho H 14 vanh chia quaternion thuc va neN.. Khi dé nhém tuyén tinh léch dac
bi¢t SL, (H ) 1a v6 han.

Ching minh. Véi n=1, SL,(H)=[H",H"|=G,. Néu SL,(H) 1a hixu han, thi tir mot két
luan ciia Zalesskii (1965), ta c6 SL, (H)<R". Biéu nay suy rarang H* Ia nhém giai duoc,
Bai mot dinh Ii ciia Hua (1950), H 14 trudng, mau thudn. Do do SL,(H ) 1a nhém vo han.
Bay gio, ta gia st n> 2. Khi do, boi Shirvani & Wehrfritz (1986), SL, (H ) chira mot nhom
con ty do khong cyclic L. Cha y rang, cdc nhom tu do ludn 1a nhém vé han. Tir két luan
nay, ta suy rarang SL, (H ) 1a nhém vé han.

Bé dé2.9. Cho A 1a mét nhdm con cia mét nhém G. Néu A c¢6 chi sé hizu han trong G
thi A chiza mgt nhom con chudn tic B cia G sao cho B c6 chi sé hiru han trong G.
Ching minh. Lay B=A, = (| gAg ™ lal6i cua A trong G.

geG
Dinh li 2.10. Cho H la vanh chia quaternion thuc va neN. Khi dé, moi nhdém con c6 chi

s6 hiru han cia nhom tuyén tinh tong quat léch GL, (H) 1a chudn tdc khong trung tam cia
GL,(H) va do dé né chira nhom tuyén tinh léch dac biét SL, (H ).

Ching minh. Gia st A Ia mot nhom con ¢6 chi sé hitu han trong GL,(H). Néu
A<Z(GL,(H)), thi GL,(H)/Z(GL,(H)) 1a hitu han. Khi d6, bsi mot dinh If cua Schur
(1904), nhém con hoan tir [GL, (H),GL, (H)] la hitu han. Boi Ménh dé 2.4, nhém tuyén
tinh léch dac biét SL, (H) 1a hitu han, mau thuan véi Bo d& 2.8. Vi vay, ta két luan ring A
la nhém con khéng trung tam cua GL, (H ) Bay gio, ta sé chang minh A la nhém con
chuan tic cua GL, (H ). That vay, bsi B6 dé 2.9, A chtra mot nhém con chuan tic B cua
GL,(H) sao cho B c6 chi sé hitu han trong GL,(H). Do dé, bsi Ménh dé& 2.5,
B<Z(GL,(H)) hoac SL,(H)<B. Néu B<Z(GL,(H)), thi nhom thuong

GL, (H )/Z (GLn (H )) la hitu han. Bang cach chimg minh tuong tw nhu doan trudc, ta s& co
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mot mau thudn. Vivay, [GL, (H),GL, (H)]=SL, (H)<B< A Diéunay chingto ring A

la nhém con chuan tac caa GL, (H) va SL, (H) < A

Két luan dudi ddy duogc suy ra tir Binh Ii 2.10 va Binh Ii Cartan-Brauer-Hua.

Hé qud 2.11. Nhém nhan C* ciia trwong sé phizc C khong chudn tac va ciing khéng c6 chi
s6 hiru han trong nhém nhan H* cia vanh chia quaternion thuc H.

Dinh 1i 2.12. Cho H la vanh chia quaternion thuc va neN. Khi dé, moi nhém con thuc su

ciia nhom tuyén tinh léch dac biét SL, (H) d@éu c6 chi s vo han trong SL, (H).
Chitng minh. Gia st A 1a nhém con thuc sy caa SL, (H). Néu A c6 chi s hitu han trong
SL, (H), thi ton tai mot nhém con chuan tic B cua SL, (H) sao cho B c6 chi sé hiwu
han trong SL,(H) va BSA<SL (H) bsi B dé2.9. Boi vi B<tSL, (H), suy raring B
la nhém con & chuan tac cua GL, (H ). Do d6, bai Binh 1i 2.6, B<GL, (H). B&i Ménh dé
2.5, B<Z(GL,(H)) hogc SL,(H)<B. Néu B<Z(GL,(H)) thi
B<Z(GL,(H))nSL,(H)<Z(SL,(H)).
Diéu nay dan dén nhom SL, (H)/Z (SL,(H)) lahitu han. Bsi mot dinh Ii cia Schur (1904),
nhom con hoén tir [ SL, (H),SL, (H)]=SL,(H) la hitu han, mau thudn véi Bo dé 2.8. Do
do, ta co két luan rang SL,(H)<B<A<SL, (H). Diéu ndy suy ra A=SL (H), mau
thudn. Do d6, A ¢6 chi s6 vo han trong SL, (H ). Dinh I dwgc ching minh.

3. Kétluan

Trong bai bao nay, chung t6i da nghién ciru cu tric caa nhém con & chuan tic cua cac
nhém tuyén tinh tong quét léch trén vanh chia caa quaternion thyc. Ching t6i chirng minh
rang moi nhdm con & chudn tic cua nhdm tuyén tinh tong quat léch trén vanh chia quaternion
thuc 14 T-nhom va do d6 no6 1a nhom con chudn tic. Bén canh dé, chiing toi ciing nghién ciru
c4u trdc ctia nhém con ¢6 chi sb hitu han caa nhém tuyén tinh tong quat léch trén vanh chia
cua quaternion thuc. Ching toi dd ching minh moi nhém con ¢6 chi s6 hitu han trong nhém
tuyén tinh tong quat léch GL, (H) 1a nhém con chuan tic khong trung tam cua GL, (H),

va do d6 né chira nhom tuyén tinh Iéch dic bigt SL, (H).

% Tuyén bé vé quyén loi: Tac gid xac nhan hoan toan khéng cé xung dét vé quyén loi.
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ABSTRACT
Let H be the division ring of real quaternions and I a positive integer. In this paper, we show

that every subgroup of finite index in the skew general linear group GL, (H ) is non-central normal,
and so it contains the skew special linear group SL, (H ) Also, we show that every proper subgroup
of SL, (H ) is of infinite index. Besides, we show that every subnormal subgroup of GL, (H ) is a

T-group and so it is normal in GLn (H )

Keywords: division ring of real quaternions; subgroup of finite index; subnormal subgroup
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