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TÓM TẮT 
Cho H  là vành chia quaternion thực và n  là một số nguyên dương. Trong bài báo này, chúng 

tôi chứng minh rằng mọi nhóm con có chỉ số hữu hạn trong nhóm tuyến tính tổng quát lệch ( )nGL H  

là chuẩn tắc không trung tâm và nó chứa nhóm tuyến tính lệch đặc biệt ( ).nSL H  Chúng tôi cũng 

chứng minh rằng mọi nhóm con thực sự của ( )nSL H  đều có chỉ số vô hạn, và rằng mọi nhóm con 

á chuẩn tắc của ( )nGL H  là T-nhóm  và nó là nhóm con chuẩn tắc của ( ).nGL H  

Từ khóa: vành chia quaternion thực; nhóm con có chỉ số hữu hạn; nhóm con á chuẩn tắc 
 
1. Giới thiệu 

Cho G  là nhóm. Ta biết rằng các nhóm con có chỉ số 2 đều là nhóm con chuẩn tắc 

của .G  Nhóm đối xứng 3S  chứa nhóm con ( )12  có chỉ số hữu hạn 3, nhưng nó không là 

nhóm con chuẩn tắc của 3.S  Với một trường vô hạn F  và một số tự nhiên 2,n ≥  nhóm tuyến 

tính đặc biệt ( )nSL F  là nhóm con chuẩn tắc của nhóm tuyến tính tổng quát ( )nGL F  và 

( ) ( ) ,n nGL F SL F F ∗≅  trong đó F ∗  là nhóm nhân của trường .F  Do đó, ( )nSL F  có chỉ 

số vô hạn trong ( ).nGL F  Trong bài báo này, chúng tôi nghiên cứu cấu trúc các nhóm con 

có chỉ số hữu hạn trong nhóm tuyến tính tổng quát lệch ( )nGL H  trên vành chia quaternion 

thực .H  Chúng tôi chứng minh rằng mọi nhóm con có chỉ số hữu hạn trong ( )nGL H  đều là 

nhóm con chuẩn tắc không trung tâm, và nhóm tuyến tính lệch đặc biệt ( )nSL H  là nhóm 
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con chuẩn tắc có chỉ số vô hạn trong ( )nGL H  và ( ) ( ) .n nGL H SL H ∗≅   Chúng tôi cũng 

chứng minh rằng, mọi nhóm con thực sự của ( )nSL H  đều có chỉ số vô hạn trong ( )nSL H . 

Nhắc lại rằng, một nhóm con A  của nhóm G  được gọi là á chuẩn tắc nếu tồn tại một dãy 

tăng hữu hạn các nhóm con ( )0i i k
A

≤ ≤  của G  sao cho 0 1, , .k i iA A A G A A += =   Tất nhiên, 

mọi nhóm con chuẩn tắc trong G  đều là á chuẩn tắc. Nhóm đối xứng 4S  chứa nhóm con á 

chuẩn tắc ( )12 , nhưng nó không là chuẩn tắc trong 4.S  Một nhóm G  được gọi là T-nhóm 

nếu mọi nhóm con á chuẩn tắc của G  đều là chuẩn tắc. Một câu hỏi nổi tiếng được đưa ra 
bởi Herstein và Scott (1963) rằng: nhóm nhân của một vành chia là T-nhóm? Trong năm 
1978, Greenfield (1978) đã trả lời cho câu hỏi này. Greenfield (1978) chứng minh câu hỏi 
này đúng cho nhóm nhân của vành chia quaternion thực, và câu hỏi này không đúng cho đại 
số chia có chiều hữu hạn trên một trường p-địa phương với p là số nguyên tố lẻ. Trong bài 
báo này, chúng tôi chứng minh rằng mọi nhóm con á chuẩn tắc của nhóm tuyến tính tổng 

quát lệch ( )nGL H  đều là T-nhóm. Đặc biệt, các nhóm ( )nGL H  và ( )nSL H  là các T-nhóm.  

Cho { }, , ,H a bi cj dk a b c d= + + + ∈  là vành chia quaternion thực với  

2 2 21, 1, 1, 1.i j k ijk= − = − = − = −  

Ta biết rằng H  là đại số chia trên   và dim 4H =


 với cơ sở { }1, , ,i j k  và tâm ( ) .Z H =   

Giả sử , ,a bi cj dk H a bi cj dk Hα α= + + + ∈ = − − − ∈  và  

( ) 2 2 2 2 .N a b c dα αα= = + + + ∈  

Ta có ( ) ( ) ( )N N Nαβ α β=  với mọi , .Hα β ∈  Tập con ( ){ }0 1G H Nα α= ∈ =  là nhóm 

con của nhóm nhân H ∗  của vành chia quaternion thực .H  Một số kí hiệu và kết luận trên 
cấu trúc nhóm con của H ∗  có thể tham khảo trong bài báo Le (2019) và Greenfield (1978). 
2. Nội dung 

2.1. Nhóm con á chuẩn tắc của ( )nGL H  

Trong mục này, chúng tôi chứng minh rằng mọi nhóm con á chuẩn tắc của nhóm tuyến tính 
tổng quát lệch trên vành chia quaternion thực là T-nhóm và do đó nó là nhóm con chuẩn tắc. 

Nhắc lại rằng, một nhóm con A  của một nhóm G  được gọi là nhóm con trung tâm 

của G  nếu ( ) ,A Z G≤  trong đó ( ) { },Z G a G ag ga g G= ∈ = ∀ ∈  là tâm của .G  

Bổ đề 2.1. Cho H  là vành chia quaternion thực. Khi đó, 0G  là một nhóm con chuẩn tắc của 

nhóm nhân H ∗  và nhóm thương 0 .H G∗ ∗≅   
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Chứng minh. Ta xét ánh xạ : Hϕ ∗ ∗→  cho bởi ( ) ( ).Nϕ α α=  Dễ dàng kiểm tra được ϕ  

là một toàn cấu nhóm với hạt nhân 0.Ker Gϕ =  Do đó, 0G  là một nhóm con chuẩn tắc của 

H ∗  và nhóm thương 0 .H G∗ ∗≅   

Định lí 2.2. (Greenfield, 1978) Cho H  là vành chia quaternion thực. Khi đó, 

(i) 0A G  nếu và chỉ nếu 0 , 1A G= 〈 〉  hoặc { }1 1, 1 .〈− 〉 = −  

(ii) Tâm ( )0 1 .Z G = 〈− 〉  

(iii) G H ∗


 nếu và chỉ nếu G ∗≤   hoặc 0 .G G≤  

(iv) Nếu A G  và G H ∗


 thì .A H ∗


 
Hệ quả 2.3. Cho H  là vành chia quaternion thực. Khi đó, 

[ ]0 0 0 0, , , .G H H H G G G∗ ∗ ∗   = = =     

Chứng minh. Ta có nhóm con hoán tử  

[ ]0 0 0, , , .G G H G H H H∗ ∗ ∗ ∗   ≤ ≤      

Nếu ,H H∗ ∗ ∗  ≤    thì ,H H∗ ∗    là aben. Do đó, H ∗  là nhóm giải được. Bởi một 

định lí của Hua (1950), H  là trường, mâu thuẫn. Ta kết luận rằng nhóm con hoán tử 
,H H∗ ∗    là nhóm con chuẩn tắc không trung tâm của .H ∗  Khi đó, bởi Định lí 2.2, 

0 , .G H H∗ ∗ ≤    Mặt khác, bởi Bổ đề 1, ta suy ra rằng nhóm thương 0H G∗  là aben, và do 

đó 0, ,H H G∗ ∗  ≤   kéo theo 0, .H H G∗ ∗  =   Bây giờ, ta sẽ chứng minh [ ]0 0 0, .G G G≤  

Thật vậy, ta có [ ]0 0 0,G G G  và 0 .G H ∗
  Bởi Định lí 2.2, [ ]0 0, ,G G H ∗

  và do đó 

[ ]0 0,G G ∗≤   hoặc [ ]0 0 0, .G G G≤  Nếu [ ]0 0,G G ∗≤   thì 0G  là giải được. Bởi Bổ đề 1, kéo 

theo H ∗  là giải được, mâu thuẫn. Vì vậy,  [ ]0 0 0 0,G G G G≤ ≤  và 

[ ]0 0 0 0, , , .G H H H G G G∗ ∗ ∗   = = =     

Mệnh đề 2.4. Cho H  là vành chia quaternion thực và .n∈  Khi đó, 
(i) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , .n n n n n n nGL H GL H GL H SL H SL H SL H SL H= = =            

(ii) ( ) ( ) 0, .n nGL H SL H H H H H G∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ≅ = ≅    

(iii) ( )( ) { } .n n nZ GL H I rI r∗ ∗ ∗= = ∈ ≅  

 

(iv) ( )( ) { } ( )0, .n n nZ SL H I I Z G= − ≅  

Chứng minh. Chứng minh được suy ra từ Bổ đề 2.1, Hệ quả 2.3 và Draxl (2007). 
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Mệnh đề 2.5. Cho H  là vành chia quaternion thực và .n∈  Giả sử G  là một nhóm con 

không trung tâm của nhóm tuyến tính tổng quát lệch ( ).nGL H  Khi đó, G  là nhóm con 

chuẩn tắc của ( )nGL H  nếu và chỉ nếu G  chứa ( ).nSL H  

Chứng minh. Kết luận suy ra từ Định lí 2.2 và Artin (2016). 
Định lí 2.6. Cho H  là vành chia quaternion thực và .n∈  Nếu G  là một nhóm con á chuẩn 

tắc của nhóm tuyến tính tổng quát lệch ( )nGL H  thì G  là  T-nhóm. Đặc biệt, ( )nGL H  và 

( )nSL H  là T-nhóm. 

Chứng minh. Bởi Định lí 2.2, ta chỉ cần chứng minh cho trường hợp 2.n ≥  Giả sử A  là 
nhóm con á chuẩn tắc của .G  Ta sẽ chứng minh A  là nhóm con chuẩn tắc của .G  Thật vậy, 

theo giả thiết G  là nhóm con á chuẩn tắc của ( ) ,nGL H  suy ra A  là nhóm con á chuẩn tắc 

của ( ).nGL H  Khi đó tồn tại một dãy hữu hạn các nhóm con ( )0i i r
A

≤ ≤  của ( )nGL H  sao cho 

( )0 1, , .r n i iA A A GL H A A += =   Ta sẽ chứng minh bằng quy nạp theo .r  Tất nhiên, kết 

luận của định lí là đúng với 1.r =  Giả sử 2.r ≥  Ta chú ý rằng 1A  là nhóm con á chuẩn tắc 

của ( ).nGL H  Theo giả thiết quy nạp, 1A  là nhóm con chuẩn tắc của ( ).nGL H  Bởi Mệnh 

đề 5, ( )( )1 nA Z GL H≤  hoặc ( ) 1.nSL H A≤  Nếu ( )( )1 ,nA Z GL H≤  thì ( )( ) ,nA Z GL H≤  và 

do đó ( ).nA GL H  Vì vậy, ta có thể giả sử rằng ( ) 1.nSL H A≤  Với mọi ( ) ,nx SL H∈  ta có 

1.x A∈  Vì 1,A A  1 .xAx A− ⊆  Bởi Artin (2016), ( ) ( ) ( ), .n n nA SL H GL H GL H⊇ =     Do 

đó, ( ).nA GL H  Cả hai trường hợp đều dẫn đến kết luận rằng A  là nhóm con chuẩn tắc 

của nhóm tuyến tính tổng quát lệch ( ) ,nGL H  và do đó A  là nhóm con chuẩn tắc của .G  

Ta kết luận rằng G  là T-nhóm. Định lí được chứng minh. 

2.2. Nhóm con có chỉ số hữu hạn trong ( )nGL H  

Trong mục này, chúng tôi sẽ chứng minh mọi nhóm con có chỉ số hữu hạn trong nhóm 

tuyến tính tổng quát lệch ( )nGL H  là nhóm con chuẩn tắc không trung tâm của ( ) ,nGL H  

và do đó nó chứa nhóm tuyến tính lệch đặc biệt ( ).nSL H  

Mệnh đề 2.7. Cho H  là vành chia quaternion thực. Khi đó 
(i) 0,H H G∗ ∗  =   có chỉ số vô hạn trong .H ∗  

(ii) Tâm ( )Z H ∗ ∗=   có chỉ số vô hạn trong .H ∗  

Chứng minh. (i) được suy ra từ Bổ đề 2.1 và Hệ quả 2.3.  
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(ii)  Giả sử ( )Z H ∗ ∗=   có chỉ số hữu hạn k  trong .H ∗  Với mọi ,Hα ∗∈  ta có .kα ∗∈  

Bởi một định lí của Kaplansky (1951), H  là trường, mâu thuẫn. Do đó, ∗
  có chỉ số vô hạn 

trong .H ∗  
Bổ đề 2.8. Cho H  là vành chia quaternion thực và .n∈ . Khi đó nhóm tuyến tính lệch đặc 

biệt ( )nSL H  là vô hạn. 

Chứng minh. Với 1,n =  ( )1 0,SL H H H G∗ ∗ = =  . Nếu ( )1SL H  là hữu hạn, thì từ một kết 

luận của Zalesskii (1965), ta có ( )1 .SL H ∗≤   Điều này suy ra rằng H ∗  là nhóm giải được. 

Bởi một định lí của Hua (1950), H  là trường, mâu thuẫn. Do đó ( )1SL H  là nhóm vô hạn. 

Bây giờ, ta giả sử 2.n ≥  Khi đó, bởi Shirvani & Wehrfritz (1986), ( )nSL H  chứa một nhóm 

con tự do không cyclic .L  Chú ý rằng, các nhóm tự do luôn là nhóm vô hạn. Từ kết luận 

này, ta suy ra rằng ( )nSL H  là nhóm vô hạn. 

Bổ đề 2.9. Cho A  là một nhóm con của một nhóm .G  Nếu A  có chỉ số hữu hạn trong G  
thì A  chứa một nhóm con chuẩn tắc B  của G  sao cho B  có chỉ số hữu hạn trong .G  
Chứng minh. Lấy 1

G
g G

B A gAg −

∈

= =


 là lõi của A  trong .G  

Định lí 2.10. Cho H  là vành chia quaternion thực và .n∈  Khi đó, mọi nhóm con có chỉ 

số hữu hạn của nhóm tuyến tính tổng quát lệch ( )nGL H  là chuẩn tắc không trung tâm của 

( )nGL H  và do đó nó chứa nhóm tuyến tính lệch đặc biệt ( ).nSL H  

Chứng minh. Giả sử A  là một nhóm con có chỉ số hữu hạn trong ( ).nGL H  Nếu 

( )( ) ,nA Z GL H≤  thì ( ) ( )( )n nGL H Z GL H  là hữu hạn. Khi đó, bởi một định lí của Schur 

(1904), nhóm con hoán tử ( ) ( ),n nGL H GL H    là hữu hạn. Bởi Mệnh đề 2.4, nhóm tuyến 

tính lệch đặc biệt ( )nSL H  là hữu hạn, mâu thuẫn với Bổ đề 2.8. Vì vậy, ta kết luận rằng A  

là nhóm con không trung tâm của ( ).nGL H  Bây giờ, ta sẽ chứng minh A  là nhóm con 

chuẩn tắc của ( ).nGL H  Thật vậy, bởi Bổ đề 2.9, A  chứa một nhóm con chuẩn tắc B  của 

( )nGL H  sao cho B  có chỉ số hữu hạn trong ( ).nGL H  Do đó, bởi Mệnh đề 2.5, 

( )( )nB Z GL H≤  hoặc ( ) .nSL H B≤  Nếu ( )( ) ,nB Z GL H≤  thì nhóm thương 

( ) ( )( )n nGL H Z GL H  là hữu hạn. Bằng cách chứng minh tương tự như đoạn trước, ta sẽ có 
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một mâu thuẫn. Vì vậy, ( ) ( ) ( ), .n n nGL H GL H SL H B A= ≤ ≤    Điều này chứng tỏ rằng A  

là nhóm con chuẩn tắc của ( )nGL H  và ( ) .nSL H A≤  

Kết luận dưới đây được suy ra từ Định lí 2.10 và Định lí Cartan-Brauer-Hua. 
Hệ quả 2.11. Nhóm nhân ∗

  của trường số phức   không chuẩn tắc và cũng không có chỉ 
số hữu hạn trong nhóm nhân H ∗  của vành chia quaternion thực .H  
Định lí 2.12. Cho H  là vành chia quaternion thực và .n∈  Khi đó, mọi nhóm con thực sự 

của nhóm tuyến tính lệch đặc biệt ( )nSL H  đều có chỉ số vô hạn trong ( ).nSL H  

Chứng minh. Giả sử A  là nhóm con thực sự của ( ).nSL H  Nếu A  có chỉ số hữu hạn trong 

( ) ,nSL H  thì tồn tại một nhóm con chuẩn tắc B  của ( )nSL H  sao cho B  có chỉ số hữu 

hạn trong ( )nSL H  và ( )nB A SL H≤ ≤  bởi Bổ đề 2.9. Bởi vì ( ) ,nB SL H  suy ra rằng B  

là nhóm con á chuẩn tắc của ( ).nGL H  Do đó, bởi Định lí 2.6, ( ).nB GL H  Bởi Mệnh đề 

2.5, ( )( )nB Z GL H≤  hoặc ( ) .nSL H B≤  Nếu ( )( )nB Z GL H≤  thì  

( )( ) ( ) ( )( ).n n nB Z GL H SL H Z SL H≤ ∩ ≤  

Điều này dẫn đến nhóm ( ) ( )( )n nSL H Z SL H  là hữu hạn. Bởi một định lí của Schur (1904), 

nhóm con hoán tử ( ) ( ) ( ),n n nSL H SL H SL H=    là hữu hạn, mâu thuẫn với Bổ đề 2.8. Do 

đó, ta có kết luận rằng ( ) ( ).n nSL H B A SL H≤ ≤ ≤  Điều này suy ra ( ) ,nA SL H=  mâu 

thuẫn. Do đó, A  có chỉ số vô hạn trong ( ).nSL H  Định lí được chứng minh. 

3. Kết luận 
Trong bài báo này, chúng tôi đã nghiên cứu cấu trúc của nhóm con á chuẩn tắc của các 

nhóm tuyến tính tổng quát lệch trên vành chia của quaternion thực. Chúng tôi chứng minh 
rằng mọi nhóm con á chuẩn tắc của nhóm tuyến tính tổng quát lệch trên vành chia quaternion 
thực là T-nhóm và do đó nó là nhóm con chuẩn tắc. Bên cạnh đó, chúng tôi cũng nghiên cứu 
cấu trúc của nhóm con có chỉ số hữu hạn của nhóm tuyến tính tổng quát lệch trên vành chia 
của quaternion thực. Chúng tôi dã chứng minh mọi nhóm con có chỉ số hữu hạn trong nhóm 
tuyến tính tổng quát lệch ( )nGL H  là nhóm con chuẩn tắc không trung tâm của ( ) ,nGL H  

và do đó nó chứa nhóm tuyến tính lệch đặc biệt ( ).nSL H   

 

 Tuyên bố về quyền lợi: Tác giả xác nhận hoàn toàn không có xung đột về quyền lợi. 
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ABSTRACT 
Let H  be the division ring of real quaternions and n  a positive integer. In this paper, we show 

that every subgroup of finite index in the skew general linear group ( )nGL H  is non-central normal, 

and so it contains the skew special linear group ( ).nSL H  Also, we show that every proper subgroup 

of ( )nSL H  is of infinite index. Besides, we show that every subnormal subgroup of ( )nGL H  is a 

T-group and so it is normal in ( ).nGL H  
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