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TÓM TẮT 

Trong bài báo này chúng tôi trình bày phương pháp phần tử hữu hạn không-thời gian (space-
time finite element method) giải xấp xỉ phương trình phản ứng khuếch tán. Khác với các phương 
pháp số truyền thống phân tách xấp xỉ miền thời gian và không gian riêng biệt, phương pháp này 
rời rạc đồng thời miền Q = Ω × (0, T ) trên cùng một cấu trúc lưới, giúp tối ưu chi phí tính toán 
và nâng cao độ chính xác của nghiệm xấp xỉ. Cách tiếp cận của phương pháp là đưa bài toán ban 
đầu về dạng biến phân (bài toán yếu). Tính đặt chỉnh của bài toán yếu được chứng minh thông qua 
việc áp dụng định lí Banach–Nečas–Babuška, đảm bảo sự tồn tại, duy nhất nghiệm. Phân tích đánh 
giá sai số tiên nghiệm (a priori error estimates) cho thấy phương pháp đạt tốc độ hội tụ tối ưu trong 
không gian tương ứng. Tính hiệu quả và độ chính xác của phương pháp được kiểm chứng qua các 
thí nghiệm số được xây dựng trên phần mềm mã nguồn mở FreeFEM++. 

Từ khóa: đánh giá sai số tiên nghiệm; FreeFEM++; phương trình phản ứng khuếch tán; 
Phương pháp phần tử hữu hạn không-thời gian 
 
1. Giới thiệu   

Việc nghiên cứu các quá trình tự nhiên thường dẫn đến mô hình toán học bằng các 
phương trình đạo hàm riêng. Đặc biệt các quá trình truyền nhiệt, khuếch tán hoặc lan truyền 
trong các môi trường vật chất thường được mô tả bởi phương trình phản ứng khuếch tán 
hay phương trình parabolic tổng quát. 

Cho Ω ∈ 𝑅𝑅𝑑𝑑 (𝑣𝑣ớ𝑖𝑖 𝑑𝑑 = 1,2,3)là một miền bị chặn có biên Γ ≔ ∂Ω Lipschitz. Trong 
nghiên cứu này chúng tôi xét bài toán parabolic tuyến tính sau: 
𝜕𝜕𝑡𝑡𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) − 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑[𝐷𝐷(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)∇𝑥𝑥𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)] +  𝑅𝑅(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡), (𝑥𝑥, 𝑡𝑡) ∈ 𝑄𝑄: = Ω × (0,𝑇𝑇), (1)

                                                               𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 0, (𝑥𝑥, 𝑡𝑡) ∈ Σ: = Γ × (0,𝑇𝑇),
                                             𝑢𝑢(𝑥𝑥, 0) = 0, 𝑥𝑥 ∈ Ω,              

 

trong đó ma trận hệ số khuếch tán D(x, t) là ma trận đối xứng và xác định dương trên miền 
Q, hệ số phản ứng R(x,t) dương và hằng số  T > 0  là thời điểm kết thúc. Việc phát triển 
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các phương pháp số hiệu quả để giải quyết các bài toán parabolic nói chung hay lớp phương 
trình phản ứng khuếch tán nói riêng là một chủ đề nghiên cứu quan trọng trong phân tích 
số và tính toán khoa học. Các phương pháp số truyền thống để giải bài toán này thường 
dựa trên kĩ thuật time-stepping, tức là thực hiện rời rạc không gian và thời gian riêng biệt. 
Cách tiếp cận này thường kết hợp một lược đồ xấp xỉ ẩn hoặc hiện theo thời gian với một 
phương pháp rời rạc theo không gian như phương pháp sai phân hữu hạn (Larsson & 
Thomée, 2003). Các phương pháp này tạo ra một chuỗi bài toán dừng được giải tuần tự 
theo từng bước thời gian, dẫn đến nhiều hạn chế. Thứ nhất, cấu trúc tích tensor của không 
gian và thời gian đòi hỏi các bước thời gian nhỏ để đảm bảo ổn định, làm tăng đáng kể chi 
phí tính toán, đặc biệt trong các bài toán có miền tính toán phức tạp. Thứ hai, việc giải tuần 
tự các hệ tuyến tính cản trở triển khai hiệu quả các thuật toán song song. Thứ ba, các kĩ thuật 
tinh chỉnh lưới thích nghi thực hiện riêng lẻ cho từng bước thời gian, gây khó khăn trong việc 
tối ưu hóa đồng thời cả hai biến (Brenner & Scott, 1994; Lang, 2001; Thomée, 2006). 

Trong thập niên gần đây, một cách tiếp cận đầy triển vọng là phương pháp phần tử 
hữu hạn không-thời gian (space-time finite element method) giải xấp xỉ các phương trình 
đạo hàm riêng phụ thuộc vào thời gian (Steinbach, 2015; Ta et al., 2025). Phương pháp này 
sử dụng lưới xấp xỉ trong miền không-thời gian Q = Ω  × (0, T), cho phép thích ứng và 
phân hoạch hiệu quả hơn, từ đó giúp giảm chi phí tính toán và tăng độ chính xác. Ý tưởng 
quan trọng nhất của phương pháp này là đưa việc giải phương trình đạo hàm riêng parabolic 
thành dạng phương trình elliptic tương đương, thông qua việc thống nhất xử lí biến thời 
gian như một chiều bổ sung trong không gian. Bài báo này giới thiệu phương pháp không 
- thời gian của Steinbach (Steinbach, 2015) với sự mở rộng thành phần phản ứng cho 
phương trình parabolic tổng quát và điều kiện biên Dirichlet.  

Cấu trúc của bài báo này được tổ chức như sau: phần 2 trình bày đối tượng và phương 
pháp nghiên cứu trong đó: phần 2.1 chi tiết về công thức biến phân của bài toán, làm cơ sở 
cho các phân tích tiếp theo, phần 2.2 trình bày về tính đặt chỉnh của bài toán biến phân và 
phần 2.3 trình bày bài toán rời rạc, phần 2.4 đánh giá sai số tiên nghiệm (a priori error 
estimates) cho phương pháp xấp xỉ không - thời gian đã đề xuất. Để minh chứng tính hiệu 
quả của phương pháp và xác thực các đánh giá lí thuyết, phần 3 trình bày các kết quả thử 
nghiệm số, qua đó làm rõ tính khả thi của thuật toán cũng như độ chính xác của các đánh 
giá sai số. Phần 4 là một số kết luận về phương pháp phần tử hữu hạn không – thời gian và 
các hướng nghiên cứu có thể phát triển. 
2. Đối tượng và phương pháp nghiên cứu  
2.1. Bài toán biến phân 

Phần này trình bày việc xây dựng công thức biến phân cho bài toán đã được phát biểu 
trong phần 1. Để xây dựng dạng yếu tương đương cho bài toán phản ứng khuếch tán, chúng 
tôi giới thiệu các không gian hàm cần thiết. Trước tiên, kí hiệu  𝐿𝐿2(Ω) là không gian các 
hàm bình phương khả tích, ta nhắc lại một số không gian sau: 

• 𝐻𝐻1(Ω) = {𝑢𝑢 ∈ 𝐿𝐿2(Ω) | ∂𝑖𝑖𝑢𝑢 ∈ 𝐿𝐿2(Ω), 1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑑𝑑}  với chuẩn 
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‖𝑢𝑢‖𝐻𝐻1(Ω) = �𝑢𝑢2
Ω

𝑑𝑑𝑑𝑑 + � (∇𝑢𝑢)2𝑑𝑑𝑑𝑑
Ω

. 

• 𝐻𝐻01(Ω) = 𝐷𝐷(Ω)�������‖.‖𝐻𝐻1(Ω) bao đóng của 𝐷𝐷(Ω) theo chuẩn 𝐻𝐻1(Ω) với 𝐷𝐷(Ω) là của không 
gian các hàm khả vi vô hạn có giá đỡ compact trong Ω.  

• 𝐻𝐻−1(Ω) = �𝐻𝐻01(Ω)�′: không gian đối ngẫu của 𝐻𝐻01(Ω) với chuẩn tương ứng 

‖𝑓𝑓‖𝐻𝐻−1(Ω) = sup
𝑢𝑢∈𝐻𝐻01(Ω)

〈𝑓𝑓,𝑢𝑢〉𝐻𝐻−1(Ω),H01(Ω)

‖𝑢𝑢‖𝐻𝐻01(Ω)
 .  

• 𝐿𝐿2�0,𝑇𝑇;𝐻𝐻01(Ω)� = {u |u(t) ∈ H0
1(Ω) ∀t ∈ (0, T),∫ ‖𝑢𝑢(𝑡𝑡)‖𝐻𝐻01(Ω)

2𝑇𝑇
0 𝑑𝑑𝑑𝑑 < ∞} với 

chuẩn tương ứng 

‖𝑢𝑢‖𝐿𝐿2�0,T;𝐻𝐻01(Ω)� = �� ‖𝑢𝑢(𝑡𝑡)‖𝐻𝐻01(Ω)
2

𝑇𝑇

0
𝑑𝑑𝑑𝑑�

1/2

. 

• 𝐻𝐻1�0,𝑇𝑇;𝐻𝐻−1(Ω)� = �𝑢𝑢 | 𝜕𝜕𝑡𝑡𝑢𝑢 ∈ 𝐿𝐿2�0,𝑇𝑇;𝐻𝐻−1(Ω)��. 
Ta định nghĩa: 

𝑋𝑋  ≔ 𝐿𝐿2�0,𝑇𝑇;  𝐻𝐻01(Ω)� ∩ 𝐻𝐻1�0,𝑇𝑇,𝐻𝐻−1(Ω)�, 
𝑋𝑋0 ≔ {𝑣𝑣 ∈ 𝑋𝑋|v = 0 trê𝑛𝑛 Σ0}, 
Y   ≔ 𝐿𝐿2�0,𝑇𝑇;  𝐻𝐻01(Ω)�, 
𝑌𝑌′ ≔ 𝐿𝐿2�0,𝑇𝑇;  𝐻𝐻−1(Ω)�. 

trong đó, Σ0 = Γ × {0}, tức là 𝑋𝑋₀ gồm các hàm trong 𝑋𝑋 thỏa mãn điều kiện v(𝑥𝑥, 0) = 0.  
Cho trước f ∈  𝑌𝑌′,  bằng việc nhân hai vế của phương trình (1)  với hàm thử 𝑣𝑣  ta được bài 
toán yếu phát biểu như sau: Tìm u ∈ 𝑋𝑋0 sao cho: 
            a(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = ⟨𝑓𝑓, 𝑣𝑣⟩𝑄𝑄 ,        ∀ v ∈ 𝑌𝑌,                                                                                             (2)   
trong đó dạng song tuyến tính a:  𝑋𝑋0 × 𝑌𝑌 → 𝑅𝑅   được định nghĩa bởi: 

a(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)  ≔ � [∂𝑡𝑡𝑢𝑢𝑢𝑢  + (𝐷𝐷(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)∇𝑥𝑥𝑢𝑢).∇𝑥𝑥𝑣𝑣 + 𝑅𝑅(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑢𝑢𝑢𝑢 ]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑,    ∀ (𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝑋𝑋0  × 𝑌𝑌,       (3)
𝑄𝑄

 

và phiếm hàm tuyến tính ⟨𝑓𝑓,  . ⟩𝑄𝑄 : Y →  𝑅𝑅   được định nghĩa bởi: 

          ⟨𝑓𝑓,  . ⟩𝑄𝑄  ≔ �𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑,        ∀ 𝑣𝑣 ∈ 𝑌𝑌.                                                                                      (4)
𝑄𝑄

 

Các chuẩn tương ứng với các không gian 𝑋𝑋₀, 𝑌𝑌 và 𝑌𝑌’ được định nghĩa như sau: 

           ∥ 𝑣𝑣 ∥𝑌𝑌   ≔  �∫ � 𝐷𝐷(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)∇𝑥𝑥𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)�.∇𝑥𝑥𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) + 𝑅𝑅(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑢𝑢2(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑄𝑄 ,                          (5)              

          ∥ ∂𝑡𝑡𝑢𝑢 ∥𝑌𝑌′≔   ∥ 𝑢𝑢 ∥𝑌𝑌,                                                                                                (6) 

            ∥ 𝑢𝑢 ∥𝑋𝑋0   ≔ �∥ ∂𝑡𝑡𝑢𝑢 ∥𝑌𝑌′
2 +∥ 𝑢𝑢 ∥𝑌𝑌2  �

1
2,                                                                        (7)   

Giả sử 𝑤𝑤𝑢𝑢 ∈ 𝑌𝑌 là nghiệm duy nhất của bài toán biến phân:  

         � ( 𝐷𝐷(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)∇𝑥𝑥𝑤𝑤𝑢𝑢).∇𝑥𝑥𝑣𝑣 + 𝑅𝑅(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 =  ⟨∂𝑡𝑡𝑢𝑢,  𝑣𝑣⟩𝑄𝑄 ,∀𝑣𝑣 ∈ 𝑌𝑌.
𝑄𝑄

                               (8) 

Khi đó 
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            ∥ 𝑢𝑢 ∥𝑋𝑋0    = (∥ 𝑤𝑤𝑢𝑢 ∥𝑌𝑌2 +∥ 𝑢𝑢 ∥𝑌𝑌2  )
1
2 .                                                                    (9) 

Biểu diễn dạng yếu (2) cho phép áp dụng định lí Banach–Nečas–Babuška (Ern & 
Guermond, 2004, 2021a, 2021b) để thiết lập tính đặt chỉnh của bài toán. Trong phần tiếp 
theo ta sẽ chứng minh các điều kiện của tính đặt chỉnh này. 
2.2. Tính đặt chỉnh của bài toán yếu 

Để chứng minh tính đặt chỉnh của dạng biến phân ta cần xác minh thoả mãn đồng 
thời ba điều kiện cần và đủ: 

1. Tính liên tục: tồn tại hằng số β1 > 0 sao cho             
|𝑎𝑎(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)| ≤  β1 ∥ 𝑢𝑢 ∥𝑋𝑋0∥ 𝑣𝑣 ∥𝑌𝑌,  ∀  (𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝑋𝑋0 × 𝑌𝑌.                                                      (10)                    

2. Điều kiện inf-sup: tồn tại hằng số β2 > 0 sao cho 

           inf
0 ≠𝑢𝑢∈𝑋𝑋0

sup
0 ≠𝑣𝑣∈𝑌𝑌

𝑎𝑎(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)
∥ 𝑢𝑢 ∥𝑋𝑋0∥ 𝑣𝑣 ∥𝑌𝑌

≥  β2.                                                                                     (11)  

3. Điều kiện đơn ánh: nếu với mọi u ∈ 𝑋𝑋0, ta có a(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = 0 thì suy ra 𝑣𝑣 = 0.      (12) 
Tính liên tục. Trước khi chứng minh điều kiện liên tục (10), chúng ta nhắc lại định nghĩa 
của dạng song tuyến tính a(∙,∙): 

       a(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)  ≔ � [∂𝑡𝑡𝑢𝑢𝑢𝑢  + ( 𝐷𝐷(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)∇𝑥𝑥𝑢𝑢).∇𝑥𝑥𝑣𝑣 + 𝑅𝑅(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑢𝑢𝑢𝑢]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑,    ∀ (𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝑋𝑋0  × 𝑌𝑌
𝑄𝑄

. 

Ta có đánh giá 

|𝑎𝑎(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)| < ��∂𝑡𝑡𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑄𝑄

� + �� ( 𝐷𝐷(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)∇𝑥𝑥𝑢𝑢).∇𝑥𝑥𝑣𝑣 + 𝑅𝑅(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑢𝑢𝑢𝑢
𝑄𝑄

 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑�. 

Đối với hạng tử thứ nhất áp dụng tính chất của cặp đối ngẫu ∂𝑡𝑡u ∈ 𝑌𝑌∗ =  𝐿𝐿2�0,𝑇𝑇;  𝐻𝐻−1(Ω)� 
và v ∈ 𝑌𝑌 = 𝐿𝐿2�0,𝑇𝑇;  𝐻𝐻01(Ω)� ta có đánh giá 

��∂𝑡𝑡𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑄𝑄

� = �⟨∂𝑡𝑡𝑢𝑢, 𝑣𝑣⟩𝑄𝑄� ≤   ∥ ∂𝑡𝑡u ∥𝑌𝑌′∥ 𝑣𝑣 ∥𝑌𝑌. 

Đối với hạng tử thứ hai, áp dụng bất đẳng thức Cauchy–Schwarz 

�� ( 𝐷𝐷(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)∇𝑥𝑥𝑢𝑢).∇𝑥𝑥𝑣𝑣
𝑄𝑄

+ 𝑅𝑅(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑� ≤   ∥ 𝑢𝑢 ∥𝑌𝑌∥ 𝑣𝑣 ∥𝑌𝑌. 

Kết hợp hai ước lượng trên, ta thu được 
|𝑎𝑎(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)| <   ∥ ∂𝑡𝑡u ∥𝑌𝑌′∥ 𝑣𝑣 ∥𝑌𝑌   +   ∥ 𝑢𝑢 ∥𝑌𝑌 ∥ 𝑣𝑣 ∥𝑌𝑌= (  ∥ ∂𝑡𝑡u ∥𝑌𝑌′ + ∥ 𝑢𝑢 ∥𝑌𝑌 ) ∥ 𝑣𝑣 ∥𝑌𝑌. 

Vì ∥ 𝑢𝑢 ∥𝑋𝑋0= �∥ ∂𝑡𝑡𝑢𝑢 ∥𝑌𝑌′
2 +∥ 𝑢𝑢 ∥𝑌𝑌2  �

1
2, nên ta có 

∥ ∂𝑡𝑡u ∥𝑌𝑌′ + ∥ 𝑢𝑢 ∥𝑌𝑌   ≤ √2 �∥ ∂𝑡𝑡𝑢𝑢 ∥𝑌𝑌′
2 +∥ 𝑢𝑢 ∥𝑌𝑌2   =  √2 ∥ 𝑢𝑢 ∥𝑋𝑋0 . 

Do đó 
|𝑎𝑎(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)| ≤  √2 ∥ 𝑢𝑢 ∥𝑋𝑋0∥ 𝑣𝑣 ∥𝑌𝑌. 

Suy ra điều kiện liên tục (10) được thỏa mãn với hằng số β1 = √2. 
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Điều kiện inf-sup. Điều kiện inf-sup (11) tương đương với việc chỉ ra rằng với mọi u ∈
𝑋𝑋0, tồn tại hằng số dương β2 sao cho 

             𝛽𝛽2 ∥ 𝑢𝑢 ∥𝑋𝑋0
≤ sup𝑎𝑎

(𝑢𝑢,𝑣𝑣)
∥ 𝑣𝑣 ∥𝑌𝑌

.                                                                                                        (13) 

Thật vậy, với u ∈ 𝑋𝑋0 ta chọn v = u + 𝑤𝑤𝑢𝑢 ∈ 𝑌𝑌. Khi đó 

a(𝑢𝑢, 𝑢𝑢) =   �∂𝑡𝑡𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑄𝑄

+ � ( 𝐷𝐷(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)∇𝑥𝑥𝑢𝑢).∇𝑥𝑥𝑢𝑢 + 𝑅𝑅(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑢𝑢2
𝑄𝑄

 dxdt. 

Sử dụng phép tích phân từng phần theo thời gian và điều kiện ban đầu u(𝑥𝑥, 0) = 0 ta được 

a(𝑢𝑢, 𝑢𝑢) = � � ∂𝑡𝑡𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑇𝑇

0Ω
+ � ( 𝐷𝐷(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)∇𝑥𝑥𝑢𝑢).∇𝑥𝑥𝑢𝑢

𝑄𝑄
+ 𝑅𝑅(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑢𝑢2 dxdt

= � �
1
2
𝑢𝑢(𝑥𝑥,𝑇𝑇)2 −

1
2
𝑢𝑢(𝑥𝑥, 0)2� 𝑑𝑑𝑑𝑑 +   ∥ 𝑢𝑢 ∥𝑌𝑌2

Ω
 

   =
1
2
∥ 𝑢𝑢(∙,𝑇𝑇) ∥𝐿𝐿2(Ω)

2 +   ∥ 𝑢𝑢 ∥𝑌𝑌 2 ≥ +∥ 𝑢𝑢 ∥𝑌𝑌2 . 

Sử dụng tính chất đối ngẫu và bất đẳng thức Cauchy–Schwarz, ta ước lượng 

a(𝑢𝑢,𝑤𝑤𝑢𝑢) =   �∂𝑡𝑡𝑢𝑢𝑤𝑤𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑄𝑄

+ � ( 𝐷𝐷(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)∇𝑥𝑥𝑢𝑢).∇𝑥𝑥𝑤𝑤𝑢𝑢 + 𝑅𝑅(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑢𝑢𝑤𝑤𝑢𝑢
𝑄𝑄

 dxdt 

      =   � ( 𝐷𝐷(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)∇𝑥𝑥𝑤𝑤𝑢𝑢).∇𝑥𝑥𝑤𝑤𝑢𝑢 + 𝑅𝑅(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑤𝑤𝑢𝑢𝑤𝑤𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑄𝑄

+   � ( 𝐷𝐷(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)∇𝑥𝑥𝑢𝑢).∇𝑥𝑥𝑤𝑤𝑢𝑢 + 𝑅𝑅(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑢𝑢𝑤𝑤𝑢𝑢
𝑄𝑄

 dxdt 

                             ≥   ∥ 𝑤𝑤𝑢𝑢 ∥𝑌𝑌 2 −   ∥ 𝑢𝑢 ∥𝑌𝑌∥ 𝑤𝑤𝑢𝑢 ∥𝑌𝑌 

                             ≥   ∥ ∂𝑡𝑡u ∥𝑌𝑌′ 
2 −

1
2

(  ∥ 𝑢𝑢 ∥𝑌𝑌2+   ∥ 𝑤𝑤𝑢𝑢 ∥𝑌𝑌2) 

                             = 1
2
∥ ∂𝑡𝑡u ∥𝑌𝑌′ 

2 − 1
2
∥ 𝑢𝑢 ∥𝑌𝑌2 . 

Kết hợp hai ước lượng trên ta được 
a(𝑢𝑢, 𝑢𝑢 + 𝑤𝑤𝑢𝑢) ≥   1

2
(∥ ∂𝑡𝑡u ∥𝑌𝑌′ 

2 +   ∥ 𝑢𝑢 ∥𝑌𝑌2) = 1
2
∥ 𝑢𝑢 ∥𝑋𝑋0 .  

Từ định nghĩa và tính chất của các chuẩn tương ứng: 
   ∥ 𝑢𝑢 + 𝑤𝑤𝑢𝑢 ∥𝑌𝑌2    ≤ 2(  ∥ 𝑢𝑢 ∥𝑌𝑌2+    ∥ 𝑤𝑤𝑢𝑢 ∥𝑌𝑌2) 

                                         =  2�  ∥ 𝑢𝑢 ∥𝑌𝑌2+    ∥ ∂𝑡𝑡𝑢𝑢  ∥𝑌𝑌′
2 �   

                                         = 2 ∥ 𝑢𝑢 ∥𝑋𝑋0
2 . 

Ta có đánh giá 
a(𝑢𝑢, 𝑢𝑢 + 𝑤𝑤𝑢𝑢) ≥ 1

2√2
∥ 𝑢𝑢 ∥𝑋𝑋0∥ 𝑢𝑢 + 𝑤𝑤𝑢𝑢 ∥𝑌𝑌. 

Vì v = u + 𝑤𝑤𝑢𝑢 nên 

sup
𝑎𝑎(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)
∥ 𝑣𝑣 ∥𝑌𝑌

≥  
𝑎𝑎(𝑢𝑢,𝑢𝑢 + 𝑤𝑤𝑢𝑢)
∥ 𝑢𝑢 + 𝑤𝑤𝑢𝑢 ∥𝑌𝑌

  ≥  
1

2√2
∥ 𝑢𝑢 ∥𝑋𝑋0 . 

Do đó điều kiện ổn định (13) thỏa mãn với hằng số β2 =   1
2√2

 . 
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Điều kiện đơn ánh. Để kiểm chứng điều kiện đơn ánh (12) ta cần chỉ ra rằng 
∀ v ∈ 𝑌𝑌 \{0},   ∃ u ∈ 𝑋𝑋0:     a(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ≠ 0. 

Thật vậy, với mọi v ∈ 𝑌𝑌 \{0} chọn 

u(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = � 𝑣𝑣(𝑥𝑥, 𝑠𝑠)𝑑𝑑𝑑𝑑,     (𝑥𝑥, 𝑡𝑡) ∈ 𝑄𝑄.
𝑡𝑡

0
 

Theo định nghĩa ta có u ∈ 𝑋𝑋0 và 
         a(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) =   ∥ 𝑣𝑣 ∥𝐿𝐿2(𝑄𝑄)

2 + 1
2
∥ ∇𝑥𝑥𝑢𝑢(𝑇𝑇) ∥𝐿𝐿2(𝑄𝑄)

2 . 

Do v ≠ 0 nên ∥ 𝑣𝑣 ∥𝐿𝐿2(𝑄𝑄)
2 > 0 ,  ta có a(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) > 0,   tức là a(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)  ≠ 0. Vậy điều kiện 

đơn ánh (12) được thỏa mãn.  
Vì điều kiện ban đầu trong (1) được xem như một điều kiện Dirichlet trong miền 

không gian-thời gian 𝑄𝑄 = 𝛺𝛺 × (0,𝑇𝑇), chúng ta xem xét phép tách 𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ū(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) +
𝑢𝑢0���(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) với (𝑥𝑥, 𝑡𝑡) ∈ 𝑄𝑄, trong đó 𝑢𝑢0��� ∈ 𝑋𝑋 là một mở rộng của dữ liệu ban đầu đã cho 𝑢𝑢0��� ∈
𝐻𝐻01(𝛺𝛺). Khi đó bài toán ban đầu đưa về tìm ū ∈ 𝑋𝑋0 sao cho 
             𝑎𝑎(ū, 𝑣𝑣) = ⟨𝑓𝑓, 𝑣𝑣⟩𝑄𝑄 − 𝑎𝑎(𝑢𝑢0���, 𝑣𝑣).                                                                                        (14) 
Phần tiếp theo ta sẽ trình bày xấp xỉ không – thời gian của bài toán (14). 
2.3. Phương pháp phần tử hữu hạn không thời gian 

Giả sử 𝑋𝑋ℎ ⊂ 𝑋𝑋,𝑌𝑌ℎ ⊂ 𝑌𝑌 là các không gian hàm xấp xỉ và 𝑋𝑋ℎ ⊂ 𝑌𝑌ℎ (do X  ⊂  Y). Ta có 
xấp xỉ Galerkin–Petrov của bài toán biến phân (14) là tìm 𝑢̄𝑢ℎ ∈ 𝑋𝑋ℎ sao cho 
           a(𝑢̄𝑢ℎ, 𝑣𝑣ℎ) = ⟨𝑓𝑓, 𝑣𝑣ℎ⟩ − 𝑎𝑎(𝑢̄𝑢0, 𝑣𝑣ℎ)   ∀𝑣𝑣ℎ ∈ 𝑌𝑌ℎ.                                                                (15) 

Ta sẽ chứng minh tính đặt chỉnh của bài toán (15). 
Cho trước 𝜑𝜑 ∈  𝑌𝑌′, tồn tại duy nhất 𝑤𝑤 ∈  𝑌𝑌 là nghiệm của bài toán biến phân 

� � [𝐷𝐷(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝛻𝛻ₓ𝑤𝑤(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]𝛻𝛻ₓ𝑣𝑣(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) + 𝑅𝑅(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑤𝑤(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑣𝑣(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
 

𝛺𝛺

𝑇𝑇

0

= � �𝜑𝜑(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑣𝑣(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑,        
 

𝛺𝛺

𝑇𝑇

0
 

với mọi v ∈ 𝑌𝑌.  
Xét ánh xạ 
Π:𝑌𝑌′ → 𝑌𝑌 = 𝐿𝐿2�0,𝑇𝑇;𝐻𝐻01(Ω)�, 
φ ↦ Πφ ≔ 𝑤𝑤. 
Ta có xấp xỉ Galerkin của bài toán biến phân trên là tìm 𝑤𝑤ℎ ∈ 𝑌𝑌ℎ sao cho 

� � [𝐷𝐷(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝛻𝛻ₓ𝑤𝑤ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]𝛻𝛻ₓ𝑣𝑣ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) + 𝑅𝑅(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑤𝑤ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑣𝑣ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
 

𝛺𝛺

𝑇𝑇

0
        

= � �𝜑𝜑(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑣𝑣ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
 

𝛺𝛺
.                                                                                         (16)

𝑇𝑇

0
 

Ta định nghĩa ánh xạ: 
Πℎ:𝑌𝑌′ → 𝑌𝑌ℎ ⊂ 𝐿𝐿2�0,𝑇𝑇;𝐻𝐻01(Ω)�, 
φ ↦ Πℎφ ≔ 𝑤𝑤ℎ 
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Khi đó 

‖𝑤𝑤ℎ‖𝑌𝑌2 = � � [𝐷𝐷(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝛻𝛻ₓ𝑤𝑤ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]𝛻𝛻ₓ𝑤𝑤ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) + 𝑅𝑅(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑤𝑤ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑤𝑤ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
 

𝛺𝛺

𝑇𝑇

0
 

              =   � �φ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑤𝑤ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
 

Ω

𝑇𝑇

0
 

   = � � [𝐷𝐷(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝛻𝛻ₓ𝑤𝑤(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]𝛻𝛻ₓ𝑤𝑤ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) + 𝑅𝑅(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑤𝑤(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑤𝑤ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
 

𝛺𝛺

𝑇𝑇

0
 

  ≤ ‖𝑤𝑤‖𝑌𝑌‖𝑤𝑤ℎ‖𝑌𝑌. 
Do đó 

‖𝑤𝑤ℎ‖𝑌𝑌2 ≤ ‖𝑤𝑤‖𝑌𝑌2 , 
tức là 
‖Πℎ𝜑𝜑‖𝑌𝑌 ≤ ‖Π𝜑𝜑‖𝑌𝑌,   ∀𝜑𝜑 ∈ 𝑌𝑌. 
Xét chuẩn phụ thuộc vào lưới 
‖𝑢𝑢‖𝑋𝑋ℎ

2 = ‖Πℎ𝜕𝜕ₜ𝑢𝑢‖𝑌𝑌2 + ‖𝑢𝑢‖𝑌𝑌2 . 
Ta có đánh giá giữa các chuẩn tương ứng 

‖𝑢𝑢‖𝑋𝑋ℎ ≤ ‖𝑢𝑢‖𝑋𝑋   ∀𝑢𝑢 ∈ 𝑋𝑋. 
Tiếp theo ta sẽ chứng minh tính ổn định của bài toán rời rạc (15). 
Định lí 1. Giả sử 𝑋𝑋ℎ ⊂ 𝑋𝑋,𝑌𝑌ℎ ⊂ 𝑌𝑌 và 𝑋𝑋ℎ ⊂ 𝑌𝑌ℎ, khi đó tồn tại c  >  0 sao cho 

          inf
𝑢𝑢ℎ∈𝑋𝑋ℎ

sup
0 ≠𝑣𝑣ℎ∈𝑌𝑌ℎ

𝑎𝑎(𝑢𝑢ℎ, 𝑣𝑣ℎ)
∥ 𝑢𝑢ℎ ∥𝑋𝑋ℎ∥ 𝑣𝑣ℎ ∥𝑌𝑌ℎ

≥ 𝑐𝑐.                                                                              (17) 

Chứng minh. Với 𝑢𝑢ℎ ∈ 𝑋𝑋ℎ ⊂ 𝑋𝑋 chúng ta định nghĩa Πℎ ∂𝑡𝑡𝑢𝑢ℎ ≔ 𝑤𝑤ℎ ∈ 𝑌𝑌ℎ là nghiệm duy 
nhất của bài toán xấp xỉ Galerkin (16), tức là 

           � � [𝐷𝐷(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)∇𝑤𝑤ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)]
Ω

⋅ ∇𝑣𝑣ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) + 𝑅𝑅(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑤𝑤ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑣𝑣ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑇𝑇

0

= � �∂𝑡𝑡𝑢𝑢ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑣𝑣ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
Ω

𝑇𝑇

0
,   ∀𝑣𝑣ℎ ∈ 𝑌𝑌ℎ. 

Do 𝑋𝑋ℎ ⊂ 𝑌𝑌ℎ ta có 𝑢𝑢ℎ + 𝑤𝑤ℎ ∈ 𝑌𝑌ℎ thỏa mãn 
||uh + wh||Y2 ≤ 2(‖|𝑢𝑢ℎ‖Y2 + ‖𝑤𝑤ℎ‖Y2) = 2‖𝑢𝑢ℎ‖𝑋𝑋ℎ

2 . 
Hơn nữa, vì 𝑢𝑢ℎ(0) = 0 nên 

a(𝑢𝑢ℎ,𝑢𝑢ℎ)         = � �∂𝑡𝑡𝑢𝑢ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑢𝑢ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
Ω

𝑇𝑇

0

+ � � [𝐷𝐷(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)∇𝑢𝑢ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)] ⋅ ∇𝑢𝑢ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
Ω

𝑇𝑇

0

+ 𝑅𝑅(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑢𝑢ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑢𝑢ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 =
1
2
‖𝑢𝑢ℎ(𝑇𝑇)‖𝐿𝐿2(Ω)

2 + ‖𝑢𝑢ℎ‖𝑌𝑌2

≥ ‖𝑢𝑢ℎ‖𝑌𝑌2 . 
Tương tự, ta có: 
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a(𝑢𝑢ℎ,𝑤𝑤ℎ)       = � �∂𝑡𝑡𝑢𝑢ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑤𝑤ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
Ω

𝑇𝑇

0

+ � � [𝐷𝐷(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)∇𝑢𝑢ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)] ⋅ ∇𝑤𝑤ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
Ω

𝑇𝑇

0
+ 𝑅𝑅(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑢𝑢ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑤𝑤ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 

                           = � � [𝐷𝐷(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)∇𝑤𝑤ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)] ⋅ ∇𝑤𝑤ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) +  𝑅𝑅(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑤𝑤ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑤𝑤ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
Ω

𝑇𝑇

0

+ � � [𝐷𝐷(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)∇𝑢𝑢ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)] ⋅ ∇𝑤𝑤ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) + 𝑅𝑅(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑢𝑢ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑤𝑤ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
Ω

𝑇𝑇

0
 

                              ≥ ‖𝑤𝑤ℎ‖𝑌𝑌2 − ‖𝑢𝑢ℎ‖𝑌𝑌‖𝑤𝑤ℎ‖𝑌𝑌  

≥ ‖𝑤𝑤ℎ‖𝑌𝑌2 −
1
2

(‖𝑢𝑢ℎ‖𝑌𝑌2 + ‖𝑤𝑤ℎ‖𝑌𝑌2) =
1
2
‖𝑤𝑤ℎ‖𝑌𝑌2 −

1
2
‖𝑢𝑢ℎ‖𝑌𝑌2 . 

Do đó 

a(𝑢𝑢ℎ,𝑢𝑢ℎ + 𝑤𝑤ℎ) ≥
1
2

(‖𝑢𝑢ℎ‖𝑌𝑌2 + ‖𝑤𝑤ℎ‖𝑌𝑌2) =
1
2
‖𝑢𝑢ℎ‖𝑋𝑋ℎ

2  

  ≥
1

2√2
‖𝑢𝑢ℎ + 𝑤𝑤ℎ‖𝑌𝑌2 . 

điều này dẫn đến điều kiện ổn định rời rạc (17). 
Điều kiện ổn định rời rạc (17) đảm bảo khả năng tồn tại duy nhất nghiệm của bài toán biến 
phân Galerkin-Petrov (15). Hơn nữa, ta có 
          a(𝑢𝑢� − 𝑢𝑢ℎ���, 𝑣𝑣ℎ) = 0   ∀𝑣𝑣ℎ ∈ 𝑌𝑌ℎ.                                                                                          (18) 
2.4.  Đánh giá sai số 
Định lí 1. Giả sử 𝑢𝑢  ∈  𝑋𝑋 và 𝑢𝑢ℎ ∈ 𝑋𝑋ℎ là các nghiệm duy nhất của các công thức biến phân 
(14) và (15) tương ứng. Khi đó, tồn tại ước lượng sai số tiên nghiệm 

‖𝑢𝑢 − 𝑢𝑢ℎ‖𝑋𝑋ℎ ≤  5 inf
𝑧𝑧ℎ∈𝑋𝑋ℎ

‖𝑢𝑢 − 𝑧𝑧ℎ‖𝑋𝑋 .                         

Chứng minh. Từ điều kiện ổn định (17) và tính chất trực giao Galerkin (18) ta có với mọi 
𝑧𝑧ℎ ∈ 𝑋𝑋ℎ, 

1
2√2

‖𝑢𝑢ℎ − 𝑧𝑧ℎ‖𝑋𝑋ℎ ≤ sup
0 ≠𝑣𝑣ℎ∈𝑌𝑌ℎ

�
𝑎𝑎(𝑢𝑢ℎ − 𝑧𝑧ℎ, 𝑣𝑣ℎ)

‖𝑣𝑣ℎ‖𝑌𝑌
� 

= sup
0 ≠𝑣𝑣ℎ∈𝑌𝑌ℎ

𝑎𝑎(𝑢𝑢ℎ − 𝑢𝑢, 𝑣𝑣ℎ) + 𝑎𝑎(𝑢𝑢 − 𝑧𝑧ℎ, 𝑣𝑣ℎ)
‖𝑣𝑣ℎ‖𝑌𝑌

 

= sup
0 ≠𝑣𝑣ℎ∈𝑌𝑌ℎ

𝑎𝑎(𝑢𝑢 − 𝑧𝑧ℎ, 𝑣𝑣ℎ)
‖𝑣𝑣ℎ‖𝑌𝑌

≤ √2‖𝑢𝑢 − 𝑧𝑧ℎ‖𝑋𝑋 . 

Từ đó ta có đánh giá sai số trong Định lí 1. 
Giả sử 𝑄𝑄ℎ là tập hợp các miền chính quy (lưới tam giác với n =1, tứ diện với n=2) và được 
sắp xếp theo quy ước bước lưới giảm dần. Ta xét 𝑆𝑆ℎ1(𝛺𝛺) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜑𝜑1 , 𝜑𝜑2, … ,𝜑𝜑𝑁𝑁�, trong đó 
𝜑𝜑𝑘𝑘(𝑘𝑘 = 1,2, … ,𝑁𝑁) là tập hàm tuyến tính liên tục từng khúc (từng mảnh). Ta định nghĩa các 
không gian phần tử hữu hạn: 
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𝑋𝑋ℎ = 𝑆𝑆ℎ1(𝑄𝑄ℎ) ∩ 𝑋𝑋,𝑌𝑌ℎ = 𝑆𝑆ℎ1(𝑄𝑄ℎ) ∩ 𝑌𝑌. 
Khi đó 𝑋𝑋ℎ ⊂ 𝑌𝑌ℎ và ta có đánh giá sai số tiên nghiệm qua định lí dưới đây. 
Định lí 2. Giả sử 𝑢𝑢 ∈ 𝑋𝑋  và  𝑢𝑢ℎ ∈ 𝑋𝑋ℎ = 𝑆𝑆ℎ1(𝑄𝑄ℎ) ∩ 𝑋𝑋 là nghiệm duy nhất của bài toán biến 
phân (14) và (15). Nếu 𝑢𝑢 ∈ 𝐻𝐻2(𝑄𝑄) thì ta có đánh giá 

‖𝑢𝑢  −  𝑃𝑃ℎ 𝑢𝑢‖𝑌𝑌 ≤ 𝑐𝑐ℎ ∥ 𝑢𝑢 ∥𝐻𝐻2(𝑄𝑄). 
Chứng minh. Theo định nghĩa chuẩn và sử dụng (17), ta có: 

‖𝑢𝑢  −  𝑃𝑃ℎ 𝑢𝑢‖𝑌𝑌 ≤ ‖𝑢𝑢 − 𝑢𝑢ℎ‖𝑋𝑋ℎ ≤ 5 inf
𝑧𝑧ℎ ∈𝑋𝑋ℎ

||𝑢𝑢 − 𝑧𝑧ℎ||𝐻𝐻2(𝑄𝑄). 

Xét 𝑧𝑧ℎ = 𝑃𝑃ℎ𝑢𝑢 là nghiệm của bài toán biến phân 
𝑎𝑎(𝑃𝑃ℎ𝑢𝑢, 𝑣𝑣ℎ) = 𝑎𝑎(𝑢𝑢,𝑣𝑣ℎ)   ∀𝑣𝑣ℎ ∈ 𝑋𝑋ℎ. 

Xét chuẩn: 

   �|𝑣𝑣|�
𝐻𝐻1(𝑄𝑄) = � � (𝜕𝜕𝑡𝑡𝑢𝑢ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡))2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

Ω

𝑇𝑇

0

+ � � [𝐷𝐷(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)∇𝑣𝑣(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)] ⋅ ∇𝑣𝑣(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) +  𝑅𝑅(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑣𝑣(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑣𝑣(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
Ω

𝑇𝑇

0
. 

Áp dụng Mệnh đề 1.134 trong (Ern & Guermond, 2004), ta có: 
‖𝑢𝑢  −  𝑃𝑃ℎ 𝑢𝑢‖𝑌𝑌 ≤∥ 𝑢𝑢  −  𝑃𝑃ℎ 𝑢𝑢 ∥𝐻𝐻1(𝑄𝑄)≤  𝑐𝑐ℎ ∥ 𝑢𝑢 ∥𝐻𝐻2(𝑄𝑄). 

Hơn nữa, 

‖∂𝑡𝑡(𝑢𝑢  −  𝑃𝑃ℎ 𝑢𝑢)‖𝑌𝑌∗ = sup
0 ≠𝑣𝑣∈𝑌𝑌

〈𝜕𝜕𝑡𝑡(𝑢𝑢  −  𝑃𝑃ℎ 𝑢𝑢), 𝑣𝑣〉𝑄𝑄
‖𝑣𝑣‖𝑌𝑌

 

≤ sup
0 ≠𝑣𝑣∈𝑌𝑌

‖𝜕𝜕𝑡𝑡(𝑢𝑢  −  𝑃𝑃ℎ 𝑢𝑢)‖𝐿𝐿2(𝑄𝑄)‖𝑣𝑣‖𝐿𝐿2(𝑄𝑄)

‖𝑣𝑣‖𝑌𝑌
 

                                         ≤ ‖𝜕𝜕𝑡𝑡(𝑢𝑢  −  𝑃𝑃ℎ 𝑢𝑢)‖𝐿𝐿2(𝑄𝑄) ≤ ‖𝑢𝑢  −  𝑃𝑃ℎ 𝑢𝑢‖𝐻𝐻1(𝑄𝑄) ≤ 𝑐𝑐ℎ ∥ 𝑢𝑢 ∥𝐻𝐻2(𝑄𝑄).  
Nhận xét 1. Thay vì sử dụng không gian phần tử hữu hạn không-thời gian 𝑋𝑋ℎ ⊂ 𝑌𝑌ℎ được 
tạo bởi các hàm cơ sở tuyến tính từng khúc (mảnh) 𝜑𝜑𝑘𝑘, người ta có thể sử dụng các hàm 
cơ sở liên tục với đa thức bậc 𝑝𝑝 > 1 tại từng miền con để xây dựng không gian phần tử hữu 
hạn 𝑋𝑋ℎ ⊂ 𝑌𝑌ℎ. Khi đó, giả sử 𝑢𝑢 � ∈ 𝐻𝐻𝑠𝑠(𝑄𝑄) với 𝑠𝑠 ∈ [1,𝑝𝑝 + 1], ta thu được ước lượng sai số 
          ‖𝑢𝑢� − 𝑢𝑢ℎ���‖ ≤ 𝑐𝑐ℎ𝑠𝑠−1|𝑢𝑢�|𝐻𝐻𝑠𝑠(𝑄𝑄), 𝑠𝑠 ∈ [1, 𝑝𝑝 + 1].                                                                   (19) 

Trong phần ví dụ số trình bày ở các mục sau, chúng tôi sẽ khảo sát hiệu quả xấp xỉ 
của phương pháp phần tử hữu hạn không-thời gian khi sử dụng các hàm cơ sở liên tục có 
bậc đa thức 𝑝𝑝 = 2. Việc lựa chọn bậc 𝑝𝑝 này nhằm kiểm chứng tính chính xác và tốc độ hội 
tụ lí thuyết đã được chỉ ra trong ước lượng (19). 
3.  Kết quả và thảo luận 

Trong phần này, chúng tôi trình bày một số ví dụ số nhằm minh họa cho hiệu quả của 
phương pháp phần tử hữu hạn không-thời gian đã được phát triển ở các phần trước. Tất cả 
các ví dụ đều được thực hiện trong trường hợp ma trận khuếch tán D là ma trận đơn vị, và 
việc rời rạc hoá được thực hiện bằng phần mềm FreeFEM++ https://freefem.org. Miền 
không-thời gian Q được chia lưới với các mức độ tinh chỉnh khác nhau, trong đó N là số 

https://freefem.org/
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bước lưới đều trên mỗi chiều. Các ví dụ bắt đầu với N = 4 (tức lưới 4 × 4 trong mỗi chiều) 
và tăng dần. 
3.1. Ví dụ 1  

Trước tiên, chúng tôi xét một ví dụ có nghiệm giải tích trong không gian hai chiều 
(một chiều không gian và một chiều thời gian). Mục tiêu của ví dụ này là kiểm chứng bậc 
hội tụ của phương pháp. Nghiệm chính xác được chọn là 
           u(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = sin(π𝑥𝑥) cos(π𝑡𝑡) 
trên miền không gian Ω = (0,1) và miền không-thời gian là Q = Ω × (0,𝑇𝑇) với T =  1. 
Điều kiện ban đầu tại t = 0 là u(𝑥𝑥, 0) =  −sin(π𝑥𝑥), và điều kiện biên Dirichlet thuần nhất 
u = 0 được áp dụng trên biên không gian ∂Ω = 0,1. Trong Bảng 1, chúng tôi trình bày sai 
số ‖𝑢𝑢 − 𝑢𝑢ℎ‖𝐿𝐿2�0,𝑇𝑇;𝐻𝐻01(𝛺𝛺)� cùng với bậc hội tụ (EOC) khi thay đổi bước lưới không gian h. 

Từ kết quả trong Bảng 1, có thể thấy rằng sai số giảm nhanh khi tăng mức tinh chỉnh lưới 
(tức là khi h giảm), và bậc hội tụ có xu hướng ổn định quanh giá trị 2, phù hợp với đánh 
giá sai số lí thuyết.  

Bảng 1. Sai số và bậc hội tụ thực nghiệm của ví dụ bài toán không-thời gian 2D 

N ∥ 𝒖𝒖 − 𝒖𝒖𝒉𝒉 ∥𝑳𝑳𝟐𝟐�𝟎𝟎,𝑻𝑻;𝑯𝑯𝟎𝟎
𝟏𝟏(𝛀𝛀)� EOC 

4 1.850 ×  10−1 - 
8 5.402 ×  10−2 1.776 
16 1.416 ×  10−2 1.932 
32 3.599 ×  10−3  1.976 
64 9.054 ×  10−4 1.991 
128 2.271 ×  10−4 1.995 
256 5.688 ×  10−5 1.997 

 

 
Hình 1. Đồ thị sai số và bậc hội tụ của ví dụ bài toán 

không-thời gian 2D 

 
Hình 2. Minh họa bước lưới của ví dụ bài 

toán không-thời gian 2D 

Hình 1 minh họa đồ thị sai số ‖𝑢𝑢 − 𝑢𝑢ℎ‖𝐿𝐿2�0,𝑇𝑇;𝐻𝐻01(𝛺𝛺)� và bậc hội tụ thực nghiệm theo 

bước lưới h, cho thấy sai số giảm đều và EOC giữ được tính ổn định. Hình 2 minh họa 
bước lưới không gian của ví dụ bài toán không-thời gian 2D, với lưới được tinh chỉnh đều 



Tạp chí Khoa học Trường ĐHSP TPHCM Phạm Phi Hùng và tgk 
 

1884 

trên miền Ω, đảm bảo tính chất hội tụ của phương pháp. Kết quả số cho thấy phương pháp 
phần tử hữu hạn không-thời gian được đề xuất có khả năng hội tụ tốt và hiệu quả trong việc 
giải bài toán với miền không – thời gian hai chiều. 
3.2. Ví dụ 2 

Tiếp theo, chúng tôi xét bài toán trong không gian ba chiều, miền không gian được 
chọn là hình vuông đơn vị Ω = (0,1)2, và thời gian xét trên đoạn (0,𝑇𝑇) với T = 1. Do đó, 
miền không-thời gian là Q = (0,1)2 × (0,1). Nghiệm chính xác được chọn là 
           u(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡) = sin(π𝑥𝑥) sin(π𝑦𝑦)(𝑡𝑡2 + 𝑡𝑡) .                         

Điều kiện ban đầu tại t = 0 là u(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 0) = 0, và điều kiện biên Dirichlet thuần nhất 
u = 0 
được áp dụng trên toàn bộ biên không gian ∂Ω. Trong Bảng 2, chúng tôi trình bày sai số  
∥ 𝑢𝑢 − 𝑢𝑢ℎ ∥𝐿𝐿2�0,𝑇𝑇;𝐻𝐻01(Ω)�  cùng với bậc hội tụ (EOC) khi điều chỉnh bước lưới không gian h 

trong bài toán không-thời gian 3D. 
Bảng 2. Sai số và bậc hội tụ thực nghiệm của ví dụ bài toán không-thời gian 3D 

N ∥ 𝒖𝒖 − 𝒖𝒖𝒉𝒉 ∥𝑳𝑳𝟐𝟐�𝟎𝟎,𝑻𝑻;𝑯𝑯𝟎𝟎
𝟏𝟏(𝛀𝛀)� EOC 

4 3.725 ×  10−1 - 
8 1.079 ×  10−1 1.787 

16 2.847 ×  10−2 1.923 
32 7.308 ×  10−3  1.962 

Hình 3. Đồ thị sai số và bậc hội tụ 
 của ví dụ bài toán không-thời gian 3D 

 
Hình 4. Minh họa bước lưới 

 của ví dụ bài toán không-thời gian 3D 

Dựa trên Bảng 2, sai số giảm rõ rệt khi bước lưới h được thu nhỏ, đồng thời bậc hội 
tụ thực nghiệm ổn định ở mức gần bằng 2, phù hợp với đánh giá sai số lí thuyết. Kết quả 
này chứng minh phương pháp phần tử hữu hạn không-thời gian đạt hiệu suất cao khi áp 
dụng cho bài toán trên miền hai chiều không gian. Hình 3 mô tả đồ thị sai số 
‖𝑢𝑢 − 𝑢𝑢ℎ‖𝐿𝐿2�0,𝑇𝑇;𝐻𝐻01(𝛺𝛺)� và EOC theo bước lưới h. Hình 4 thể hiện cách sắp xếp lưới không 

gian trong bài toán 3D, với các ô lưới được phân bố đồng đều trên miền Ω, hỗ trợ tốt cho 
tính hội tụ của phương pháp. 
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4.  Kết luận  
Nghiên cứu này trình bày phương pháp phần tử hữu hạn không gian-thời gian giải 

xấp xỉ phương trình phản ứng khuếch tán. Cách tiếp cận này thể hiện một hướng đi mới so 
với các phương pháp số truyền thống trong giải các phương trình phụ thuộc thời gian. Kết 
quả lí thuyết đánh giá sai số và ví dụ số thu được chứng minh tiềm năng ứng dụng phương 
pháp cho việc giải xấp xỉ các phương trình phụ thuộc thời gian. Cách tiếp cận này đặc biệt 
hữu ích cho các mô phỏng yêu cầu độ chính xác cao trên cả không gian và thời gian. Tuy 
nhiên, việc đảm bảo điều kiện ổn định của dạng yếu và dạng rời rạc của bài toán đặt ra các 
thách thức khi mở rộng phương trình cho các thành phần đối lưu hoặc phi tuyến. Những 
trường hợp này có thể đòi hỏi sự kết hợp với phương pháp phần tử hữu hạn không liên tục 
(Ta et al., 2016) hoặc các kĩ thuật lưới thích nghi (Frey et al., 2018). Chúng ta cũng có thể 
áp dụng phương pháp này cho lớp các bài toán có biên chuyển động (Nguyen et al., 2025). 
Những hướng nghiên cứu này là triển vọng cho việc phát triển và mở rộng phạm vi ứng 
dụng của phương pháp phần tử hữu hạn không – thời gian.     
 

 Tuyên bố về quyền lợi: Các tác giả xác nhận hoàn toàn không có xung đột về quyền lợi. 
 

 Lời cảm ơn: Nghiên cứu này được thực hiện với sự hỗ trợ từ Bộ Giáo dục và Đào tạo Việt 
Nam thông qua đề tài mã số B2024.BKA.18. 
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ABSTRACT 

In this paper, we present a space-time finite element method for the approximate solution of 
reaction–diffusion equations. Unlike traditional numerical approaches that discretize the temporal 
and spatial domains separately, the proposed method discretizes the space-time domain Q = Ω × 
(0, T) simultaneously on a unified mesh structure. This unified treatment reduces computational 
cost and enhances the accuracy of the approximate solution. The method reformulates the original 
problem into a variational (weak) form, and the well-posedness of the weak formulation is 
established via the Banach–Nečas–Babuška theorem, ensuring the existence and uniqueness of the 
solution. A priori error estimates demonstrate that the method achieves optimal convergence rates 
in the corresponding function spaces. The effectiveness and accuracy of the approach are further 
validated through numerical experiments conducted using the open-source software FreeFEM++. 

Keywords: a priori error estimates; FreeFEM++; reaction-diffusion equations; Space-time 
finite element method 
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