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TÓM TẮT 

Mô phỏng mô hình Fermi-Hubbard là bài toán then chốt trong vật lí vật chất ngưng tụ nhưng 
thường vượt quá khả năng của các phương pháp tính toán cổ điển khi quy mô hệ tăng. Nghiên cứu 
này đề xuất một quy trình mô phỏng lượng tử biến phân sử dụng VQE và VQD để ước lượng năng 
lượng trạng thái cơ bản và mức kích thích thứ nhất. Ansatz lai HEA–HVA được thiết kế và kết hợp 
linh hoạt ưu điểm của chúng nhằm tối ưu cân bằng giữa khả năng biểu diễn trạng thái và chi phí tài 
nguyên mạch lượng tử. Thông qua mô phỏng số trên các cấu hình chuỗi 4×1, mạng vuông 2×2 và 
vòng 6 vị trí với tỉ số tương tác U/t từ 0 đến 10, kết quả cho thấy Hybrid HEA–HVA hội tụ ổn định 
và tái tạo tốt năng lượng cơ bản cũng như mức kích thích thấp nhất. So với các ansatz thuần túy, cấu 
trúc lai cho sai lệch năng lượng nhỏ hơn hoặc tương đương, đặc biệt hiệu quả trong vùng tương tác 
trung bình mạnh, đồng thời vẫn duy trì độ sâu mạch phù hợp trong bối cảnh NISQ. Nghiên cứu khẳng 
định tiềm năng của ansatz lai trong mô phỏng các hệ fermion tương quan mạnh và tạo tiền đề để mở 
rộng sang các hệ có phổ năng lượng phức tạp hơn trên quy mô lớn. 

Từ khóa: mô hình Fermi-Hubbard; mô phỏng lượng tử; thuật toán lượng tử biến phân (VQA); 
khử suy biến lượng tử biến phân (VQD); thuật toán giải trị riêng lượng tử biến phân (VQE) 

 
1. Giới thiệu 

Sự phát triển vượt bậc của khoa học lượng tử gần đây đã mang lại những bước tiến 
cách mạng trong xử lí thông tin. Với ưu thế về không gian Hilbert và khả năng xử lí song 
song vượt trội so với phương pháp cổ điển (Rietsche et al., 2022), điện toán lượng tử cùng 
các thuật toán như Shor và Grover (Grover, 1996; Shor, 1994) đã mở ra tiềm năng to lớn 
trong mật mã lượng tử (Jha et al., 2025), phân phối khóa lượng tử (Kumar & Mondal, 2025), 
học máy lượng tử (Devadas & Sowmya, 2025), tài chính lượng tử (Orús et al., 2019) và hóa 
học lượng tử (Claudino, 2022; Georges et al., 2025). Đặc biệt, việc mô phỏng các hệ vật chất 
ngưng tụ như mô hình Fermi-Hubbard (Arovas et al., 2022; Hubbard, 1963) đóng vai trò 
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then chốt. Mô hình này mô tả các electron tương tác trên mạng lưới, tuân theo nguyên lí loại 
trừ Pauli (LeBlanc et al., 2015), và chịu sự cạnh tranh giữa động năng (thúc đẩy quá trình 
nhảy sang vị trí lân cận) và tương tác đẩy Coulomb tại chỗ, sự cạnh tranh này là nguồn gốc 
của nhiều hiện tượng tương quan mạnh trong vật lí vật chất ngưng tụ (Dagotto, 2005; Fradkin 
et al., 2015; Sachdev et al., 2002). Trong nghiên cứu này, chúng tôi tập trung vào việc xác 
định trạng thái cơ bản và phân tích các ý nghĩa vật lí tương ứng của mô hình. 

Việc giải quyết mô hình Hubbard phụ thuộc lớn vào số chiều của cấu hình mạng. Trong 
khi trường hợp một chiều (1D) có nghiệm chính xác qua ansatz Bethe (Bethe, 1931), trường 
hợp hai chiều (2D) vẫn là thách thức lớn (LeBlanc et al., 2015). Các cách tiếp cận cổ điển 
đều gặp hạn chế nghiêm trọng: phương pháp chéo hóa chính xác bị giới hạn bởi sự bùng nổ 
không gian Hilbert (Yamada et al., 2005), nhóm tái chuẩn hóa mật độ ma trận kém hiệu quả 
ở chiều cao hơn 1D, và mô phỏng Monte Carlo lượng tử gặp vấn đề dấu fermion gây hội tụ 
chậm (Iskakov et al., 2024). 

Để khắc phục các hạn chế trên, thuật toán lượng tử biến phân trên các thiết bị lượng tử 
quy mô trung bình (NISQ), đặc trưng bởi số lượng qubit hạn chế và tỷ lệ lỗi cao, nổi lên như 
một hướng đi triển vọng (Peruzzo et al., 2014; McClean et al., 2016). Trong đó, thuật toán giải 
trị riêng lượng tử biến phân VQE là một thuật toán hybrid giữa lượng tử và cổ điển, kết hợp máy 
tính lượng tử để chuẩn bị một trạng thái thử được gọi là ansatz và đo năng lượng, trong khi thuật 
toán tối ưu cổ điển cập nhật các tham số ansatz dựa trên nguyên lí biến phân. Thành công của 
VQE phụ thuộc chủ yếu vào thiết kế mạch tham số nó phải vừa có khả năng biểu diễn đủ để mô 
tả trạng thái cơ bản, vừa phải đủ nông để có thể chạy trên phần cứng NISQ. Hiện nay có hai 
nguyên lí thiết kế ansatz chính đã được nghiên cứu. Một là ansatz hiệu quả phần cứng (HEA), 
được xây dựng từ các cổng lượng tử cơ bản của thiết bị (Kandala et al., 2017). HEA có ưu điểm 
mạch nông nhưng dễ gặp hiện tượng "cao nguyên cằn cỗi" khó tối ưu (McClean et al., 2018). 
Ngược lại, Ansatz Biến phân Hamiltonian (HVA) dựa trên cấu trúc vật lí (Montanaro & Stanisic, 
2020) hội tụ tốt nhưng tạo ra mạch quá sâu cho thiết bị NISQ. Để giải quyết sự đánh đổi này, 
chúng tôi đề xuất một phương pháp hybrid mới, kết hợp cấu trúc vật lí của HVA với các khối 
linh hoạt của HEA. Ý tưởng chính là dùng HVA để nhanh chóng đưa trạng thái thử tiến gần 
vùng nghiệm đúng, trong khi các khối HEA nông đóng vai trò tăng khả năng biểu diễn và thích 
ứng với phần cứng mà không làm tăng đáng kể độ sâu của mạch. 
2. Đối tượng và phương pháp nghiên cứu 
2.1. Mô hình Fermi-Hubbard  

Mô hình Fermi-Hubbard mô tả fermion tương tác mạnh trên mạng tinh thể, giải thích 
các hiện tượng như chuyển pha Mott (Hubbard, 1963). Hamiltonian này có dạng: 

𝐻𝐻 = −𝑡𝑡 � �𝑐𝑐𝑖𝑖,𝑠𝑠
† 𝑐𝑐𝑗𝑗,𝑠𝑠 + 𝑐𝑐𝑗𝑗,𝑠𝑠

† 𝑐𝑐𝑖𝑖,𝑠𝑠�
⟨𝑖𝑖,𝑗𝑗⟩
𝑠𝑠=↑,↓ 

+ 𝑈𝑈�𝑛𝑛𝑗𝑗,↑𝑛𝑛𝑗𝑗,↓
𝑗𝑗

(1)
 

với t là biên độ nhảy giữa các vị trí lân cận (chúng tôi đặt 𝑡𝑡 = 1 làm đơn vị đo năng lượng); 
U là cường độ tương tác tại chỗ, và 𝑐𝑐𝑗𝑗,𝑠𝑠

† , 𝑐𝑐𝑗𝑗,𝑠𝑠 lần lượt là toán tử tạo và hủy electron với spin 
𝑠𝑠 trên vị trí 𝑗𝑗. Kí hiệu ⟨𝑖𝑖, j⟩ chỉ các cặp vị trí lân cận, tập liên kết này được xác định dựa trên 
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hình học từng cụm. 
Chúng tôi khảo sát mô hình Fermi-Hubbard chuẩn trên các cấu hình: chuỗi 4×1, mạng 

vuông 2×2 và mạng 1D 6 vị trí với điều kiện biên tuần hoàn (Hình 1). Tham số tương tác 
𝑈𝑈/𝑡𝑡 được khảo sát trong khoảng từ 0 đến 10, bao phủ chế độ tương quan yếu đến mạnh và 
phù hợp với giới hạn độ sâu mạch VQE (Cai, 2020). 

 
   

a) chuỗi 4×1 b) mạng vuông 2×2 c) vòng 6 vị trí 
Hình 1. Cấu trúc của mô hình Fermi-Hubbard 

Để mô phỏng trên máy tính lượng tử, chúng tôi dùng ánh xạ Jordan-Wigner (JW) 
(Gulacsi, 2025): mỗi vị trí j với hai spin được gán hai qubit. Toán tử fermion chuyển thành: 

𝑐𝑐𝑘𝑘 =
𝑋𝑋𝑘𝑘 + 𝑖𝑖𝑌𝑌𝑘𝑘

2
�𝑍𝑍𝛼𝛼

𝑘𝑘−1

𝛼𝛼=0

;              𝑐𝑐𝑘𝑘
† =

𝑋𝑋𝑘𝑘 − 𝑖𝑖𝑌𝑌𝑘𝑘
2

�𝑍𝑍𝛼𝛼

𝑘𝑘−1

𝛼𝛼=0

                                                    (2) 

Với thành phần nhảy giữa hai vị trí 𝑖𝑖 và 𝑗𝑗 > 𝑖𝑖, ta thu được: 

𝑐𝑐𝑖𝑖
†𝑐𝑐𝑗𝑗 + 𝑐𝑐𝑗𝑗

†𝑐𝑐𝑖𝑖 →
1
2
�𝑋𝑋𝑖𝑖𝑋𝑋𝑗𝑗 + 𝑌𝑌𝑖𝑖𝑌𝑌𝑗𝑗�𝑍𝑍𝑖𝑖+1𝑍𝑍𝑖𝑖+2 …𝑍𝑍𝑗𝑗−1 (3)  

Với thành phần tương tác tại chỗ được biểu diễn thành: 

𝑛𝑛𝑗𝑗,↑𝑛𝑛𝑗𝑗,↓ →
1
4 �
𝐼𝐼 − 𝑍𝑍2𝑗𝑗��𝐼𝐼 − 𝑍𝑍2𝑗𝑗+1� (4) 

2.2. Thuật toán lượng tử VQE và thiết kế ansatz hybrid 
Thuật toán VQE tìm trạng thái nền thông qua việc tối thiểu hóa năng lượng trung bình 

dựa trên nguyên lí biến phân (Griffiths & Schroeter, 2018): 
𝐸𝐸𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 = ⟨𝜓𝜓𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣|𝛨𝛨|𝜓𝜓𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣⟩ ≥ 𝐸𝐸𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = ⟨𝜓𝜓0|Η|𝜓𝜓0⟩ (5) 

Trong nghiên cứu này, trạng thái Néel được chọn làm trạng thái tham chiếu vì nó phản 
ánh chính xác bản chất tương quan mạnh của mô hình Fermi-Hubbard (Poilblanc, 2014) ở 
cấu hình nửa đầy, giúp quá trình tối ưu hội tụ nhanh và đạt độ chính xác cao hơn các lựa 
chọn khởi tạo khác: 

|𝜓𝜓𝑁𝑁𝑁𝑁é𝑙𝑙⟩ =∣↑↓↑↓ ⋯ ⟩ (6) 
Tiếp đó, ansatz được xây dựng từ các cổng lượng tử tham số hóa để tạo ra mức độ 

vướng víu cần thiết nhằm biểu diễn chính xác không gian trạng thái của hệ. 

 
 a) mạch ansatz HEA b) ansatz HVA c) ansatz kết hợp giữa HVA và HEA 

Hình 2. Sơ đồ các mạch lượng tử 
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2.2.1. Ansatz HEA  
HEA là mạch tham số gồm các lớp quay một qubit xen kẽ cổng vướng víu, thiết kế 

phù hợp kết nối phần cứng (Hình 2a) (Kandala et al., 2017). Với độ sâu 𝑝𝑝, mạch có dạng: 

𝑈𝑈HEA(𝜃𝜃) = �[𝑈𝑈ent
(𝑙𝑙) ⨂

𝑖𝑖=1

𝑛𝑛
𝑅𝑅(𝜃𝜃𝑙𝑙,𝑖𝑖)]

𝑝𝑝

𝑙𝑙=1

  (7) 

trong đó 𝑛𝑛 là số qubit, 𝑈𝑈ent
(𝑙𝑙) là lớp gây vướng víu thứ 𝑙𝑙 thường được hiện thực bằng các chuỗi 

cổng controlled-Z, và phép quay một qubit tại vị trí 𝑖𝑖 trong lớp 𝑙𝑙 có dạng 
𝑅𝑅�𝜃𝜃𝑙𝑙,𝑖𝑖� = 𝑅𝑅𝑦𝑦 �𝜃𝜃𝑙𝑙,𝑖𝑖

(𝑦𝑦)�𝑅𝑅𝑧𝑧�𝜃𝜃𝑙𝑙,𝑖𝑖
(𝑧𝑧)� (8) 

với 𝑅𝑅𝑦𝑦(𝜃𝜃) = 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝜎𝜎𝑦𝑦/2 và 𝑅𝑅𝑧𝑧(𝜃𝜃) = 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝜎𝜎𝑧𝑧/2. HEA có ưu điểm là linh hoạt và dễ triển khai 
trên nhiều kiến trúc khác nhau, nhưng việc thiếu cấu trúc gắn với Hamiltonian bài toán khiến 
không gian tham số có thể quá lớn và dễ dẫn đến cao nguyên cằn cỗi trong mạch sâu. 
2.2.2. Ansatz HVA 

HVA dựa trên thuật toán tối ưu xấp xỉ lượng tử và nguyên lí đoạn nhiệt (Farhi et al., 
2014), như Hình 2b ansatz HVA được sử dụng mô phỏng phần tương tác tại chỗ thông qua 
cổng 𝑅𝑅𝑍𝑍𝑍𝑍 và số hạng nhảy thông qua 𝑅𝑅𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑅𝑅𝑌𝑌𝑌𝑌, tận dụng cấu trúc Hamiltonian bài toán. Với 
𝐻𝐻 = ∑ 𝐻𝐻𝑖𝑖

𝑞𝑞
𝑖𝑖=1 , HVA có dạng:  

|𝜓𝜓𝑝𝑝� = ��� exp�−𝑖𝑖𝜃𝜃𝑙𝑙,𝑖𝑖𝐻𝐻𝑖𝑖�
𝑠𝑠

� |𝜓𝜓0⟩
𝑝𝑝

𝑙𝑙=1

(9) 

trong đó 𝜃𝜃𝑙𝑙,𝑖𝑖 là tham số biến phân gắn với hạng tử 𝐻𝐻𝑖𝑖 ở lớp 𝑙𝑙. Ansatz này bảo toàn đối xứng, 
thu hẹp không gian tối ưu, thường hội tụ nhanh và chính xác hơn HEA trên các bài toán có 
cấu trúc, nhưng có thể yêu cầu mạch sâu hơn (Park, 2024). 
2.2.3. Hybrid ansatz HEA – HVA 

Chúng tôi đề xuất ansatz Hybrid cho mô hình Fermi-Hubbard (Hình 2c), kết hợp HVA 
cho các hạng tử nhảy và tương tác tại chỗ với các lớp quay đơn qubit kiểu HEA nhằm tăng 
khả năng biểu diễn và điều chỉnh pha cục bộ. Ansatz độ sâu p có dạng: 

|𝜓𝜓(𝜃𝜃)⟩ = ��𝑈𝑈sin
(𝑙𝑙) (𝛼𝛼)𝑈𝑈hop

(𝑙𝑙) (𝜙𝜙)𝑈𝑈int
(𝑙𝑙)(𝛾𝛾)�

𝑝𝑝

𝑙𝑙=1

|𝜓𝜓Néel⟩ (10) 

trong đó 𝑈𝑈sin
(𝑙𝑙)(𝛼𝛼) là lớp quay một qubit kiểu HEA, gồm các phép quay 𝑅𝑅𝑧𝑧 trên từng qubit với 

tham số 𝛼𝛼, 𝑈𝑈hop
(𝑙𝑙) (𝜙𝜙) là lớp HVA cho các hạng tử nhảy, được xây dựng từ các toán tử 

e−𝑖𝑖𝜙𝜙𝑙𝑙,(𝑖𝑖,𝑗𝑗)𝐻𝐻(𝑖𝑖,𝑗𝑗)
hop

, 𝑈𝑈int
(𝑙𝑙)(𝛾𝛾) là lớp HVA cho các hạng tử tương tác tại chỗ e−𝑖𝑖𝛾𝛾𝑙𝑙,𝑖𝑖𝐻𝐻𝑖𝑖

int
. Để cân bằng 

linh hoạt và số tham số, các liên kết đối xứng được gán cùng tham số trong mỗi lớp, từ đó 
giúp mở rộng không gian biểu diễn so với HVA thuần. 

Để định lượng chi phí tài nguyên và khả năng triển khai trên phần cứng NISQ, chúng 
tôi thống kê số tham số biến phân, độ sâu mạch, số lớp 𝑝𝑝 và số cổng 2-qubit của từng ansatz 
như trong Bảng 1.  

Năng lượng trung bình của trạng thái thử được tính thông qua hàm chi phí 
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𝐶𝐶�𝜃⃗𝜃� ≔ � 𝜓𝜓�𝜃⃗𝜃�|𝐻𝐻|𝜓𝜓�𝜃⃗𝜃�� (11) 

trong đó �𝜓𝜓�𝜃⃗𝜃�� là trạng thái lượng tử được tạo bởi mạch ansatz ứng với bộ tham số biến 
phân 𝜃⃗𝜃(𝛼𝛼,𝜙𝜙, 𝛾𝛾). Sau mỗi vòng lặp, giá trị 𝐶𝐶(𝜃⃗𝜃) được đưa vào bộ tối ưu cổ điển để cập nhật 
𝜃⃗𝜃. Quá trình này được lặp lại cho đến khi 𝐶𝐶(𝜃⃗𝜃) hội tụ về giá trị cực tiểu. 

Bảng 1. Thống kê tài nguyên mạch của các ansatz (HEA, HVA, Hybrid)  
cho các cấu hình 4×1, 2×2 và vòng 6 vị trí 

 Ansatz Số tham số Độ sâu của mạch Số lớp Số cổng 2 qubit 

4×1 
HEA 64 17 4 28 
HVA 8 21 4 64 

Hybrid 72 25 4 64 

2×2 
HEA 64 17 4 28 
HVA 8 61 4 144 

Hybrid 80 41 4 144 
6 vị trí  Hybrid 180 145 6 372 

Sau khi ước lượng, hàm chi phí VQE và VQD trở thành bài toán tối ưu phi tuyến theo 
𝜃⃗𝜃. Các bộ tối ưu trong VQA thường chia làm ba nhóm: dựa trên gradient, không đạo hàm, 
và chuyên biệt phần cứng. Nhóm gradient dùng quy tắc cập nhật như hạ gradient: 

𝜃𝜃𝑛𝑛+1 = 𝜃𝜃𝑛𝑛 − ℎ
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
�
𝜃𝜃=𝜃𝜃𝑛𝑛

(12) 

với ℎ là tốc độ học. Phương pháp không đạo hàm dùng khi gradient khó tính hoặc kém tin 
cậy; nhóm chuyên biệt phần cứng tận dụng thành phần lượng tử (Singh et al., 2023). 

Trong quá trình mô phỏng Fermi-Hubbard 2D, ánh xạ JW thường tạo ra các chuỗi toán 
tử Z kéo dài tại các liên kết nhảy dọc do các qubit tương ứng không nằm liền kề, làm tăng 
đáng kể độ sâu mạch. Để khắc phục và đảm bảo tuân thủ tính chất chống giao hoán của 
fermion khi hoán vị các qubit xa nhau, đồng thời, để giảm số lượng toán tử 𝑍𝑍 xuất hiện, hạn 
chế độ sâu mạch và đồng thời bảo toàn chính xác tính chất thống kê fermion của hệ chúng 
tôi sử dụng mạng lưới hoán vị fermionic với cổng FSWAP (Kivlichan et al., 2018). 

Để đánh giá được hiệu suất của mạch chúng tôi sử dụng độ trung thực ℱ giữa trạng 
thái được xây dựng bởi ansatz VQE |𝜓𝜓(𝜃𝜃)⟩ thu được từ phép chéo hóa cổ điển: 

ℱ = �� 𝜓𝜓𝑔𝑔𝑔𝑔�𝜓𝜓(𝜃𝜃)��
2 (13) 

Đối với trạng thái cơ bản là không suy biến nếu độ trung thực ℱ > 99.9%, chúng tôi 
xem như ansatz đã tái tạo thành công trạng thái cơ bản. Đối với mạch ansatz hybrid, độ trung 
thực đặc biệt quan trọng vì nó phản ánh trực tiếp chất lượng biểu diễn trạng thái của mạch. 
Hơn nữa, độ không trung thực 𝜖𝜖 = 1 − ℱ còn giới hạn sai lệch giữa giá trị trung bình từ 
ansatz và giá trị trung bình chính xác của trạng thái cơ bản theo bất đẳng thức: 

�⟨𝑂𝑂⟩𝑔𝑔𝑔𝑔 − ⟨𝑂𝑂⟩𝜃𝜃� ≤ 2𝑐𝑐(�𝜖𝜖(1 − 𝜖𝜖) + 𝜖𝜖) (14) 
với 𝑐𝑐 là chuẩn toán tử của quan sát 𝑂𝑂 (Beach et al., 2019). 
2.3. Thuật toán VQD tính toán mức năng lượng kích thích thứ nhất 

Để truy cập các mức kích thích, nhiều mở rộng của VQE đã được đề xuất như phương 
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pháp dưới không gian (SS-VQE), mở rộng dưới không gian lượng tử (QSE) hay các sơ đồ 
deflation (McClean et al., 2017; Nakanishi et al., 2019; Parrish et al., 2019; Stair et al., 2020). 
Trong nghiên cứu này, chúng tôi sử dụng biến thể (VQD) để xác định mức năng lượng kích 
thích thứ nhất (Higgott et al., 2019). 

Trước tiên VQE được sử dụng để tối ưu bộ tham số 𝜃⃗𝜃0 cho trạng thái cơ bản xấp xỉ 
|𝜓𝜓0⟩ qua cực tiểu 〈𝐻𝐻〉 (McClean et al., 2016; Peruzzo et al., 2014). Sau đó, VQD tìm trạng 
thái kích thích thứ nhất bằng cách tối ưu một bộ tham số mới 𝜃⃗𝜃1 trên cùng ansatz nhưng với 
ràng buộc trực giao đối với trạng thái cơ bản gần đúng |𝜓𝜓(𝜃⃗𝜃0)⟩. Ràng buộc này được mã hóa 
dưới dạng hạng tử phạt trong hàm chi phí: 

𝐹𝐹1�𝜃⃗𝜃1� = �𝜓𝜓�𝜃⃗𝜃1��Η�𝜓𝜓�𝜃⃗𝜃1�� + 𝛽𝛽��𝜓𝜓�𝜃⃗𝜃1�|𝜓𝜓(𝜃⃗𝜃0)⟩ �
2

(15)
Trong đó, 𝛽𝛽 là hệ số phạt điều chỉnh mức độ cưỡng bức trực giao giữa trạng thái kích thích 
thử và trạng thái cơ bản xấp xỉ |𝜓𝜓(𝜃⃗𝜃0)⟩ (Higgott et al., 2019). Khi 𝛽𝛽 đủ lớn, nghiệm cực tiểu 
của 𝐹𝐹1 cho năng lượng xấp xỉ 𝐸𝐸1 theo nguyên lí Rayleigh–Ritz (Higgott et al., 2019). Nghiệm 
𝜃⃗𝜃1∗ = argmin𝜃𝜃1𝐹𝐹1(𝜃⃗𝜃1) cho ta giá trị: 

𝐸𝐸1
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉 ≈ �𝜓𝜓�𝜃⃗𝜃1∗��Η�𝜓𝜓�𝜃⃗𝜃1∗�� (16) 

Trong phạm vi nghiên cứu này, chúng tôi chỉ xét bài toán ở mức mô phỏng số, do đó 

��𝜓𝜓(𝜃⃗𝜃1)�𝜓𝜓(𝜃⃗𝜃0)��
2
 được tính trực tiếp từ vector trạng thái thu được sau khi gán tham số cho 

mạch lượng tử. 
Quy trình VQE–VQD được áp dụng trên ansatz hybrid HEA–HVA cho mô hình 

Fermi-Hubbard (Kandala et al., 2017; Wecker et al., 2015), và kết quả được so sánh với chéo 
hóa chính xác (Higgott et al., 2019; Nakanishi et al., 2019; Stair et al., 2020). 

Về nguyên tắc, độ chính xác năng lượng bị giới hạn bởi độ bất định của trạng thái biến 
phân. Do đó, tương tự các nghiên cứu trước (Dev et al., 2025; McClean et al., 2016), chúng 
tôi làm tròn giá trị năng lượng trạng thái cơ bản đến bốn chữ số thập phân nhằm đảm bảo 
tính nhất quán và phù hợp với mức độ hội tụ của thuật toán. 
3. Kết quả 
3.1. Độ không trung thực 

 
  

a) Mô hình 4×1 b) Mô hình 2×2 c) Vòng 6 vị trí 
Hình 3. Đối sánh độ không trung thực mô hình Fermi-Hubbard theo tỉ lệ (U/t=0 – 10)  

giữa các ansatz HEA, HVA, Hybrid, UCCSD, ADAPT-VQE, Compressed HVA và kết quả chính xác 
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Độ không trung thực phụ thuộc rõ rệt vào tham số tương tác U/t và kích thước hệ được 
thể hiện ở Hình 3. Với hệ 4 × 1 (Hình 3a), phần lớn các ansatz đều nhanh chóng bị bão hòa 
khi U/t tăng, với độ không trung thực vượt ngưỡng 0,1%, cho thấy khả năng biểu diễn còn 
hạn chế. Ngược lại, Hybrid HEA–HVA và Compressed HVA duy trì độ không trung thực 
dưới ngưỡng này trên toàn miền khảo sát. Trong đó, Hybrid HEA–HVA thể hiện tính ổn 
định cao với sai lệch cực đại khoảng 0,05%, trong khi Compressed HVA đạt độ chính xác 
tốt ở miền tương quan mạnh nhưng xuất hiện dao động ở vùng trung gian. Với hệ 2 × 2 
(Hình 3b), tất cả các ansatz đều không mô tả được trạng thái suy biến tại U/t = 0. Khi U/t 
tăng, chỉ Hybrid HEA–HVA cho kết quả tiệm cận giá trị chuẩn, với độ không trung thực lớn 
nhất khoảng 0,12%, trong khi các ansatz khác tiếp tục bị bão hòa. Đối với hệ vòng 6 vị trí 
(Hình 3c), ansatz UCCSD và ADAPT – VQE không hội tụ nên không thu được kết quả, 
nguyên nhân sẽ được trình bày ở phần 3.3. Các ansatz còn lại như HEA và HVA vẫn bị bão 
hòa khi U/t tăng. Compressed HVA có xu hướng giảm độ chính xác ở miền tương quan 
mạnh, với độ không trung thực tăng lên khoảng 2%. Trong khi đó, Hybrid HEA–HVA duy 
trì hiệu năng tốt hơn, với sai lệch lớn nhất khoảng 0,8% và có xu hướng ổn định khi U/t 
tăng. Tổng thể, Hybrid HEA–HVA là ansatz cho kết quả ổn định và chính xác nhất trong cả 
ba hệ, đặc biệt là trường hợp 2 × 2 khi đây là ansatz duy nhất mô phỏng được trạng thái. 
3.2. Khảo sát tối ưu hóa cổ điển và độ hội tụ  

 

 

 
a)  b) 

Hình 4. a) So sánh độ hội tụ của các thuật toán tối ưu cổ điển trong VQE  
cho mô hình Fermi-Hubbard 4×1 tại U/t = 4 (150 vòng lặp), đối chiếu với nghiệm chéo hóa chính 
xác, b) So sánh độ hội tụ năng lượng cho mô hình Fermi-Hubbard 2×2 tại U/t=5 giữa các ansatz 

HEA, HVA, hybrid HEA – HVA, UCCSD, Compressed HVA, ADAPT – VQE với chéo hóa chính xác 
Bảng 2. Thống kê thời gian, số tham số của các ansatz ở mô hình 2×2 (U/t=5) 

2 × 2 (U/t=5) HEA HVA UCCSD ADAPT - VQE   Hybrid  Compressed HVA 
Số tham số 64 8 26 29 80 12 

Thời gian (s) 279 12 5511 22 512 14 
Hình 4a cho thấy sự khác biệt rõ rệt về tốc độ hội tụ và độ chính xác giữa các trình tối 

ưu. Powell hội tụ nhanh nhất (sau ~20 vòng lặp) nhưng bị kẹt ở mức năng lượng cao. CG và 
L-BFGS-B ổn định sau 30-40 vòng lặp nhưng vẫn còn sai lệch đáng kể. Ngược lại, SLSQP 
dù dao động mạnh ở giai đoạn đầu nhưng đạt mức năng lượng tiệm cận nghiệm tham chiếu 
tốt nhất sau khoảng 40 vòng lặp. Do đó, SLSQP được lựa chọn cho các mô phỏng tiếp theo. 
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Để đảm bảo hội tụ ổn định khi mở rộng sang các hệ phức tạp hơn (2×2 hoặc 6 vị trí), giới 
hạn tối ưu hóa được tăng lên 500–1000 vòng lặp tùy mô hình. Hình 4b cho thấy mạng 2×2 
là trường hợp khó hơn rõ rệt so với mạng 4×1. Một số ansatz như CHVA, HVA, UCCSD và 
ADAPT hội tụ nhanh ở giai đoạn đầu nhưng sớm bão hòa tại các mức năng lượng còn lệch 
đáng kể so với nghiệm chính xác, cho thấy khả năng biểu diễn hoặc khả năng thoát cực tiểu 
cục bộ còn hạn chế. HEA tuy linh hoạt nhưng vẫn chưa tái tạo tốt trạng thái cơ bản của hệ. 
Trái lại, ansatz Hybrid HEA–HVA tiếp tục giảm năng lượng một cách ổn định sau giai đoạn 
đầu và đạt giá trị cuối gần nghiệm chính xác nhất. Kết quả này cho thấy trong bài toán 2 
chiều, ansatz hybrid thể hiện lợi thế theo nghĩa hiệu quả độ chính xác và chi phí, không hội 
tụ nhanh nhất theo số lần gọi hàm, nhưng cho nghiệm cuối tốt nhất và ổn định nhất. Kết quả 
này phù hợp với Bảng 2, khi Hybrid HEA–HVA có số tham số và thời gian tính toán lớn 
hơn (80 tham số, 512 s) nhưng đạt độ chính xác cao nhất. Ngược lại, HVA và CHVA có chi 
phí rất thấp nhưng bị hạn chế khả năng biểu diễn nên dễ bão hòa sớm. UCCSD có chi phí 
rất lớn nhưng hiệu quả không tương xứng, còn ADAPT-VQE đạt cân bằng chi phí–độ chính 
xác nhưng vẫn kém hybrid. Nhìn chung, tồn tại đánh đổi rõ rệt giữa chi phí và độ chính xác, 
trong đó hybrid là lựa chọn tối ưu cho bài toán 2×2. 
3.3. Năng lượng trạng thái cơ bản 

   
a) Mô hình 4×1 b) Mô hình 2×2 c) Vòng 6 vị trí 

Hình 5. Đối sánh năng lượng trạng thái cơ bản theo tỉ lệ (U/t=0 – 10) giữa các ansatz HEA, HVA, 
Hybrid, UCCSD, ADAPT-VQE, Compressed HVA và kết quả chính xác 

Kết quả năng lượng có xu hướng tăng khi 𝑈𝑈/𝑡𝑡 tăng từ 0 đến 10 như thể hiện ở Hình 5. 
Xu hướng này phản ánh đúng bản chất vật lí mô hình Fermi-Hubbard khi tương tác tăng 
năng lượng được đẩy lên cao. Với 4 × 1 (Hình 5a) Hybrid HEA – HVA ổn định toàn cục, 
trong khi Compressed HVA đạt độ chính xác cục bộ cao. Cụ thể, Hybrid duy trì sai số rất 
nhỏ và tăng gần như đơn điệu theo 𝑈𝑈/𝑡𝑡, từ 0,00027% tại 𝑈𝑈/𝑡𝑡 = 0 lên khoảng 0,63% tại 
𝑈𝑈/𝑡𝑡 = 10. Đáng chú ý là không xuất hiện bất kỳ điểm gãy hay dao động bất thường, điều 
này phản ánh tính tổng quát và độ bền vững của ansatz. Ngược lại ansatz Compressed HVA 
đạt độ chính xác gần như tuyệt đối tại nhiều điểm đặc biệt có thể kể đến như 𝑈𝑈/𝑡𝑡 = 0 và 8, 
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sai số gần như bằng 0, tại 𝑈𝑈/𝑡𝑡 = 5 sai số chỉ là 0,0001%. Nhìn chung sai số của Compressed 
HVA luôn duy trì dưới 0,3%, phần lớn là nhỏ hơn Hybrid HEA – HVA. Tuy nhiên điểm 
đáng chú ý là Compressed không duy trì được tính ổn định tuyệt đối như Hybrid, thể hiện 
qua sự dao động nhẹ của sai số giữa các điểm lân cận. Với cấu hình mạng vuông 2 × 2 (Hình 
5b), năng lượng trạng thái cơ bản tăng dần khi U/t tăng từ 0 đến 10, phù hợp với xu hướng 
vật lí của mô hình Fermi-Hubbard khi tương tác đẩy tại chỗ ngày càng chi phối hệ. Trong số 
các ansatz được khảo sát, Hybrid HEA – HVA cho kết quả bám sát đường chính xác nhất 
trên toàn miền tham số. Cụ thể, sai số tương đối của Hybrid chỉ khoảng 0,000175% tại 
U/t = 0, tăng lên cực đại khoảng 0,135% tại U/t = 4, rồi giảm xuống còn khoảng 0,0033% 
tại U/t = 5. Điều này cho thấy ansatz Hybrid không chỉ tái hiện đúng xu thế năng lượng mà 
còn duy trì được độ chính xác cao một cách đồng đều trên toàn dải khảo sát. Ngược lại, các 
ansatz còn lại đều cho sai số lớn hơn rõ rệt; UCCSD vẫn còn sai số ở mức phần trăm, trong 
khi HEA, HVA, ADAPT – VQE và Compressed HVA lệch đáng kể so với nghiệm chính 
xác trên phần lớn miền 𝑈𝑈/𝑡𝑡. Như vậy, đối với hệ 2 × 2, Hybrid HEA – HVA là ansatz cho 
kết quả đúng và ổn định nhất trong số các phương pháp được so sánh. Với hệ vòng 6 vị trí 
(Hình 5c), Hybrid HEA – HVA vẫn là ansatz cho kết quả ổn định nhất, sai số tăng từ khoảng 
0,00015% tại U/t = 0 lên khoảng 1,10% tại U/t = 10. Compressed HVA đạt độ chính xác 
cao hơn ở một số điểm trong miền U/t nhỏ, nhưng sai số tăng nhanh ở miền tương tác mạnh 
và đạt khoảng 3,49% tại U/t = 10. Trong khi đó, HEA và HVA đều không còn phù hợp với 
hệ này do sai số lớn trên phần lớn miền khảo sát, đặc biệt HVA lệch rất xa nghiệm chính xác 
khi U/t tăng. UCCSD và ADAPT–VQE không hội tụ để thu được năng lượng và độ trung 
thực, chủ yếu do không gian Hilbert lớn kết hợp với tương quan mạnh vượt quá khả năng 
biểu diễn của ansatz trong độ sâu mạch giới hạn, đồng thời làm xuất hiện bề mặt tối ưu phức 
tạp gây khó khăn cho quá trình hội tụ. Như vậy, Hybrid HEA–HVA cho thấy sự cân bằng 
tốt giữa độ chính xác và tính ổn định trên nhiều cấu hình và miền tương tác, đặc biệt hiệu 
quả trong các hệ lớn và tương quan mạnh. 
3.4. Năng lượng trạng thái kích thích thứ nhất 

   

a) Mô hình 4×1 b) Mô hình 2×2 c) Vòng 6 vị trí 
Hình 6. Năng lượng trạng thái kích thích thứ nhất của các mạng mô hình Fermi-Hubbard theo tỉ lệ 

(U/t từ 0 đến 10) sử dụng ansatz Hybrid HEA – HVA 
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Quan sát kết quả mô phỏng trên ba hệ 4×1, 2×2 và vòng 6 vị trí trong dải 𝑈𝑈/𝑡𝑡 từ 0 đến 
10 cho thấy ansatz Hybrid HEA–HVA có khả năng tái hiện xu hướng năng lượng của trạng 
thái kích thích thứ nhất so với chéo hóa chính xác. Trong các hệ này, năng lượng tăng theo 
𝑈𝑈/𝑡𝑡 và đường cong từ VQD bám sát đường chính xác, đặc biệt ở vùng tương tác yếu (𝑈𝑈/𝑡𝑡 <
4). Đối với hệ 4×1 (Hình 6a), năng lượng trạng thái kích thích thứ nhất được mô phỏng với 
độ chính xác rất cao trong vùng tương tác yếu, với sai số từ khoảng 0,0003% tại 𝑈𝑈/𝑡𝑡 = 0 
đến 0,64% tại 𝑈𝑈/𝑡𝑡 = 4, nhưng tại 𝑈𝑈/𝑡𝑡 = 5, sai số tăng đột ngột lên khoảng 4,20%, phản ánh 
rằng trong vùng tương quan trung gian, bề mặt năng lượng trở nên phức tạp hơn, dẫn đến 
khó tối ưu hơn. Trong khoảng 𝑈𝑈/𝑡𝑡 = 6–10, sai số giảm nhẹ nhưng vẫn duy trì ở mức tương 
đối, với giá trị lớn nhất khoảng 3,60% tại 𝑈𝑈/𝑡𝑡 = 10. Với hệ 2×2 (Hình 6b), kết quả thể hiện 
độ chính xác vượt trội và ổn định trên toàn dải 𝑈𝑈/𝑡𝑡; mặc dù hệ tồn tại trạng thái suy biến tại 
𝑈𝑈/𝑡𝑡 = 0, sai số giữa kết quả VQD và chéo hóa chính xác vẫn duy trì ở mức rất thấp, từ 
0,00005% tại 𝑈𝑈/𝑡𝑡 = 0 đến tối đa chỉ khoảng 0,08% tại 𝑈𝑈/𝑡𝑡 = 9, không xuất hiện hiện tượng 
đột biến hay mất ổn định. Trong khi đó, với hệ vòng 6 vị trí (Hình 6c), xu hướng vật lí của 
năng lượng trạng thái kích thích được tái hiện chính xác trên toàn miền 𝑈𝑈/𝑡𝑡 = 0–10, với sai 
số rất nhỏ tại 𝑈𝑈/𝑡𝑡 = 0(~0,0001%), nhưng tích lũy rõ rệt khi hệ đi vào vùng tương quan trung 
gian và mạnh, đạt khoảng 4,22% tại 𝑈𝑈/𝑡𝑡 = 5 và cực đại 5,22% tại 𝑈𝑈/𝑡𝑡 = 8. Nguyên nhân 
chính gây sai số trong cả ba hệ là hạn chế biểu diễn của ansatz (4 lớp cho 4×1 và 2×2, 6 lớp 
cho vòng 6 vị trí), chưa đủ sâu để bao phủ toàn bộ không gian Hilbert, cùng với sự gia tăng 
độ vướng víu khi chuyển từ tương tác yếu sang mạnh. Để cải thiện độ chính xác thì có thể 
áp dụng một số hướng: (i) tăng số lớp cho ansatz (ii) tinh chỉnh để ansatz Hybrid có thể thích 
nghi (iii) khai thác tính đối xứng của hệ. 
4. Kết luận  

Các hệ electron tương quan mạnh được mô phỏng thành công bằng cách ansatz lai 
Hybrid HEA–HVA cho VQE. Phương pháp này được kiểm chứng trên ba hình học mạng 
tiêu biểu: chuỗi 1D 4×1, mạng 2D 2×2 và vòng 6 vị trí, tái tạo tốt năng lượng trạng thái cơ 
bản và trạng thái kích thích thấp nhất, đồng thời ổn định trước thay đổi hình học mạng và 
điều kiện biên. Sự kết hợp tính biểu cảm của HEA với cấu trúc vật lí trong HVA mang lại 
cân bằng hiệu quả giữa độ chính xác và độ phức tạp mạch, giảm không gian tham số cần tối 
ưu và phù hợp với các giới hạn của kỉ nguyên NISQ. Ngoài ra, ansatz nắm bắt đồng thời tính 
cục bộ của tương tác Coulomb và sự lan truyền lượng tử của electron hai yếu tố then chốt 
trong các hệ Hubbard và vật liệu tương quan mạnh. Phương pháp mở ra hướng tiếp cận hứa 
hẹn cho mô phỏng các hệ lớn hơn và trong điều kiện thực tế có nhiễu. 

 

 Tuyên bố về quyền lợi: Các tác giả xác nhận hoàn toàn không có xung đột về quyền lợi. 
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ABSTRACT 

Simulating the Fermi-Hubbard model is a central challenge in condensed-matter physics and 
often exceeds the capabilities of classical computational methods as system size increases. This study 
proposes a variational quantum simulation workflow employing VQE and VQD to estimate the 
ground-state and first excited-state energies. The hybrid HEA–HVA ansatz combines the advantages 
of both approaches to balance state-representation capacity against quantum-circuit resource 
requirements. Numerical simulations were conducted on three lattice configurations—a 4 × 1 chain, 
a 2 × 2 square lattice, and a six-site ring—with the interaction ratio 𝑈𝑈/𝑡𝑡 ranging from 0 to 10. The 
results show that the hybrid HEA–HVA ansatz converges reliably and accurately reproduces both 
the ground-state and lowest excited-state energies. Compared with the individual ansatzes, the 
hybrid structure produces smaller or comparable energy deviations, particularly in the intermediate-
to-strong interaction regime, while maintaining a circuit depth compatible with noisy intermediate-
scale quantum (NISQ) devices. These findings highlight the potential of hybrid ansatzes for 
simulating strongly correlated fermionic systems and provide a foundation for extending the 
approach to larger systems with more complex energy spectra. 
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(VQA); variational quantum deflation (VQD); variational quantum eigensolver (VQE) 
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