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TÓM TẮT 
Chúng tôi nghiên cứu ảnh hưởng của pha ban đầu (CEP) của laser lên vị trí điểm dừng của 

phổ sóng điều hòa bậc cao phát ra từ nguyên tử hydro ở trạng thái cơ bản 1s  và trạng thái chồng 

chập của nguyên tử Rydberg  1 1 6
2

s s . Bằng phương pháp mô phỏng chuyển động của 

electron trong trường laser bằng tiếp cận cổ điển, chúng tôi đã giải thích thành công sự phụ thuộc 
của vị trí điểm dừng vào CEP. Mô phỏng cổ điển phù hợp với kết quả giải số phương trình 
Schrödinger phụ thuộc thời gian.  

Từ khóa: sóng điều hòa bậc cao, điểm dừng, nguyên tử Rydberg, pha ban đầu. 
ABSTRACT 

The influence of the carrier-envelope-phase of the laser on the cutoff energy 
in the high-order harmonic spectra from Rydberg atom  

We investigate the influence of the carrier-envelope-phase (CEP) of the laser on the cutoff 
energu in the high-harmonic spectra generated from hydrogen atom at ground state 1s  and 

superposition state of Rydberg atom  1 1 6
2

s s . By the classical simulation of the movement 

of the electron in the laser field, we have successfully interpreted the dependence of the cutoff 
energy on the CEP. The classical simulation is consistent with the results obtained from the time-
dependent Schrödinger method. 

Keywords: high-order harmonic generation, cutoff, Rydberg atom, carrier-envelope-phase. 
 

1. Mở đầu 
Một trong những hiệu ứng phi tuyến xảy ra khi tương tác giữa nguyên tử, phân tử với 

laser mạnh, xung cực ngắn, là phát xạ sóng điều hòa bậc cao (High-order Harmonic 
Generation – viết tắt là HHG) [1], [2]. Sóng HHG là những photon phát ra, có tần số bằng 
bội số nguyên lần tần số của laser. Phổ HHG có những đặc trưng rất cơ bản với ba vùng rõ 
rệt [1]. Cường độ HHG giảm nhanh ở vùng tần số thấp. Sau đó, cường độ HHG hầu như 
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không đổi trong một vùng của tần số được gọi là miền phẳng. Miền phẳng này kết thúc tại 
một điểm gọi là điểm dừng. Sau điểm dừng, cường độ HHG giảm đột ngột. 

Để giải thích cơ chế phát xạ phổ HHG, nhóm Corkum [1], [2] đã đề xuất mô hình ba 
bước hay còn gọi là mô hình Lewenstein. Theo đó, ở bước đầu tiên, laser làm biến dạng 
thế năng Coulomb của nguyên tử, phân tử, và electron ion hóa xuyên hầm ra miền liên tục. 
Ở bước thứ hai, electron di chuyển và tích lũy năng lượng dưới tác dụng của điện trường 
laser. Sau nửa chu kì quang học, laser đổi chiều và kéo electron quay ngược trở về gặp ion 
mẹ. Cuối cùng, electron tái kết hợp với ion mẹ và phát ra sóng thứ cấp là HHG. Mô hình 
ba bước cung cấp bức tranh vật lí về quá trình phát xạ HHG, và dự đoán khá chính xác vị 
trí điểm dừng trong phổ HHG theo quy luật 3.17p pI U , với ,p pI U  lần lượt là thế ion hóa 

và thế trọng động của electron trong trường laser [1], [2]. 
Phổ HHG phát ra ở bước thứ ba, khi electron tái kết hợp với ion mẹ, nên nó mang 

thông tin cấu trúc của nguyên tử, phân tử. Phổ HHG cho phép trích xuất thông tin khoảng 
cách liên hạt nhân của phân tử [3], tái tạo HOMO của phân tử [4] hay theo dõi chuyển 
động của hạt nhân [5]. Ngoài ra, sóng HHG mang năng lượng cao, nên nó là nguồn tạo 
xung cực ngắn, có độ dài xung cỡ atto (~10-18 ) giây [6], [7], từ đó, cho phép theo dõi các 
quá trình cực nhanh trong phân tử, nguyên tử như theo dõi động học phân tử hay các quá 
trình chuyển tiếp [7].  

Để tạo ra xung atto giây, có hai yếu tố cần phải quan tâm là (i) năng lượng photon 
HHG, tức sự mở rộng miền phẳng HHG và (ii) hiệu suất phát xạ HHG. Để thỏa mãn hai 
điều kiện trên, có nhiều phương pháp được áp dụng như sử dụng laser có bước sóng dài 
[7], chuẩn bị nguyên tử ở trạng thái chồng chập [8], hay kích thích phát xạ sóng điều hòa 
bậc cao phát ra từ trạng thái chồng chập của nguyên tử Rydberg [9] - [11]. Nguyên tử 
Rydberg là nguyên tử có electron nằm ở trạng thái kích thích cao. Có ba phương pháp tạo 
ra nguyên tử Rydberg từ việc kích thích nguyên tử từ trạng thái cơ bản, đó là phương pháp 
trao đổi điện tích, kích thích do va chạm bởi chùm electron, hoặc hấp thụ photon. Năm 
2011, Zhai và các cộng sự [9] đã chỉ ra rằng, khi laser tương tác với nguyên tử neon ở 

chồng chập của trạng thái cơ bản và trạng thái Rydberg  1 1 6
2

s p  sẽ phát xạ phổ 

HHG với điểm dừng vượt xa dự đoán thông thường của mô hình Lewenstein ( 3.17p pI U ) 

và với hiệu suất phát xạ lớn hơn so với trường hợp nguyên tử ở trạng thái cơ bản. Điều này 
đã chỉ ra tính ưu việt của nguyên tử Rydberg trong việc ứng dụng phổ HHG nhằm tạo xung 
atto giây [11]. Đồng thời, Zhai và các cộng sự [9] cũng nghiên cứu ảnh hưởng của độ dài 
xung laser lên sự mở rộng miền phẳng của phổ HHG. Kết quả cho thấy, sự mở rộng miền 
phẳng của phổ HHG phát ra từ nguyên tử Rydberg ở trạng thái chồng chập so với trường 
hợp nguyên tử ở trạng thái cơ bản chỉ xảy ra khi laser tương tác có độ dài xung cực ngắn, 
cỡ vài chu kì [9]. Mặt khác, với laser ít chu kì, pha ban đầu (Carrier Envelope Phaser – viết 
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tắt là CEP) của laser ảnh hưởng đến điểm dừng [9]. Sự ảnh hưởng của CEP lên vị trí điểm 
dừng của phổ HHG phát ra từ nguyên tử Rydberg chỉ được Zhai nhắc tới trong [9] và chưa 
khảo sát quy luật cũng như đưa ra lời giải thích.  

Mục tiêu của bài báo này là khảo sát và giải thích sự ảnh hưởng của CEP của laser 
lên điểm dừng của phổ HHG. Để chi tiết, chúng tôi nghiên cứu cho hai trường hợp (i) 
nguyên tử hydro ở trạng thái cơ bản 1s , (ii) nguyên tử hydro ở trạng thái chồng chập giữa 

trạng thái cơ bản 1s  và trạng thái Ryberg 6s  với hệ số đóng góp như nhau. Ở đây, 

chúng tôi chọn trạng thái Ryberg là 6s , mà không phải là 6 p như trong công trình [9], 

[10], vì song song nghiên cứu ảnh hưởng của CEP lên vị trí điểm dừng, chúng tôi dự định 
sẽ nghiên cứu ảnh hưởng của CEP lên hiệu suất phát xạ HHG và sẽ công bố trong tương 
lai. Tuy nhiên, trạng thái chồng chập 1 6s p  sẽ làm xuất hiện những điểm cực tiểu 

trong phổ HHG [9] nên làm ảnh hưởng đến kết quả hiệu suất phát xạ HHG. Ngoài ra, dù 
trạng thái chồng chập 1 6s p  dễ tạo được trong thực nghiệm hơn so với 1 6s s  do 

quy tắc lọc lựa, nhưng Avetissian và Mkrtchian [12] đã chỉ ra rằng, chồng chập các trạng 
thái 1 6s s  có thể đạt được bằng phương pháp kích thích cộng hưởng đa photon ba mức 

bằng một xung quang học thích hợp với cường độ mạnh. 
Để mô phỏng phổ HHG, chúng tôi giải số phương trình Schrödinger phụ thuộc thời 

gian (Time-Dependent Schrödinger Equation – viết tắt là TDSE). Song song đó, để giải 
thích năng lượng photon tại điểm dừng, chúng tôi mô phỏng bằng tiếp cận cổ điển chuyển 
động của electron trong trường laser. Chúng tôi đã chỉ ra quy luật ảnh hưởng của CEP lên 
điểm dừng và giải thích thành công bằng mô hình cổ điển. Đây sẽ là cơ sở để chúng tôi mở 
rộng nghiên cứu ảnh hưởng của CEP lên định luật tỉ lệ theo bước sóng của hiệu suất HHG 
phát ra từ nguyên tử Rydberg. 
2. Phương pháp  

Trong bài báo này, nghiên cứu ảnh hưởng của CEP lên vị trí điểm dừng của phổ 
HHG sẽ được tiếp cận theo hai hướng (i) lượng tử bằng phương pháp TDSE và (ii) cổ điển 
mô tả chuyển động của electron trong trường laser. 
2.1. Phương pháp TDSE tính phổ HHG  

Phương trình Schrödinger của nguyên tử hydro khi tương tác với laser phân cực 
thẳng có dạng (trong hệ đơn vị nguyên tử) 

2 1( , ) ( ) ( , ).
2

i t t t
t r
 

  
       

r r E r   (1) 

Laser tương tác có vectơ phân cực dọc theo trục z , và có dạng 

 2
0( ) sin sin ,tE t E t

 


   
 

   (2) 
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với 0 , ,E    lần lượt là cường độ cực đại, tần số góc và pha ban đầu (CEP) của laser.   là 

độ dài của xung laser. Trong bài báo này, laser được sử dụng có cường độ 14 21.5 10 W/cm , 
độ dài xung hai chu kì, tức 02T  , với 0T  là chu kì laser.  

Trước khi tương tác với laser, nguyên tử hydro được chuẩn bị ở trạng thái cơ bản 

1s  hoặc ở trạng thái chồng chập  1 1 6
2

s s . Khi tương tác với laser, phương trình 

Schrödinger (1) được giải bằng phương pháp biểu diễn biến rời rạc DVR [13] và phương 
pháp tách toán tử [14].  

Gia tốc lưỡng cực của hệ dọc theo trục z  được tính theo công thức 
( ) ( , ) | ( , ) | ( , ) ,z za t t V t t  r r r   (3) 

với ( , )V tr  là tổng thế năng Coulomb và thế năng tương tác laser với nguyên tử. Tín hiệu 
HHG chính là bình phương của Fourier gia tốc lưỡng cực (3).  

Xác suất ion hóa của nguyên tử được tính theo công thức 
2

0

1 ,
nlm

nlm
E

P c


       (4) 

với nlmc  là hệ số đóng góp khi electron ở trạng thái ứng với số lượng tử , ,n l m . 
Để tránh sự phản xạ do sự hữu hạn của r  trong tính toán, chúng tôi sử dụng hàm mặt 

nạ có dạng    1/4cos / 2cut max cutr r r r      với cutr r . Trong bài báo này, chúng tôi sử 

dụng tham số tính toán với 450maxr  a.u., 300cutr  a.u., 2000 điểm chia DVR và 160 hàm 
cầu. Bước nhảy thời gian được chọn 0.07 a.u. nhằm đảm bảo tính hội tụ của bài toán. 
2.2. Mô hình cổ điển mô tả chuyển động của electron trong trường laser 

Với hướng tiếp cận cổ điển, chúng tôi chỉ quan tâm đến quá trình chuyển động của 
electron trong điện trường của laser, tức bước thứ hai của mô hình ba bước Lewenstein. 
Electron chuyển động dọc theo hướng của vectơ phân cực của laser.  

Giả sử rằng khi nguyên tử hydro tương tác với laser, electron bị ion hóa tại thời điểm 
0t . Định luật II Newton mô tả chuyển động của electron trong điện trường có dạng [15] 

( ) ( ).t t z E   (5) 
Phương trình (5) phải thỏa mãn điều kiện ban đầu  

0 0 0( ) , ( ) 0,z t z z t    (6) 
với 0z  là vị trí của electron ngay tại thời điểm ion hóa. Chúng tôi giả thiết 0 0z  a.u. trong 
trường hợp electron ở trạng thái cơ bản, và 0 0z  khi electron ở trạng thái Rydberg.  

Điện trường của laser đổi chiều sẽ kéo electron quay ngược lại và gặp ion mẹ. Thời 
điểm tái kết hợp rt  là nghiệm của phương trình 

( ) 0.rz t   (7) 
Động năng của electron thu được từ trường laser tại thời điểm tái kết hợp có dạng 

21( ) ( ) .
2r rK t z t    (8) 

Electron tái kết hợp với ion mẹ sẽ phát ra photon HHG với năng lượng ( )p rI K t . 
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3. Kết quả 
3.1. Phổ HHG của nguyên tử hydro ở trạng thái cơ bản và trạng thái Rydberg 

 
Hình 1. Phổ HHG của nguyên tử hydro ở (a) trạng thái cơ bản 1s ; 

(b) chồng chập giữa trạng thái cơ bản và trạng thái Rydberg  1 1s + 6s
2

khi tương tác  

với laser có cường độ 14 21.5×10 W / cm , bước sóng 1200 nm, độ dài xung 2 chu kì và CEP khác nhau 
 

Trong phần này, chúng tôi sẽ trình bày kết quả phổ HHG của nguyên tử hydro ở trạng 

thái cơ bản 1s  (Hình 1a) và chồng chập trạng thái  1 1 6
2

s s  (Hình 1b) bằng phương 

pháp giải số TDSE. Laser tương tác có cường độ 14 21.5 10 W/cm , bước sóng 1200 nm, độ 
dài xung 2 chu kì và CEP khác nhau. Hình 1 cho thấy, phổ HHG có những đặc trưng cơ bản 
với miền phẳng trải dài trên một vùng của tần số, sau đó, kết thúc bởi điểm dừng.  

Từ kết quả tính HHG của nguyên tử hydro ở trạng thái cơ bản 1s  (Hình 1a), chúng 

tôi nhận thấy vị trí điểm dừng phụ thuộc vào CEP của laser. Vị trí điểm dừng không tuân 
theo công thức 3.17p pI U [1]. Cụ thể, với 0CEP 0 , điểm dừng tương ứng với photon có 

năng lượng 55 eV, tức theo công thức 2.10p pI U . Tăng dần CEP của laser, miền phẳng 

của phổ HHG được mở rộng dần với vị trí điểm dừng tăng dần. Điểm dừng tăng lên 71 eV 
( 2.93p pI U ) với 0CEP 60  và 75 eV ( 3.17p pI U ) với 0CEP 90 . Bên cạnh đó, với 

0CEP 30 , trên phổ HHG xuất hiện hai miền phẳng rõ rệt với cường độ HHG khác nhau. 
Gọi điểm dừng ứng với miền phẳng đầu tiên là điểm dừng 1, điểm dừng ứng với miền 
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phẳng thứ hai là điểm dừng 2. Vị trí điểm dừng 1 và 2 thu được từ phổ HHG của nguyên tử 
hydro ở trạng thái 1s  được trình bày cụ thể trên Bảng 1. Sự hình thành hai miền phẳng 

cũng như sự phụ thuộc vị trí điểm dừng vào CEP của laser sẽ được chúng tôi giải thích chi 
tiết trong mục 3.2. 

Bảng 1. Quy luật vị trí điểm dừng 1 và điểm dừng 2 từ phổ HHG  
và theo mô hình cổ điển của nguyên tử hydro ở trạng thái 1s  

CEP TDSE Mô hình cổ điển 
Điểm dừng 1 Điểm dừng 2 Điểm dừng 1 Điểm dừng 2 

00  2.10p pI U   2.09p pI U  

150  2.35p pI U   2.33p pI U  

300 0.17p pI U  2.54p pI U  0.17p pI U  2.55p pI U  

450 0.26p pI U  2.76p pI U  0.26p pI U  2.76p pI U  

600 0.37p pI U  2.93p pI U  0.36p pI U  2.92p pI U  

750 0.52p pI U  3.07p pI U  0.50p pI U  3.06p pI U  

900 0.67p pI U  3.17p pI U  0.68p pI U  3.14p pI U  
 

Hình 1b biểu diễn phổ HHG của nguyên tử hydro ở trạng thái Ryberg 

 1 1 6
2

s s . Chúng tôi nhận thấy rằng, ở trạng thái chồng chập  1 1 6
2

s s , 

nguyên tử hydro cho phổ HHG với cường độ cao hơn 1÷2 bậc so với trạng thái 1s . Bên 

cạnh đó, miền phẳng của phổ HHG cũng được mở rộng hơn so với trường hợp 1s . Với 
0CEP 0 , HHG của nguyên tử H ở trạng thái chồng chập cho điểm dừng ~87 eV, tương 

ứng với 3.58p pI U , lớn hơn so với công thức Lewenstein 3.17p pI U . Điều này cho 
thấy ưu điểm vượt trội của nguyên tử Rydberg trong việc mở rộng miền phẳng và nâng cao 
hiệu suất phát xạ HHG. Kết quả này đã được chỉ ra trong [9], [10] khi laser tương tác với 

nguyên tử neon ở trạng thái  1 1 6
2

s p . Trong bài báo này, chúng tôi đã kiểm chứng 

được công trình [9], [10] cho trường hợp nguyên tử hydro ở trạng thái  1 1 6
2

s s . 

Ngoài ra, khi nguyên tử hydro ở trạng thái  1 1 6
2

s s  tương tác với laser có 

CEP khác nhau, kết quả trên Hình 1b cho thấy CEP ảnh hưởng tới vị trí điểm dừng của phổ 
HHG. Khác với trường hợp 1s , trong trường hợp nguyên tử Rydberg với trạng thái 

 1 1 6
2

s s , năng lượng photon ứng với điểm dừng giảm dần khi tăng CEP từ 00 đến 

600, sau đó, tăng dần với CEP tăng từ 750 đến 900. Quy luật vị trí điểm dừng với từng CEP 
được trình bày chi tiết trên Bảng 2. 
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Bảng 2. Quy luật vị trí điểm dừng từ phổ HHG  

và theo mô hình cổ điển của nguyên tử Rydberg  1 1s + 6s
2

 

CEP TDSE Mô hình cổ điển 
00 3.58p pI U  3.55p pI U  

150 3.48p pI U  3.50p pI U  

300 3.26p pI U  3.30p pI U  

450 2.94p pI U  3.00p pI U  

600 2.64p pI U  2.69p pI U  

750 3.00p pI U  2.30p pI U  

900 3.14p pI U  1.89p pI U  
 

3.2. Mô phỏng vị trí điểm dừng bằng mô hình cổ điển 
Trong phần này, chúng tôi sẽ áp dụng mô hình cổ điển được mô tả trong mục 2.2. để 

giải thích sự quy luật phụ thuộc của năng lượng điểm dừng vào CEP của laser. 
3.2.1. Trường hợp nguyên tử hydro ở trạng thái cơ bản 1s  

 
Hình 2. Sự phụ thuộc của động năng electron vào thời điểm ion hóa.  

Laser tương tác có độ dài xung 2 chu kì, (a) CEP = 00 và (b). CEP = 900  
Đường biểu diễn cường độ laser được dịch lên theo chiều dọc để dễ quan sát.  

Đường nằm ngang thể hiện điện trường bằng 0. 
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Ở trạng thái cơ bản 1s , nguyên tử hydro có năng lượng 0.5  a.u. Dưới tác động 

của điện trường laser, rào thế Coulomb bị biến dạng và electron ion hóa xuyên hầm ra 
miền liên tục. Electron chuyển động tự do trong miền liên tục và tích năng lượng. Sau đó, 
khi điện trường laser đổi chiều, electron quay trở về, tái kết hợp với ion mẹ và phát ra 
HHG [1]. Hình 2 biểu diễn động năng của electron thu được trong trường laser tại thời 
điểm tái kết hợp với ion mẹ. Chúng tôi mô phỏng cho các trường hợp laser tương tác có 
CEP khác nhau. Kết quả cho thấy, động năng phụ thuộc vào thời điểm ion hóa của 
electron. Với 0CEP 0  (Hình 2a), động năng đạt cực đại ( 2.09 pU ) khi electron thoát khỏi 

nguyên tử H tại thời điểm 0 00.81t T , tức khi điện trường laser gần đạt giá trị cực đại. Với 
0CEP 90 , mô phỏng cổ điển cho động năng cực đại 3.14 pU  tại 0 00.5t T . Tuy nhiên, kết 

quả mô phỏng cổ điển (Hình 2b) còn cho thấy, tại 0 01.1t T , electron bị ion hóa sẽ cho 

năng lượng cực đại 0.68 pU . Chính điều này đã dẫn đến hình thành hai miền phẳng trong 

phổ HHG. Hơn nữa, do cường độ điện trường tại đỉnh thứ hai ( 0 01.1t T ) lớn hơn tại đỉnh 

đầu tiên ( 0 00.5t T ), nên xác suất ion hóa tại 0 01.1t T  lớn hơn tại thời điểm 0 00.5t T . 

Điều này dẫn đến cường độ HHG của miền phẳng thứ nhất lớn hơn cường độ của miền 
phẳng thứ hai. Do đó, trong phổ HHG với 0CEP 90  (Hình 1b) xuất hiện hai miền phẳng 
rõ rệt với cường độ khác nhau. Động năng cực đại của electron trong trường laser có CEP 
khác nhau được tính từ mô phỏng cổ điển được thể hiện trên Bảng 1. Quy luật của điểm 
dừng ứng với hai miền phẳng khác nhau tính bằng mô hình cổ điển hoàn toàn phù hợp với 
kết quả mô phỏng từ TDSE.  
3.2.2. Trường hợp nguyên tử hydro với chồng chập trạng thái cơ bản và trạng thái 

Rydberg  1 1s + 6s
2

 

Theo [8], tín hiệu phổ HHG phát ra từ nguyên tử ở trạng thái chồng chập đóng góp từ 
bốn thành phần gia tốc lưỡng cực khác nhau. Đó là khi electron (i) bị ion hóa từ trạng thái 
cơ bản và quay về tái kết hợp với trạng thái cơ bản; (ii) bị ion hóa từ trạng thái kích thích 
và quay về trạng thái kích thích; (iii) ion hóa từ trạng thái cơ bản và quay về trạng thái kích 
thích; (iv) ion hóa từ trạng thái kích thích và quay về trạng thái cơ bản. Trong đó, thành 
phần gia tốc lưỡng cực cuối cùng (iv) đóng góp chủ yếu vào cường độ phổ HHG [8]. Do 
đó, để mô phỏng cổ điển chuyển động của electron trong trường laser, chúng tôi xét 
electron bị ion hóa từ trạng thái kích thích 6s . 

Khác với trường hợp ở trạng thái 1s , khi nguyên tử H bị kích thích lên trạng thái 

Rydberg 6s , electron có năng lượng liên kết rất yếu ( 0.014  a.u.), và rất dễ thoát ra khỏi 

nguyên tử. Hình 3a biểu diễn tổng thế năng Coulomb của nguyên tử H và thế năng tương 
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tác của trường laser với electron tại thời điểm 00.015T , tức ngay sau khi xung laser được 
bật. Năng lượng của electron tại trạng thái Ryberg xấp xỉ đỉnh của rào thế và dễ dàng vượt 
ra khỏi rào thế ngay sau khi bật laser. Do đó, để đơn giản, chúng tôi chọn thời điểm ion 
hóa của electron tại thời điểm 0 0t   [9]. 

Một khía cạnh khác với trường hợp ở trạng thái cơ bản 1s  nữa, đó là electron ở 

trạng thái Rydberg 6s  ở cách rất xa hạt nhân. Hình 3b mô tả phân bố mật độ của electron 

khi nguyên tử H bị kích thích ở trạng thái Rydberg 6s . Electron có thể phân bố trong bán 

kính từ 0 đến 110 a.u. Do đó, theo công thức (8) và kết hợp giả thiết thời điểm ion hóa 

0 0t   [9], động năng của electron tích lũy được khi chuyển động tự do trong trường laser 

chỉ còn phụ thuộc vào vị trí ban đầu của electron. Điều này khác với trường hợp electron ở 
trạng thái 1s - động năng electron trong miền tự do chỉ phụ thuộc vào thời điểm ion hóa, 

do vị trí ion hóa của electron được giả thiết 0 0z  . 

 
Hình 3. (a) Tổng thế năng của nguyên tử tại thời điểm 00.015T  của laser có CEP = 900 

 và năng lượng liên kết của electron tại trạng thái 6s ;  

(b) Phân bố mật độ electron theo bán kính của nguyên tử hydro ở trạng thái 6s  
 

Hình 4 biểu diễn động năng của electron thu được trong trường laser nếu nó bị ion 
hóa từ vị trí ban đầu 0z . Với laser độ dài xung hai chu kì, có 0CEP 0  và bước sóng 

800nm (Hình 4a), electron đạt động năng cực đại 3.55 pU  nếu vị trí ban đầu của electron là 

0 21z  a.u. Khi tăng dần bước sóng laser, động năng cực đại không đổi ( 3.55 pU ), tuy 

nhiên, ứng với vị trí ban đầu 0z  tăng dần. Mô phỏng bằng mô hình cổ điển này phù hợp 

với kết quả HHG bằng tính số TDSE với điểm dừng ~87 eV, tương ứng với 3.58p pI U

(Hình 1b).  
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Để nghiên cứu ảnh hưởng của CEP lên vị trí điểm dừng của phổ HHG phát ra từ 
nguyên tử H ở trạng thái chồng chập giữa trạng thái cơ bản và trạng thái Rydberg, chúng 
tôi mô phỏng động năng của electron thu được trong trường laser với CEP khác nhau  
(Hình 4b). Mô hình cổ điển cho thấy càng tăng CEP của laser, động năng cực đại của 
electron càng giảm. Quy luật điểm dừng cụ thể cho từng CEP được trình bày trên Bảng 2. 
So sánh với kết quả thu được từ TDSE, dễ dàng nhận thấy mô hình cổ điển chỉ phù hợp với 

0CEP 75 . Còn với 0CEP 75 năng lượng của photon ứng với điểm dừng giảm dần bằng 
mô phỏng cổ điển, nhưng ngược lại, tăng dần bằng phương pháp giải số TDSE.  

 
Hình 4. Sự phụ thuộc của động năng của electron vào vị trí ban đầu của electron.  

Laser tương tác có độ dài xung 2 chu kì, 
 (a) 0CEP = 0 và bước sóng khác nhau; (b) bước sóng 1200 nm và CEP khác nhau. 

 

Để giải quyết mâu thuẫn trên, chúng tôi biểu diễn xác suất ion hóa của nguyên tử H ở 

trạng thái chồng chập  1 1 6
2

s s  khi tương tác với laser có 0CEP 90  (Hình 5). Đồ 

thị cho thấy, electron từ trạng thái 6s  bị ion hóa hết trước 00.37T . Theo mô phỏng cổ 

điển, những electron bị ion hóa từ trạng thái Ryberg 6s  sẽ cho năng lượng cực đại 

1.89 pU  (tương ứng năng lượng HHG 51 eV). Sau đó, trong khoảng thời gian 00.4T  đến 

00.6T , trạng thái 1s bắt đầu bị ion hóa và theo mô phỏng cổ điển, những electron thoát ra 

từ trạng thái cơ bản 1s  sẽ cho động năng cực đại 3.14 pU , tương ứng năng lượng điểm 

dừng 74 eV (hình 2b). Lưu ý rằng, điểm dừng gây ra bởi electron bị ion hóa từ trạng thái 
1s  lớn hơn so với điểm dừng do electron bị ion hóa từ trạng thái 6s . Hơn nữa, theo [8], 

cường độ phổ HHG đóng góp bởi electron bị ion hóa từ trạng thái kích thích lớn hơn rất 
nhiều so với cường độ HHG gây ra bởi electron thoát ra từ trạng thái cơ bản. Do đó, trong 
phổ HHG tính toán bằng TDSE (Hình 1b), có hai điểm dừng ứng với hai miền phẳng có 
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cường độ khác nhau. Miền phẳng thứ nhất với điểm dừng 1.89p pI U  gây ra bởi electron 

bị ion hóa từ trạng thái kích thích, và điểm dừng 3.14p pI U  do electron bị ion hóa từ 

trạng thái cơ bản. Với 0CEP 75 , hiện tượng xảy ra tương tự với 0CEP 90 . Như vậy, 
chúng tôi kết luận rằng, với 0CEP 75 , sự tham gia của electron được ion hóa từ trạng thái 
cơ bản 1s  là nguyên nhân làm tăng năng lượng điểm dừng trong phổ HHG.  

  
Hình 5. Xác suất ion hóa của nguyên tử ở trạng thái cơ bản 1s  và trạng thái chồng chập 

 1 1s + 6s
2

 khi tương tác với laser có bước sóng 1200nm, CEP=900.  

Xác suất ion hóa từ trạng thái 1s  được nhân lên 3 lần cho dễ nhìn. 
Đường biểu diễn cường độ laser được dịch lên theo chiều dọc để dễ quan sát.  

Đường nằm ngang màu xanh thể hiện điện trường bằng 0. 
 

Như vậy, bằng mô hình cổ điển mô tả chuyển động của electron trong điện trường 
của laser, chúng tôi đã giải thích thành công quy luật phụ thuộc của vị trí điểm dừng của 
phổ HHG vào CEP của laser. 
4. Kết luận 

Bằng phương pháp giải số phương trình Schrödinger phụ thuộc thời gian, chúng tôi 
đã tính được phổ HHG của nguyên tử H ở trạng thái cơ bản 1s  và nguyên tử Rydberg ở 

trạng thái  1 1 6
2

s s  khi tương tác với laser có CEP khác nhau. Kết quả cho thấy, quy 

luật của điểm dừng của phổ HHG phụ thuộc vào CEP của laser. Khi nguyên tử ở trạng thái 
cơ bản 1s , năng lượng điểm dừng tăng dần khi tăng CEP. Trong trường hợp nguyên tử ở 
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trạng thái  1 1 6
2

s s , năng lượng điểm dừng giảm dần khi tăng CEP của laser từ 00 

đến 600; sau đó tăng dần khi 0CEP 75 . Để giải thích ảnh hưởng của CEP laser lên điểm 
dừng của phổ HHG, chúng tôi đã dùng mô hình cổ điển mô tả động năng của electron 
chuyển động trong điện trường của laser. Mô phỏng cổ điển phù hợp tốt với kết quả tính số 

từ TDSE. Lưu ý rằng, trong trường hợp nguyên tử Rydberg  1 1 6
2

s s  tương tác với 

laser có 0CEP 75 , sự tham gia của electron bị ion hóa từ trạng thái cơ bản đã làm tăng 
năng lượng điểm dừng. Như vậy, chúng tôi đã giải thích thành công sự ảnh hưởng của CEP 
lên vị trí điểm dừng trong phổ HHG của nguyên tử hydro ở trạng thái cơ bản và trạng thái 

chồng chập  1 1 6
2

s s . Đây sẽ là cơ sở để chúng tôi mở rộng nghiên cứu ảnh  

hưởng của CEP lên định luật tỉ lệ theo bước sóng của hiệu suất HHG phát ra từ  
nguyên tử Rydberg. 

 
 

 Tuyên bố về quyền lợi: Các tác giả xác nhận hoàn toàn không có xung đột về quyền lợi. 
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Hồ Chí Minh qua đề tài mã số CS2017.19.49. Các tác giả chân thành cảm ơn  
TS Hoàng Văn Hưng – Khoa Vật lí, Trường Đại học Sư phạm Thành phố Hồ Chí Minh đã 
hỗ trợ kĩ thuật giải TDSE tính phổ HHG. 
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