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TOM TAT

Tdp mo, tdp dong 1a cac khai niém co ban ciua topo hoc, dic biét Ia trong khdng gian métric.
Nhiéu khdi niém trong t6pé dai cwong ciing nhw trong khong gian métric déu duoc xdy dung dua
trén tdp mdo, tdp dong. Bai béo nay trinh bay mét phdn tich tri thirc lugn lam rd qua trinh hinh
thanh va phat trién ciia khdi niém tdp mé, tdp dong va xdc dinh cac ddc trung tri thirc ludgn ciia hai
doi tirong nay.

Tir khéa: dac trung tri thire ludn, khdng gian métric, phan tich tri thic luan, tap dong, tip mo.
ABSTRACT

An epistemological analysis of open sets and closed sets in analysis and topology

Open, closed sets are the basic concepts of Topology, especially in the metric space. Many of
the concepts in the topology as well as in the metric space are based on these concepts. This paper
presents an epistemological analysis that clairify the emergence and development of concept of
open and closed set and determines the epistemological characteristics of theses two knowledge
objects.

Keywords: epistemological characteristic, metric space, epistemological analysis, closed set,
open set.

1.  Patvin dé
1.1. Vai tro cong cu co bén ciia cic khdi niém trong Gidi tich

Tap mo, tap dong 13 hai khai niém co ban va xuat hién hau hét trong cac linh vyc cua
Giai tich nhu Topd dai cuong, Giai tich ham, Giai tich 16i, Giai tich ham tng dung, Quy
hoach phi tuyén, Giai tich phirc, Giai tich thuc, vi vay viéc nghién cau tri thirc luan vé hai
khéi niém nay thuc su can thiét trong viéc day hoc cac mén Giai tich & bac dai hoc.
1.2. Tén tgi nhing quan nigm sai cia sinh vién vé khai nigm tdp meé

Trong hai thang 9 va 10/2017, mét thuc nghiém khao sat dudi dang phong van truc
tiép duoc tién hanh trén 10 sinh vién ndm thir ba nganh Su pham Toén caa cac Truong Dai
hoc: Sai Gon, Bong Nai, Khoa hoc Ty nhién Thanh phé H6 Chi Minh va Su pham Thanh
phé HO Chi Minh vé khéi niém tap ma. Cac sinh vién nay da két thic céc hoc phan vé
khong gian t6pd va khong gian métric & nam tha hai voi thoi lugng 60 tiét, dién ra trong
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15 tuan. Muc dich cua khao sat 1a nham tim hiéu quan niém cua sinh vién vé tap mé sau
khi hoc xong céc hoc phan trén. Chlng toi ciing luu Y rang co ba cach dinh nghia tap mo
trong khong gian métric dugc dwa vao ¢ bon trudng dai hoc trén 1a: Binh nghia theo hinh
cau mé, dinh nghia theo phan trong va dinh nghia theo 1an can.
e Dinh nghia tap mé theo hinh ciu ma
“Tap con G ciia X goi 12 tip mé néu Vae G ton tai £ >0 sao cho B(a,e)c G.
Tap con F cia X goi 1a tap dong néu X \F la tap mo.” (Sutherland, 2009, tr. 54)
e Dinh nghia tdp mo theo lan can

“Mot tap hop con U cua /7 dugce goi la mo néu voi mdi x e U, ton tai mot sb thuc
duong & sao choO (x) = U.” (Tran Trang, 2005, tr. 44)

“Mat tap hop con ctia /7 dugc goi la dong néu nd 1a phan bl cia mot tap hop con
mé trong [/ .” (Tran Tréang, 2005, tr. 48)

e Dinh nghia tip ma theo phan trong:

“ Cho A 1a mot tap con cua khéng gian métric X. Ta ndi A 1a tap mé néu ,OA: A.

Hay c6 thé n6i A mé khi va chikhi Ac A.

Ta noi tap con A 1a dong néu X\A 1a mé.” (Nguyén Vin Khué, 2001, tr. 18)

Cau hoi dat ra la: “Ban hdy dinh nghia tap m¢ trong mot khdng gian métric”.

Két qua cho thdy & sinh vién (SV) khoa toan c¢6 ba cach xac dinh mot tap méd trong
khong gian métric: Dinh nghia hinh thirc, sir dung khai niém bién, va tap md dugc thé hién
bang hop cac qua cdu md. Cac quan niém ndy & sinh vién kha chénh léch so voi cac dinh
nghia chinh thuc.

Chiang han, sinh vién SV1 cho ring mét tap hop 1a mé néu voi bat ki diém nao trong
tap, ta déu co thé v& mot qua cau mé xung quanh diém d6 sao cho qua cau chia trong tap
hop. Sinh vién nay d4 khéng quan tam dén viéc diém d6 1a tdm cua qua cau, mic du dinh
nghia ndy gan voi dinh nghia hinh thic cia tap mé theo hinh cau mo.

Sinh vién SV2 thi cho ring tap md 1a tip ma ta c6 thé 1ay bat ki qua cau mé xung
quanh bét ki ¢iém nao chira hoan toan trong tap d6. Pinh nghia nay khong ding mac di
“manh” hon dinh nghia hinh thtrc vi ta khéng can moi qua ciu cho mdi diém ma chi can it
nhat mot qua cau cho mdi diém.

Trong khi d0, ¢6 6 sinh vién khéc thi tra 10i rang tap mé 12 hop ciia céc qua cdu mo
va hai sinh vién con lai thi cho ring tip mo 1a mot khoang khong chira bién cua né. Cac
sinh vién nay d4 sir dung cac tinh chat dé dinh nghia tap mé va riéng hai sinh vién cudi
cting thi chi néi dén khai niém tap mo trén duong thang thuc.

Tat ca cac sinh vién déu khong noi dén cac qua cau 1a mé trong khdng gian métric
(X, d).
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1.3. Sw can thiét ciia phén tich tri thive lugn

Nhitng sai lam cua sinh vién va nguon gbc cua ching la cau hoi ma nha nghién ciu
can tra loi trude khi tim cach gidp sinh vién loai bo duoc sai lam. Theo Brousseau (1983):

Sai 1am khong phai chi 12 hau qua cua sy khong biét, khdng chic chan, ngau nhién, nhu céch

nghi cua nhitng nguoi theo chu nghia kinh nghiém va chu nghia hanh vi, ma con cé thé Ia

hau qua cua nhitng kién thire d4 6 tir trudc, da timg co ich ddi vai viéc hoc trudc kia, nhung
lai 12 sai, hodc don gian 1a khdng con phu hop nita ddi véi viéc linh hoi tri thirc méi. Nhiing
sai 1am thudc loai nay khong phai thit thuong hay khong du doan duoc. Ching tao thanh
chuéng ngai. Trong hoat dong cuia gido vién ciing nhu trong hoat dong cua hoc sinh, sai 1am
bao gid ciing gop phan xay dung nén nghia cua kién thirc dugc thu nhan bai nhiing chi thé

nay. (tr. 171)

Mot phan tich tri thac luan lich sir khai niém tap mé va tap dong nham xac dinh céc
dic trung va cac chudng ngai tri thic luan cho phép giai thich thoa dang cac sai lam trén
cua sinh vién khoa toan theo quan diém didactic Toan. D6 ciing 14 myc dich cia nghién
cau trinh bay trong bai viét nay.

Phan tich tri thirc luan lich st mot tri thirc 14 nghién ctru quéa khtr dé kham pha ra qua
trinh hinh thanh nén mat tri thirc, nhirng van dé gin lién vai tri thire d6, nhirng tré ngai,
nhiing budc nhay quan niém cho phép tri thirc nay sinh. (L& Thi Hoai Chéau, 2017)

Phan tich tri thirc luan mat tri thirc nham 1am rd:

- Nhiing diéu kién, nhitng trd ngai cho su nay sinh tri thirc khoa hoc va su “tién trién”
cta tri thire hay kién thie. Tir d6, nguoi ta c6 thé xac dinh cac chuéng ngai tri thirc luan.
D6 1a chudng ngai gan lién véi lich sir phat trién cua tri thirc ma viéc vuot qua né dong vai
trd quyét dinh d6i véi qua trinh xay dung kién thirc cia chu thé. Trong hoc tap, viéc vuot
qua nhitng chudng ngai tri thire luan 1a diéu khong thé tranh khoi, boi d6 1a yéu td cau
thanh nén kién thuc.

- Nghia cua tri thire, nhitng vin dé ma tri thare d6 cho phép giai quyét.

- Nhitng quan niém c6 thé gan lién véi tri thirc.

2. Phan tich tri thirc luan caa khai niém tip mé, tip dong
2.1. Quaé trinh hinh thanh va phat trién ciia khai nigm tgp mé, tdp déng trong lich si
2.1.1. Quan niém gidi tich cua Cantor (QC) vé tdp déng

Trong khoang thoi gian tir 1872 dén 1890, cic bai toan hoi tu gin lién voi chudi
lwong gidc da dua Georg Cantor dén viéc nghién ciru cac tinh chat cua mot sb tap con vo
han ciia duong thang thyc. Vi loi ich ctia cac nghién ciru niy, ong da gidi thiéu khai niém
co ban vé diém gidi han ciia mot tip va cac Y tuong vé tap dong, tap dan xuit va tap trl
mat. (Burton, 2011, tr. 729)

Céc nghién ciru quan trong nhat ciia Cantor trong Ii thuyét tap hop trai dai qua mot
loat sau bai béo tya dé “Uber unendliche lineare Punktmannichfaltigkeiten”(“Vé cac tap
diém tuyén tinh v han”) xuat ban trén tap chi Mathematische Annalen ciia Duc trong giai
doan 1879 — 1884. (Burton, 2011, tr. 695)
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Nam 1872, Cantor dua ra cai tén “Grenzpunkt” cho khai niém diém gid1 han cua mot
tap trong khi mo rong dinh Ii ciia 6ng vé tinh duy nhat ciia sy biéu dién mot ham sb thyc
boi cac chudi lugng giac ciia né tir truong hop ham sé dé lién tuc dén trudng hop no khong
lién tuc tai rai ric mot so diém. Dinh nghia cta 6ng vé diém gidi han ctia mot tap hop P
trén mot dudng thang dua trén mot dinh nghia cia “lan can”, ma dinh nghia nay lai dya
trén dinh nghia “phan trong” ctia mot khoang;

Mot diém gisi han caa mét tap diém P duoc hiéu 1a mot diém nam trén duong thing theo

céch mdi 1an can cia diém do chira nhidu vo sb diém ciia P. C6 thé xay ra riang diém gigi han

ciing thudc P. L&n can cia mot diém c6 nghia 1a bat ki khoang nao chira diém dé niam trong
phan trong cua nd. Tir didu nay, d& dang chirng minh riang mot tap diém gdm nhiéu vo han

diém phai c6 it nhit mot diém gigi han. (Cantor, 1872, tr. 98)

Trong bai bao 1872 cua 6ng vé chudi lugng giac, Cantor d4 sir dung thuat ngit “diém
gi6i han” méi cua 6ng dé dinh nghia “tap dan xuat” cia tap diém P, tic 14 tap tit ca cac
diém gidi han cua P. Sau d6 ong lap lai phép tinh cia tap dan xuét véi P®™ khong doi cho
tap dan xuit tha n cia P. Gidng nhu Weierstrass, Cantor chi xem dinh Ii Bolzano-
Weierstrass 1a mot dinh I trong giai tich ¢ dién. Diéu tuong tu ciing dung véi cach ma
Cantor xem xét cac khai niém vé diém gii han va tap dan xuét.

Nam 1884, Cantor lan dau tién dinh nghia khai niém tap dong nhu 1 mot tap c6 chira
tat ca cac diém gidi han cua né. Ong chi ra rang bat ki tap P dong 1a tap dan xuit cua mot
tap Q nao d6 va ciing chi ra rang tap din xuat caa AUB 14 hop cua tp dan xuit cua A va
tap dan xuit cua B. (Cantor, 1884, tr. 226)

Nhur vdy, Cantor da dinh nghia khai niém tdp dong dua trén khai niém diém gidi han
(ma ngay nay goi la diém tu) va tdp dan xudt trén dwong thang thire [1 VA xem xét nd Vi
quan diém gidi tich thyc. Sy ra doi cua tdp dong gcfn lién véi viéc mé rong dinh i cua
Cantor Vé tinh duy nhat ciia sy biéu dién mét ham sé thiee boi cac day ham lwong gide ciia
né va két qua ciia dinh |i Bolzano — Weierstrass rang moi tdp dong vé han bi chdn trong
khong gian Euclide n chiéu cé it nhit mét diém . Do dé quan niém gidi tich cua Cantor
(QCT) Vé tdp déng mang hinh thirc khdi niém todn hoct, mang tinh tiép cdn dia phirong?
va ¢6 co ché doi twong®.

2.1.2. Dedekind véi quan niém nguyén thizy vé tap mé (treéc 1879)

Dedekind 14 nguoi ¢6 nhiing y tuong dau tién vé tap mge mac du dng goi nd véi mot
céi tén khac la “Korper”. Ngay 19-01-1879, Dedekind c6 giri cho Cantor mét buc thu,
trong d6 c6 dé cap dén ban thao co tya dé General Theorems about Spaces, bt dau voi
dinh nghia cua cai ma 6ng goi 1a mot “Korper”:

L Hinh thuec khéi niém todn hoc: c6 tén va 6 dinh nghia. Chung vira la dbi tugng vira 14 cdng cu ciia hoat dong toan hoc.
2Tiép can dia phuong mot khai niém khi d6i twong gén lién v6i khai niém duoc xét trén mot 1an can di be.
3 Khai niém c6 co ché doi twong khi no 1a do6i tugng nghién ciru.
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MGt hé [twc 13 tap] cac diémp, p),... tao thanh mot Korper néu vai mbi diém p cua no, c6 mot

d6 dai d sao cho tat ca cac diém co khoang cach tir chung dén p nho hon d thi thuge P. Céc

diém p, p'...[duoc goi 1] nam trong P. (Dedekind, 1931, tr. 353)

Nhu vay, Korper cia Dedekind chinh x&c la mot tap mo trong khdng gian Euclide,
c6 thé 1a khong gian n chiéu. Ong sir dung khai niém Korper dé dinh nghia thé nao 1a mot
diém nim bén ngoai mot Kérper P. Tir hai dinh nghia nay, 6ng d4 dinh nghia mot “diém
bién” (“Grenzpunkt”) ciia P nhu mot diém khéng nam trong va khéng nam ngoai P; “bién”
(“Begrenzung”) cia P dugc dinh nghia 14 tap tat ca cac diém bién cua P. Két qua cudi cling
caa 6ng 1a: bién cua mot Kérper khdng thé 1a mot Kérper (Dedekind, 1931, 354).

Dedekind da két thic ban thao ngan sau khi dua ra dinh nghia cua bién mét tap. Ong
khong tiép tuc phat trién khéi niém tap mo vi vao thoi diém do, ong dinh cong bd cac bai
thuyét trinh caa Dirichlet vé li thuyét thé ning va dua ra mot khao sét chat ché d6i vai
nguyén li cua Dirichlet. Tuy nhién, 6ng dugc xem la ngudi du tién dua ra dinh nghia khai
niém mot tap mo.

Nhue vy, quan niém ciia Dedekind (QDD) vé tdp mé 1a quan niém hinh hoc, xem xét
tdp mé theo khodng cdch trong khéng gian Euclide n chiéu ma ngay nay goi la dinh nghia
theo qua cau mé. T. dp mo ra doi véi vai tr0 1a mot cong cu dwoe Dedekind sk dung dé xét
thé nao 1a mét diém nam bén ngodi mét Kérper P. Quan niém QDD vé tidp md ¢6 hinh
thite cuia mot khdi niém can toan hoc va co co ché cong cu twong minh.*

2.1.3. Peano va Jordan vdi tiép cdn khéng thanh cong doi véi tap mo

Cantor khong bao gio sir dung y tuong tong quét ciia mot tap mé, tham chi trén mot
duong thang. Thay vao d6, 6ng chi néi dén mot diém “bén trong” mot khoang (Cantor,
1872, tr. 98) hoac “nhirng diém trong” ciia mot tap diém lién tuc (Cantor, 1879, tr. 135).
Tuy nhién, dinh nghia vé diém trong cua Cantor nim 1879 gan véi dinh nghia cua
Giuseppe Peano dua ra trong tac pham “Geometric Applications of the Infinitesimal
Calculus” (Peano, 1887).

Peano xem xét mot tap diém A (trong khdng gian 1, 2, hodc 3 chiéu) va dinh nghia
mot diém p 1a “diém trong” ctia néu c6 mot sé duong r sao cho tat ca cac diém co khoang
cach tir p dén chung nho hon r thi thuoc A. Trong hai dinh nghia tiép theo, Peano vuot xa
nhirg gi Cantor da Iam va phat biéu rang mot diém p duoc goi la “diém ngoai” cia A néu
p 1a diém trong phan bl cua A. Sau cling, p duoc goi 1a mot diém bién caa A néu p khong
phai 1a diém trong 13n diém ngoai cua A. Peano nhan ra rang néu A chira mot sé nhung
khong phai tat ca cac diém trong khong gian, thi A nhit thiét phai c6 mot diém bién, c6 thé
thudc hoac khong thude A (Peano, 1887, tr. 152-160).

4 Khai niém co co ché twong minh khi né duge van dung boi chia thé va chii thé ¢ thé trinh bay hay giai thich no.
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Nhue vdy, nhitng ¥ tuong ciia Peano cé thé dé dang dan dén khdi niém tdp mé vao lic
dé vi dng c6 thé dinh nghia tdp mé 1A tdp tdt ca cdc diém trong cia né, nhung rat tiéc diéu
nay da khong xay ra.

Nam 1892, trong mot bai bdo vé tich phan xac dinh, cac y tuong caa Cantor duoc
Jordan sir dung theo mot cach mai va hiéu qua hon. Lam viéc trong khéng gian n-chiéu,
Jordan d& gigi thiéu mot métric (“écart”) khac voi ham khoang cach thong thuong dugc
Dinh Ii Pythagore dua ra. Métric ciia Jordan chi ra khoang cach cia hai diém (a, az, ..., an)
va (b, bz, ..., bn) 1&: |8, —b,|+|a, —b,|+...+]a, = b,|.

Tiép theo, ong dua ra mot dinh nghia vé diém gigi han khac véi Cantor, nhung hai
thap ki sau tré thanh dinh nghia chuan:

“Mot diém p duoc goi 1a diém gigi han cua tap E néu vai bat ki >0 c6 mot diém q
cua E khac p sao cho khoang cach gitra p va g nho hon & . (Jordan, 1892)

Tuy nhién, trong ban stra d6i cua tac pham “Cours d'analysis” nam 1893, Jordan d4
sira d6i dinh nghia cua 6ng vé diém gigi han cia mot tap E nhu sau:

“Diém p duoc goi 1a mot diém gioi han cua E néu p 1a gigi han caa mot day cac diém
thuoc E” (1893, tr. 19).

Jordan (1892) ké thira dinh nghia tap dan xuat ciia Cantor va dinh nghia lai tap dong
theo thuat ngir tap dan xuét caa Cantor:

“Tap dan xuat caa E 12 tap tat ca cac diém gigi han cua E. Mot tap E 1a dong néu tap
dan xuét caa E 1a mot tap con caa E”.

Nhue vdy, dinh nghia cia Jordan vé diém gigi han (1892) chinh la dinh nghia hién
nay vé diém tu va dinh nghia vé tip dong (1892) dong nhdt véi khai niém tip déng hién
nay (tdp dong la tdp chira tat cd cac diém tu cia né). Pinh nghia cia Jordan vé diém gigi
han (1893) chinh la dinh nghia hién nay vé diém dinh.

Sau d6, Jordan dinh nghia “diém trong” cua E 1a cac diém thudc E ma khong thuoc
tap dan xuat caa phan b caa E (Jordan, 1892, tr. 72). Véi nhitng dinh nghia nay, Jordan d4
c6 thé dinh nghia mot tap E 1a “mé” néu E chira tat ca va chi nhimg diém trong cua E,
nhung 6ng d& khéng lam vi chi quan tam dén viéc dinh nghia cac diém bién caa mot tap E
(nhitng diém trong khong thudc E ciing khong thudc phan bl cua né) va chi ra rang tap cac
diém bién cua E ludn ludn khéc rong va déng.

Nhuw vy, trong giai doan nay, Peano va Jordan déu nhin thdy cac phan topd trong
cong trinh cia ho nhue la cdc thanh phan cia gidgi tich chi khdng phdi 1a nhing dong gop
cho mét chi @é riéng biét vé topd. Pdng tiéc 1a ca hai ong da khdng tiép can thanh cong
khai niém tdp mé Vi chi quan tam dén bién cia mét tap. Tuy nhién, Jordan da tiép cdn
thanh cong khai niém tdp dong voi quan niém Métric (QJ). Quan ni¢gm nay mang hinh thzc
khai niém toan hoc va ¢é co ché doi twong tuong minh.

135



TAP CHi KHOA HOC - Trwdng DHSP TPHCM Tdp 15, Sé 10 (2018): 130-144

2.1.4. Borel, Baire, Lebesgue va si ra doi cua tdp mo

Dinh |i dau tién trong giai tich khong thé tach roi voi tap mo 1a Pinh i Borel-
Lebesgue. Pinh li ndy sir dung mot khai niém dugce goi 1a “compactness” (tinh compac): Mot
tap E dwoc goi 12 compac néu, cho ho bt ki S cta tip md chira E, c6 mot sb hitu han tap con
cia S chira E. Dinh Ii ndy sau d6 phat biéu rang moi tip dong va bi chin cua sé thuc 1a
compac. Khai niém ctia mot tap mé 1 can thiét dé phat biéu tinh compac, va do d6 can thiét
cho dinh Ii trong van dé khai quat day da. Tuy nhién, khi Borel phét biéu phién ban dau tién
cta dinh If trong luan an tién si ciia minh, 6ng d4 khdng dé cap dén cac tap mo.

Khai niém vé mot tap md d4 dugc néu Ién lan dau tién trong mot ban in, bon nim sau
khi Borel chimg minh dinh Ii cia 6ng. Khai niém ndy lan dau tién duoc René Baire xuat
ban trong luan 4n tién si cia minh khi thao luan vé cac ham thyc nira lién tuc. Sau khi dinh
nghia mot “qua cu déng” S va “qua cidu mg” S'clng tam va ban kinh trong khdng gian
Euclidean n chiéu, 6ng viét:

V6i diém bat ki cia S*, c6 mét qua cau ban kinh duong nhan diém d6 lam tim ma tat ca cac

diém cua n6 déu thuoc S'. Tong quat hon, t6i goi moi tap hop cac diém c6 tinh chit nay la

mot mién ma ¢6 n chiéu. (Baire, 1899, tr. 6-7)

Sau d6, Baire str dung mot day cac mién mé dé chimg minh mot dinh 1i vé cac diéu
kién ma theo do, trong mot mién mé& cho trudc, tit ca cac ham nira lién tuc trén c6 cling
mét chin trén nho nhét.

Nhue vy, Baire dinh nghia tdp mé (mién mé) qua cdc qua cau mé trong khéng gian
Euclide n chiéu dé chirng minh dinh |i ham nita lién tuc trén. Do d6, quan niém cia Baire
Vé tdp mé (OB) 14 quan niém hinh hoc, ¢6 hinh thite khdi niém todn hoc va cé co ché cong
Cy twong minh.

Tén “tap mo” dugc Lebesgue dua ra trong luan 4n tién si minh nam 1902 c6 muc
dich chinh la giéi thiéu d6 do Lebesgue (nhu mot mé rong cta cic tap Borel do duoc®) va
tich phan Lebesgue. Lebesgue dd chiu anh huong 18 rét cua tac pham “Cours d’analyse”
(gi4o trinh giai tich) nim 1893 cua Jordan, dng d& chap nhan cac dinh nghia vé diém trong
cua mot tdp va bao dong ciia mot tap (1902, tr. 231). Sau d6, ong d& dinh nghia mot tap
trén mot duong thang 13 “mod” néu né khong chira bat ki diém bién ndo cua no. Tiép theo,
6ng noi thém rang moi diém ctiia mot tap mo E 1a diém trong ciia E va phan bl ciia mot tap
mé 1a dong. Piéu ndy cho phép 6ng chi ra rang mot tip ma 1a Borel do dugc, nghia 1a mot
tap Borel. Diéu ndy la can thiét vi Borel da dinh nghia cac tap Borel do dugc nhu 16p cac
tap hop thu duoc bang cach bit ddu véi cac khoang dong va sau d6 dong dudi cac phép
toan cua phan b va hop dém duoc, va dic biét chi ra ring cac tap dong 1a Borel do duoc
(Borel, 1898, tr. 49).

5 Mot tap Borel 1a mot phé.l’l ta cua mot Borel Sigma-dai s6, hay r1f)i cach khac, tap Borel 12 tap c6 thé duoc xdy dung tir
CAc tap mo hay tdp dong bang cach lap di lap lai cac hop va giao dém duoc.
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Sau d0, Lebesgue dd mo rong cac khao sét trén, bao gom cac tap ma, cho khong gian
Euclide n chiéu (1902, tr. 232-234). Trén mat phang, ng st dung thuong xuyén cai ma
6ng goi la mot “mién” hon 14 cac tap mo caa dng, nghia 1a phan trong cia mat dudng cong
kin don (khong tu cit) (1902, tr. 235), twong tng Vi “Gebiet” trong tiéng Duc.

Trong cudn sach vé Tich phan Lebesgue nim 1904, Lebesgue chinh 1 nguoi da dua
ra khéi niém tong quét vé tap mé trong khong gian Euclide n chiéu, tong quat hoa Dinh li
Borel cho ho phu mé khong dém duoc.

Nhu vy, quan niém cia Lebesgue (QL) vé tdp mé va tdp déng la quan niém gidi
tich, trong d6 6ng quan niém tap mé theo diém bién va cdc diém trong, tdp dong theo phan
bu cia tdp mé. Ong sir dung cac khodng dong cuall dé xay dung cac tdp Borel. Do do,
quan niém QL vé tdp mé va tdp déng mang hinh thirc khai niém toan hoc, ¢6 co ché cong
cu twong minh va doi twong nghién cizu, ¢ tinh chdt khai quat héa cho khdng gian Euclide
n chiéu.

Mic du Lebesgue da c6 nghién ctru dot pha vé cac tdp mo, nhung tdp md phd bién
kh& cham thong qua cong ddng toan hoc. Tai Anh, W.H. va G.C. Young d4 dinh nghia mot
tap diém 1a “mo” néu no khong dong, mot dinh nghia khong twong thich voi dinh nghia
cta Lebesgue, trong d6 mot tap diém 12 md chi néu phan bil cia né 1a dong. Twong tuy nhu
vay, ho goi mot khoang 13 "md" néu né khong bao gdm it nhat mot trong cic diém cudi cia
né (Young, 1906, tr. 15-19).

Nhue vy, Young tiép cdn tdp mé bang mét quan niém sai lam vi mét tdp khéng dong
thi chua han 1a mét tdp mé, chang han trong ] €0 tdp khéng dong ciing khéng mé.
2.1.5.Quan niém triu twong cia Maurice Fréchet (QF) vé tdp déng

Nam 1904, Fréchet da khai quat héa khdng gian Euclide thanh nhiing khong gian
triru twong hon qua viéc gidi thiéu khéng gian L, nhim myc dich mé rong dinh i cua
Weierstrass rang mot ham lién tuc (cua mot hodc nhiéu bién thuc) trén mot khoang dong
va bi chin thi dat duoc chin trén nhé nhét cia né.

Sau d6, Fréchet dinh nghia p 1a mot “diém gigi han” cua tap con A caa X néu p la
gigi han ciia mot day nao dé cac phan tir khéc nhau cua A va A dugc dinh nghia 1a “dong”
néu n6 chira tat ca cac diém gioi han cua né.

Nhuw vdy, dinh nghia tdp dong cua Fréchet chinh xdc nhw cach cua Cantor, trong do
tdp dong la tap chira tat cd cdc diém gidi han cia né ma ngay nay goi la cdc diém tu.
Quan niém giai tich Fréchet (QF) vé tdp déng mang tinh triru twong khi khai quat hoa
khdng gian Euclide n chiéu thanh khdng gian L va sau dé la khong gian métric.

2.1.6. Quan niém t6pd cua Felix Hausdorff (QH) vé tdp ma va tdp dong

Y tudng vé mot tdp mé trong mot khong gian triru tuong (trai nguoc voi khong gian
Euclide n chiéu dya trén y tuong ciia Baire va Lebesgue) bat nguon tir Felix Hausdorff
trong nglr canh khong gian topd cua 6ng. Tuy nhién, cai ma Hausdorff goi 1& mot khong
gian topd 1a mot y tuong chuyén biét hon cai ma ngay nay dugc goi 1a khdng gian topd.
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Cé&i ma ong iy dung nhu y tudong nguyén thay 1a “lan can ciia mot diém”. Dé tranh su
nham 1an, ngudi ta goi cac khdng gian cua ong 4y 1a “khong gian lan can”. Hausdorff da
dinh nghia mot khong gian 1an can 12 mot tap E, ma cc phan tir cia n6 duoc goi la “diém”,
cung véi mot tap hop cac tap con cua E. C4c tap con nay dugce goi 1a cac 1an can va phai
tuén theo bén tién dé:

(A)  M3i diém x thudc it nhat mot I1an can cia U, va mdi Ian can U, chia x.

(B) Néu U, va V, la hai lan can cua cing mot diém x, thi c6 mot 1an can W, caa x sao

cho W cUNV.

(C) Néu mot diém y thugc lan can U, cia x, thi c6 mot 1an can V, cuay sao cho V, la

tap con cia U, .

(D) Néuxvay la hai diém phan biét, thi c6 mot 1an can U, ciia x va mot lan can V, cuay

sao cho U, ﬂVy =7 . (Hausdorff, 1914, tr. 213)

Ngay sau khi dua ra tién dé ciia minh cho mot khdng gian t0pd, Hausdorff d& dinh
nghia “diém trong” cia tap con A cia mot khong gian topd. Cu thé, x l1a mot diém trong caa A
néu 1an can nao d6 cua x 1a mot tap con caa A, va x dugc goi 1a mot diém bién caa A néu x
thuoc A nhung khong phai 1a mot diém trong cia A. Sau d6 mot tap A duoc dinh nghia 13 mot
tap mo (“Gebiet”) néu tat ca cac diém cua no 1a cac diém trong (1914, tr. 214-215). Cubi
cting, dng chi ra rang hop cua ho bét ki (dém dugc hay khong dém duoc) cua cac tap mo la
ma, va giao hitu han cua cac tap hop mo la mo.

Sau khi dinh nghia tap m¢ theo ngdn ngir 1an can, Hausdorff quay sang diém tu va
tap hop déng. Ong dinh nghia p 1a mot diém tu (“Haufungspunkt”) cia mot tap B néu moi
lan can cua p chira vo sé diém caa B. Mot tap duoc dinh nghia 1a dong néu n6 chua tat ca
cac diém ty cua nd. Sau d6, Hausdorff chi ra rang “giao cua ho bat ki cac tap déng la dong
va hop mot sb hiru han bat ki cac tap dong 1a dong.” (1914, tr. 219-225).

Nhue viy, Hausdorff la nguoi dau tién dinh nghia tdp mé theo cdc diém trong va tdp
dong theo cac diém tu sau khi éng xdy dwng khong gian topd bang hé thong tién dé duwa
trén cac |an cdn. Quan niém ciia Hausdorff vé tip déng va tdp md Ia quan niém topo,
mang tinh chdt triru tiwong va cé co ché doi twong nghién Ciru.

2.1.7. Quan niém topd cua Heinrich Tietze (QT) va Pavel Alekxandrov (QA) Vé tdp mo

Nam 1923, mot nha tdpd hoc nguoi Ao, Heinrich Tietze xuit ban bai bdo twa dé
Nhitng déng gép cho tOpd tong quat. I. Céc tién dé cho cic dang khdc cia khdi niém lin
Cdn trén tap chi ndi tiéng Mathematische Annalen. Khong nhu Hausdorff chi s dung
“Gebiet” thay cho tinh tir “mé” (“offen” trong tiéng Duc) dé mo ta mot tap, Tietze chip
nhan tinh tir “offen” trong cudn Vorlesungen iiber reelle Funktionen cia nha giai tich hoc
Constantin Carathéodory lam viéc tai Puc (1918, tr. 40) 1a nguoi da dé cap dén mot “offen
Menge” hay “tap mé” hon la “Gebiet” (Tietze, 1923, tr. 292).
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Tietze mong mudn tim mot tap hop cac tién d& cho mot khdng gian 1an can dugc
biéu dién v6i khai niém tap mo, hon 1a v6i khai niém l1an can nhu y tudng nguyén thuy.
Ong tiép can rat gin céc tién dé¢ ciia Hausdorff (A) - (D) va d4 dinh nghia cai ma chlng ta
s& goi mot khong gian O 14 tap E ma cac phan tir ctia nd duoc goi 1a diém, thoa man bon
diéu kién sau:

(A%) Mbi diém x thudc it nhat mot tap mo.

(B%) Néu U va V la c4c tap md véi it nhat mot diém chung, thi U (V12 mét tap mo.

(C°% Néu mdi diém x ciia A 12 mot phan tir cia mot tip con nao d6 cia A, thi A 1a mo.

(D% Néu x vay 1a cac diém phan biét thi c6 mot tap mo U chita x va mot tap mo V chia y

sao cho U va V roi nhau. (Tietze, 1923, tr. 294)

Tietze quan sat thiy rang trong khdng gian 1an can, tap hop cia tat ca cic tdp ma (tic
la céc tap con ciia khong gian chi chira cac diém trong) 12 mot khdng gian O. Nguoc lai,
néu trong mot khdng gian O, tit ca cac tip md ¢ chira mot diém x duogc coi 1 mot lan can
cta X thi ho cia tat ca cac tap, 1a cac lan can cia diém nao d6 cia khong gian, 12 mot khdng
gian lan can.

Nam 1925, nha t6pd hoc nguoi Nga, Pavel Alekxandrov xuat ban mot bai bao vé
top6 trong c&c khong gian Euclide trén tap chi Mathematische Annalen. Trong bai bao, 6ng
dua ra dinh nghia cac khdng gian Ian can cua Hausdorff theo ngon nglr tdp mé ma 6ng goi
14 “Gebiet”. Dinh nghia nay don gian hon rat nhiéu so v6i dinh nghia ciia Tietze:

(1) Giao cta hai tip mo 1 mo, va hop ciia mot tap bat ki cac tap ma 1a mo;

(2) Hai diém phén biét bat ki duoc chira trong cac tip mé roi nhau. (1925, tr. 298).

Nhue vdy, quan niém t0pd cua Heinrich Tietze (QT) va Pavel Alekxandrov (QA) vé
tdp mo 6 khac biér rdt Ion so véi quan niém ciia Hausdorff khi xdy dung khong gian cdc
lan cdn bang ngén ngit tip md, hay chinh xdc hon la xdy dung khong gian topd triru tuwong
trén tdp mo, va do dé co ché hoat dong cia khdi niém tip mé dwoe chuyén tiv vai trd doi
tieong nghién ciru (d@6i véi Hausdorff) sang doi twong cong cu twong minh. Hon nita, tdp
M& trong hai quan niém ndy c6 hinh thize thé hién khai niém todn hoc va mang tinh trimu
tuong.
2.1.8.Quan niém topd ciia Waclaw Sierpin'ski vé tip dong va tap mo

Nam 1926, Sierpin'ski, nha Topd hoc ngudi Ba Lan, dd cdng bd trén tap chi
Mathematische Annalen mot phan tich chi tiét vé ¥ tuong “tap dan xuat” A' cia A c6 thé
dugc st dung 1am co s cho t0pd bang cach dit nghién ctru ciia 6ng trong bdi canh cua tat
ca nhirng gi d8 dugc dua ra trong hai muoi nim trudce: diém gioi han cta Fréchet, diém tu
cia Riesz, khoang cach ctia Hausdorff va Fréchet va bao dong cua Kutarowski. Muc dich
cta bai bao la ching to t0pd c6 thé duoc phat trién nhu thé ndo bang cach ldy khai niém
caa tap din xuat 1am y tuong nguyén thay.
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Trong phan cudi cling caa bai viét, Sierpin'ski dd c6 mot cach tiép can khac va lay
khai niém “tap déng” 1am y twong nguyén thiry duy nhét. Sau d6 ong xem xét mot tap bat
Ki E khac rdng va mot tap bat ki F c&c tap con cia E, thoa man chi hai tién dé sau:

“(1) Tap E dong.

(2) Giao cua bat ki tap déng 1a déng.” (1926)

Do d6 cac phan tir cua F dugc dinh nghia 1a “dong”. Ong goi tap E clng voi tap F
C4c tap con nhu vay la mot khdng gian F. Sau d6, dng chitng minh rang mot tap E 1a mot
khong gian F néu va chi néu E c6 mot phép toan don diéu cua tap dan xuét, trong d6 tap
dan xuét caa A duoc xem 4 tap tat ca cac phan tir p cua E sao cho mdi tap dong bao ham
A\{p} chuap.

Tuong ty nhu vdy, 6ng da dwa ra mot bo tién dé cho bao dong mot tap sao cho E thoa
mé&n cac tién dé nay néu va chi néu E 1a mot khong gian F, trong d6 mot tap duoc xem la
dong néu né bang véi bao dong cua no.

Nam 1928, Sierpin'ski xuat ban bang tiéng Ba Lan mot cudn séch tya dé Topologia
ogblna (General Topology) ma duogc chuyén ngir tiéng Anh nim 1934. Trong tac pham
nay, ong tu coi minh Ia nguoi di theo con dwong cua Fréchet (cha khong phai cua
Hausdorff) va lay khéi niém nguyén thay Ia "tap ma™. Sierpin'ski gisi thiéu mot s6 it cac
tién dé cho céc tap mo trong chuong dau cta 6ng va sau d6 thém mot hozc nhidu tién dé
trong sau chuong sau.

Nhue viy, Sierpin'ski dinh nghia tdp dong la tap bang véi bao déng cia né trong bai
canh tiép can khdng gian t6pd bang ba cach khac nhau dia trén tdp dan xudt, tip mo va
tdp dong. Vi thé, quan niém topd cia Sierpin'ski (QS) vé tdp mé Va tdp déng c6 co ché
céng cu awong minh, mang hinh thic thé hién khai niém todn hoc, ¢ tinh triru frong va
tién dé hoa.

2.2. Mgt sé két qua thu dwec tir viéc phan tich lich si hinh thanh va phat trién cia
khéi nigm t@p me, tap dong
2.2.1. Nhitng diéu kién cho si hinh thanh tdp mé, tdp déng

Khai ni¢m tap dong ra doi nam 1884, khi Cantor nghién ctru mo rong dinh li cia 6ng
Vé tinh duy nhat ciia sy biéu dién mot ham sé thuc boi cac chudi lwong gidc cua né trong
truong hop ham sé d6 lién tuc va ca truong hop no khong lién tuc tai rai rac mot sd diém.
Téap dong dugc Cantor dinh nghia 1a mot tap chira tat ca cac diém gi61 han clia n6 va dinh
nghia ndy gan lién voi dinh nghia méi cua ong vé diém gioi han va tap din xuit ma ong
dua ra vao nam 1872.

Khai niém tdp mo ra doi ndm 1899, dudi tén goi ban dau 13 mién ma, khi Baire sir
dung dé chirng minh mét dinh i vé cac diéu kién dé trong mot mién md cho trude, tat ca
c4c ham ntra lién tyc trén c6 cing mot chin trén nho nhat. Mién mé cia Baire 12 tap hop
cac diém thudc mot qua cau mé S' trong khong gian Euclide n chiéu sao cho véi mdi
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diém c6 mot qua cau ban kinh duong nhan diém do6 1am tm ma tt ca cac diém ciia n6 déu
thuoe S'.

Tap mo co6 tén chinh thac trong luan an ctua Lebesgue nam 1902 khi 6ng gidi thiéu
d6 do Lebesgue va tich phan Lebesgue, trong d6 6ng dinh nghia mot tap trén duong thing
la mé néu né khong chira bat ki diém bién ndo cia nd; moi diém cua tdp mo 1a diém trong
cta nd va phan bl ciia mot tap mé 1a dong.
2.2.2.C4c quan niém gan lién véi tdp dong

- Quan niém giai tich caa Cantor (QC), Jordan (QJ), Fréchet (QF), Lebesgue (QL):
Cantor quan niém tap dong 1a tap chira tat ca diém gidi han cua né ma ngay nay goi la diém
ty; Jordan quan niém tap dong la tap chira tap dan xuét cia tap d6 ma ngiy nay chinh 1 tap
chira tat ca cac diém tu cua no; Fréchet quan niém tap déng giéng Jordan nhung khai quat
héa trong khéng gian L va khong gian Métric; Lebesgue quan niém tap dong 1a phan bu
caa tap mo.

- Quan ni¢m topd cua Hausdorff (QH), Sierpin'ski (QS): Hausdorff quan ni¢m tap
dong 1a tap cac diém tu cua nd gidng Jordan va Fréchet, nhung khai quat hoa trong khong
gian 1an can; Sierpin'ski quan niém tap dong 1a tap bang véi bao déng cua nd va quan niém
xay dung khong gian topd dua trén tap dong bang hé tién dé cho bao dong.
2.2.3.C4c quan niém gan lién véi tap mé

- Quan niém hinh hoc cua Dedekind (QDD), Baire (QBA): Dedekind xem xét tap mo
theo khoang cach trong khéng gian Euclide n chiéu ma ngay nay chinh la theo céc qua cau
ma; Baire dinh nghia tap mé (mién ma) qua cac qua cau mo trong khdng gian Euclide n
chiéu.

- Quan niém giai tich cua Lesbesgue (QL): 6ng quan niém tap ma theo diém bién va
cac diém trong va tong quat hoa khai niém tap ma cho khdng gian Euclide n chiéu.

- Quan niém topo cua Hausdorff (QH), Tietze (QT), Alekxandrov (QA), Sierpin'ski
(QS): Hausdorff 1a nguoi dau tién dinh nghia tip md theo cac diém trong va tap dong theo
cac diém ty trong Khong gian Topd dwoc xay dung trén cac 1an can; quan niém topd cua
Heinrich Tietze va Pavel Alekxandrov vé tip ma c6 khac biét rat 16n so vai quan niém cua
Hausdorff khi xay dung Khong gian c4c lan can bang ngdn ngit tip ma, hay chinh xac hon
la xay dung khdng gian topd triru twgng trén tap mo; Sierpin’'ski xay dyng khéng gian tdopd
dura trén tap mo bang hé tién dé cho tap mo.
2.2.4.Pdc trung tri thurc lugn cua khai niém tap mo, tap dong

Phan tich tri thirc luan qua trinh hinh thanh va phat trién caa khéi niém tap ma, tap
dong, chung t6i thdy cO c&c y tudng dong vai trd quan trong trong viéc hinh thanh khai
niém tap ma, tap dong; ddng thoi, con co cac khai niém gan lién véi tap mo, tap dong. Tir
do6 cho phép chiing t6i phéan loai khai niém tap mo, tap dong dua cac dac trung khoa hoc
ludn nhu sau:
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- Pic trung vé pham vi tac dong cua khai niém tap mg, tap dong: giai tich, t6po,
hinh hoc.

- Dic trung vé cac yéu td gan lién véi khai niém tap ma, tap dong: bao dong, diém
bién, bién, diém trong, diém gigi han, diém ty, qua cau dong, qua cau mo.

- Dic trung vé co ché hoat dong cua khai niém: cong cu ngam an, cong cu tudng
minh, ddi tuong nghién ciu.

- Pic trung vé hinh thie thé hién cua khai niém: khai niém tién toan hoc, khai niém
can toan hoc, khai niém toan hoc.

- Dic trung vé cach tiép can khéi niém: dia phuong.

- Dic trung vé cap do thé hién khai niém: cap do cu thé trén duong thing thuc, cép do
khéi quét trong khong gian Euclide n chiéu, cip d6 triru tuong hoa trong khong gian
Lesbesgue, khdng gian métric va khéng gian topd, tién dé hda trong khdng gian céc lan can
va trong khéng gian Top6.

- Dic trung vé tinh da tiép can khai niém tap ma: bang khong gian céc lan can, qua
cau ma, cac diém trong, bién, hop cia mot ho dém dugc céc tap mo.

- Dic trung vé tinh da tiép can khai niém tap dong: bang diém gidi han cua dy, phan
bl cua mot tap ma, bao dong, giao cua ho bat ki cac tap dong, hop mot s6 hiru han cac tap
dong.
2.2.5.Vai tro cia dwong thang thucJ doi véi viéc hiéu cac khai niém tdp déng, mo trong
khdng gian tong quéat

Tir két qua phan tich tri thirc luan, cho phép chung toi rit ra mot sé nhan dinh sau:

- Cac nha nghién ctru dé khai quat hoa khai niém khoang cach trong 7 va /7" thanh
khai niém métric. Cac khai niém vé tap dong va tap mé trong khdng gian métric tong quat
duogc ké thira tir cac khai niém tuong Gng trong 7 va [7".

- Taco thé dung cac minh hoa trong 7 va [J" dé lam rd cac tinh chat vé tap dong, tap
mé trong khong gian métric tong quat. Hon nira, mot tinh chét (ndo d6) néu dung vai moi
khong gian métric thi phai ding trong khdng gian/7". Do vay, ta ¢6 thé dung/7" nhu mot
truong hop dic biét dé kiém tra tinh chat nay.

- Tuy nhién, mot tinh chit (nio d6) dang trong khdng gian /7" thi chua chic bao toan
tinh dting trong khong gian métrtic tong quat.
2.2.6.Mét so chuéng ngai tri thuec lugn duwoc nhan dang

Phan tich tri thirc luan lich st cho phép xac dinh chudng ngai tri thic luan cua tap
m& 1a sy khai quat khai niém tap mé tir dudng thang thuc vao khéng gian Euclide n chiéu,
va tir khéng gian Euclide n chiéu sang khdng gian t6pd triru tugng va khéng gian métric
téng quat. Chuéng ngai ndy sinh ra trong su tién trién cia cac quan niém QL, QH, QT, QA
va QS. Tuong tu cho truong hop tap dong cling Véi sy tién trién ciia cac quan niém QF,
QH va Qs.
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3. Kétluan

Phan tich tri thirc luén lich sir d@ lam r6 cac giai doan va cac quan niém cua qua trinh
hinh thanh va phét trién ciia tip mo va tap dong. Hai quan niém anh huong 16n nhat dén su
hinh thanh va phét trién ciia chung, d6 1 quan niém giai tich va quan niém t6pd. Tap mo
va tap dong duoc xdy dung trudc hét trén duong thing thuc, vé sau duoc khai quat hoa
trong khdng gian Euclide n chiéu va duoc triru tugng hoa trong khdng gian métric va topo.
Dic biét, tp mé trd thanh yéu td co ban nhat voi vai trd cdng cu dé xay dung cac khong
gian topo.

Chinh sy triru twong hoa hai tri thirc ndy trong cac khéng gian métric va khéng gian
t6pd sinh ra chuéng ngai tri thirc luAn ma sinh vién khoa toan phai dwong dau khi nghién
ctru vé chung. Chang han, nhitng kinh nghiém trudc d6 cia sinh vién vé tap mo va tap
dong trong /7" ¢6 anh huong dén sy hiéu biét tinh “mo™ va “dong” ciia mot tap trong cac
khong gian métric tong quat. Pay chinh 1a mot van dé dit ra cho cac nha dao tao su pham
va nghién ciru didactic can quan tim khi giang day tri thirc tip md va tap dong cho sinh
vién nganh su pham Toan.

Chlng tdi s& trinh bay mot nghién ctru vé cic sai lam cua sinh vién lién quan dén
chudng ngai nay trong mot bai béo khac.

K2

% Tuyén bd vé quyén loi: Cac tac gid xac nhan hoan toan khéng cé xung dot vé quyén loi.
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