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TÓM TẮT 
Gần đây, bài toán MICZ-Kepler chín chiều được thiết lập để mô tả chuyển động của 

điện tử trong thế Coulomb với sự có mặt của đơn cực SO(8). Một điều rất thú vị là bài toán 
này tương đương với bài toán dao động tử điều hòa mười sáu chiều. Trong công trình này, 
chúng tôi đưa ra lời giải giải tích chính xác cho bài toán trong hệ tọa độ cầu chín chiều. 

Từ khóa: đơn cực-SO(8), bài toán MICZ-Kepler, phương trình Schrodinger. 
ABSTRACT 

Exact analitical solutions of  the nine-dimensional MICZ-Kepler problem 
Recentli, the nine-dimensional MICZ-Kepler problem has been established as a 

system which describes the motion of a nine-dimensional charged particle in the Coulomb 
potential with the presence of the SO(8) monopole. Interestingli, this system is equivalent 
to the sixteen-dimensional harmonic oscillator. In this research, the accurate analitical 
solutions of the Schrodinger equation of the nine-dimensional MICZ-Kepler problem are 
built in spherical coordinates  

Keywords: SO(8)-monopole, MICZ-Kepler problem, Schrodinger equation. 
 

1. Giới thiệu 
Bài toán MICZ-Kepler được Zwanziger, Mc Intosh và Cisneros xây dựng từ 

những năm 60 [7,16], bằng cách mở rộng bài toán Kepler khi thêm vào hệ này trường 
đơn cực từ Dirac. Đây là một bài toán quan trọng được khảo sát nhiều bằng các phương 
pháp khác nhau trong vài thập niên qua và đến bây giờ vẫn còn được quan tâm. Mở 
rộng bài toán này cho không gian nhiều chiều là việc rất tự nhiên và được đưa ra trong 
nhiều công trình [5-6]. Tuy nhiên, đáng chú ý nhất là các trường hợp không gian 2 
chiều, 3 chiều, 5 chiều và 9 chiều. Bài toán MICZ-Kepler trong các không gian này có 
một vị trí rất đặc biệt, do nó lần lượt tương đương với bài toán dao động tử điều hòa 2 
chiều, 4 chiều, 8 chiều và 16 chiều [12-15]. Một điều thú vị là các phép biến đổi kết nối 
các bài toán này liên quan đến định lí Hurwitz 1, 2, 4, 8 [1] được đưa ra từ cuối thế kỉ 
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XIX cho việc xây dựng các đại số chia chuẩn hóa liên quan đến số thực, số phức, số 
quaternion và số octonion [1,3]. Định lí này cho thấy chỉ tồn tại mối liên kết giữa bài 
toán Coulomb với bài toán dao động tử điều hòa cho 4 trường hợp nêu trên. Sau bài 
toán MICZ-Kepler 3 chiều, bài toán MICZ-Kepler 5 chiều được xây dựng từ các công 
trình và nghiên cứu rất kĩ trong các công trình [4,9]. Riêng bài toán MICZ-Kepler 9 
chiều, trường hợp cuối cùng trong các bài toán MICZ-Kepler nêu trên, được đưa ra và 
nghiên cứu gần đây [12,14,15]. 

Bài toán MICZ-Kepler chín chiều được đưa ra [12,14,15] mô tả chuyển động của 
hạt mang điện trong trường Coulomb và trường đơn cực-SO(8). Việc xây dựng bài toán 
này xuất phát từ việc tìm ra phép biến đổi bình phương song tuyến kết nối bài toán 
Coulomb chín chiều với dao động tử điều hòa 16 chiều. Một trường đơn cực được xây 
dựng sao cho khi kết hợp bài toán Coulomb với nó sẽ tương đương với dao động tử 
điều hòa 16 chiều. Kết quả cho thấy đó là trường đơn cực SO(8) [14]. Một điều rất thú 
vị là từ hướng tiếp cận khác, phân thớ Hopf [9] và mở rộng phân thớ này cho trường 
hợp 8

15 7
SS S  cũng đã đưa ra khái niệm đơn cực SO(8) [3]. 

Mặc dù với công cụ rất mạnh là lí thuyết nhóm được sử dụng trong các công trình 
[3] đã đưa ra một loạt các kết quả quan trọng trong khảo sát hiệu ứng Hall lượng tử khi 
hạt chuyển động trong trường định chuẩn SO(8), bài toán MICZ-Kepler 9 chiều được 
khảo sát sau đó bằng phương pháp giải tích tường minh [12,14,15] vẫn có nhiều vật lí 
mới. Trong công trình [14], chúng tôi đã chứng minh chuyển động của hạt mang điện 
trong trường Coulomb và trường đơn cực SO(8) (bài toán MICZ-Kepler 9 chiều) là 
tương đương với bài toán dao động tử điều hòa 16 chiều. Tiếp theo đó chúng tôi tìm ra 
đối xứng ẩn của bài toán MICZ-Kepler 9 chiều là véc-tơ Runge-Lenz mở rộng [12] từ 
đây xây dựng nhóm đối xứng của bài toán là SO(10) và nhóm đối xứng động lực của 
bài toán là SO(10,2) [15]. Như vậy, có thể nói nghiên cứu bài toán MICZ-Kepler 9 
chiều là có ý nghĩa và trong công trình này chúng tôi sẽ xây dựng hàm sóng tường 
minh và năng lượng tương ứng cho bài toán này trong hệ tọa độ cầu. 
2. Bài toán MICZ-Kepler chín chiều 

Bài toán MICZ-Kepler chín chiều là một hệ bao gồm chuyển động của hạt mang 
điện và có isospin chuyển động trong trường Coulomb và trường đơn cực theo mô hình 
SO(8) với các toán tử động lượng có dạng sau: 

ˆˆ j k kj
j

i A Q
x




  


,         9
9

ˆ i
x




 


 (1) 

với chỉ số ( 1, 2,...,8j  ). Khi cần kí hiệu cả 9 thành phần xung lượng ta sử dụng chỉ số 
là kí tự Hi Lạp có giá trị từ 1 đến 9: ˆ , 1, 2,...,9   .  Từ đây trở về sau sự lập lại các 
chỉ số Latinh có nghĩa lấy tổng theo chỉ số đó từ 1 đến 8, trong khi sự lập lại chỉ số Hi 
Lạp có nghĩa là lấy tổng theo chỉ số đó từ 1 đến 9. 
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Trong biểu thức (1) ta có thành phần tương tác ˆ
k kjA Q  với: 

 9

, ( 1,..,8)k
k

xA k
r r x

 


  (2)
 

và hệ 56 toán tử ˆ
kjQ  phản đối xứng ˆ ˆ

kj jkQ Q   tạo thành một đại số kín SO(8): 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,jk mn jm kn kn jm jn km km jnQ Q i Q i Q i Q i Q           (3) 

trong đó jk  là kí hiệu Kronecker. Do các toán tử này là phản đối xứng cho nên ta có 
tất cả 28 toán tử độc lập. Trong công trình [13], chúng tôi đã đưa ra dạng tường minh 
của hệ toán tử ˆ

kjQ  thông qua 7 tham số là biến số góc ( 1 2 3 1 2 3 4, , , , , ,       ). Tuy 

nhiên, để khảo sát bài toán chúng ta có thể chọn dạng tường minh của các toán tử ˆ
kjQ  

bất kì thỏa mãn các tính chất giao hoán (3).  
Bây giờ ta viết phương trình Schrodinger cho bài toán MICZ-Kepler chín chiều 

[6-8] trong hệ đơn vị nguyên tử như sau: 
2

2
2

ˆ1 ˆ ( ) ( )
2 8

Q E
r r


 

      
 

r rZ   (4) 

trong đó, Z , E lần lượt là điện tích hạt nhân và năng lượng của hạt; 2 ˆ ˆ     với toán 

tử xung lượng được định nghĩa ở công thức (1); toán tử bình phương 2ˆ ˆ ˆ
jk jkQ Q Q ; 

r x x   là khoảng cách trong không gian 9 chiều.  

Ta khai triển phương trình (4) thu được dạng sau:  

   
2

9 9

ˆ ˆ ˆ1 ( ) 0
2 2 4

kj kjQ L Q E
r r x r r x r

 
           

rZ   (5) 

trong đó, toán tử Laplace trong không gian 9 chiều và các toán tử ˆ
kjL  được định nghĩa:  

2

x x 


 

 
 , ˆ

kj k j
j k

L x i x i
x x

    
          

.   (6) 

Ta dễ dàng kiểm chứng các toán tử là toán tử ˆ
kjL  phản xứng với các chỉ số j, k và 

thỏa mãn hệ thức giao hoán của đại số SO(8) như sau:  
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,kj mn km jn jn km kn jm jm knL L i L i L i L i L          . (7)  

3. Bài toán MICZ-Kepler trong hệ tọa độ cầu 
Ta sẽ giải phương trình (5) trong tọa độ cầu 9 chiều, được định nghĩa qua phép 

biến đổi sau:  
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9

8 6

7 6 5

6 6 5 4

5 6 5 4 3

4 6 5 4 3 2

3 6 5 4 3 2 1

2 6 5 4 3 2 1

cos
sin cos
sin sin cos
sin sin sin cos
sin sin sin sin cos
sin sin sin sin sin cos
sin sin sin sin sin sin cos
sin sin sin sin sin sin sin c

x r
x r
x r
x r
x r
x r
x r
x r


 
  
   
    
     
      
      















 0

1 6 5 4 3 2 1 0

os
sin sin sin sin sin sin sin sinx r


       

 (8) 

Các biến số trong tọa độ cầu có miền giá trị sau: 

1 2 3 4 5 6 0: 0 ; , , , , , , :  0 ; : 0 2r             .   (9) 

Toán tử Laplace trong không gian 9 chiều trong tọa độ cầu có dạng sau: 
2

8 7 2
8 2 7 2 2

1 1 4 ˆsin
sin sin

r L
x x r r r r r 


   

                    
  (10) 

trong đó  2ˆ ˆ ˆ
kj kjL L L k j  ; các toán tử ˆ

kjL  chỉ phụ thuộc vào 7 góc 

0 1 2 3 4 5 6, , , , , ,       . Để thuận lợi tính toán chúng ta chọn dạng tường minh các toán 

tử ˆ
kjQ  có dạng tường minh giống ˆ

kjL  với việc thay các góc 0 1 2 3 4 5 6, , , , , ,        bằng 

các góc 0 1 2 3 4 5 6, , , , , ,             . Ta thấy các toán tử ˆ
kjL và  ˆ

kjQ  là hàm của các biến số 
khác nhau cho nên:  

ˆˆ , 0kj mnL Q     

với các chỉ số bất kì. Ta định nghĩa các toán tử mới như sau: 
ˆˆ ˆ

kj kj kjJ L Q     (11) 

và dễ dàng kiểm chứng các toán tử này cũng thỏa mãn điều kiện quan hệ giao hoán của 
nhóm SO(8):  

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,kj mn km jn jn km kn jm jm knJ J i J i J i J i J          .   (12) 

Ta có thể viết lại phương trình (5) trong tọa độ cầu như sau: 

8 7
8 2 7

2 2

2 2 2 2

1 1 sin
2 2 sin

ˆ ˆ
( , , ) 0

8 sin / 2 8 cos / 2

r
r r r r

L J E r
r r r


  

 
 

                  

     


Z
 (13) 
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với toán tử bình phương  2ˆ ˆ ˆ
kj jkJ J J k j  . Ở đây kí hiệu   có nghĩa là 7 góc 

0 1 2 3 4 5 6, , , , , ,        như trong biến đổi (8). Thông thường, nếu ta sử dụng biểu diễn 

các toán tử ˆ
kjQ là các ma trận bậc 8 thì hàm sóng ( , , )r    sẽ là các spinor có 8 thành 

phần. Tuy nhiên ở đây chúng ta sử dụng các toán tử SO(8) là các toán tử vi phân được 
tham số hóa qua 7 biến số góc 0 1 2 3 4 5 6, , , , , ,             . Lúc này hàm sóng ( , , )r    
ngoài 9 biến số không gian còn phụ thuộc vào 7 tham số của đại số SO(8) chứa trong 
các toán tử ˆ ( )kjQ  . Ta sẽ kí hiệu hàm sóng là ( , , , )r     . 

Đặt toán tử 
2 2

2 7
7 2 2

ˆ ˆ1ˆ sin
sin 4sin / 2 4cos / 2

L J
    

         
  (14) 

là toán tử mô-men động lượng toàn phần mở rộng, ta viết lại phương trình Schrodinger: 
2

8
8 2

ˆ1 ( , , , ) 0
2 2

r E r
r r r r r

  
               


Z  . (15) 

Ta thấy phương trình (15) có sự phân li biến số giữa ,r   và nhóm các góc ( , )  . 
Điều này cho phép ta tìm nghiệm giải tích chính xác cho bài toán MICZ-Kepler 9 
chiều. 
4. Thành phần hàm sóng theo nhóm các góc ( , )   

Theo phép biến đổi (8), dạng tường minh của toán tử 2L̂ được viết như sau 
77

2 1
2 1

1 1

1 1ˆ sin
sin sin

m
mm

m j m j m m m

L  
   




  

    
            

 

 

Dạng tường minh của toán tử 2Q̂  có thể lấy từ biểu thức trên bằng việc thay 

   . Vì vậy, chỉ cần tìm hàm riêng và trị riêng của 2L̂  ta có thể suy ra nghiệm của 
2Q̂  và ngược lại. Một điều dễ dàng nhận thấy ở các các số hạng trong toán tử 2L̂  là các 

đạo hàm theo các biến số góc ở các số hạng là độc lập nhau nên hàm riêng của 2L̂  là 

tích các hàm theo các góc độc lập    
6

0
j j

j

D  


  .  

Tác động 2L̂  lên  D   và tiến hành tách biến ta được 7 phương trình vi phân bậc 

hai theo góc j  1,..,7j  , trong đó phương trình hàm sóng  0 0  là khác dạng so 

với các hàm sóng  j j   1,..,6j  . 
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   
2

2
0 0 0 0 02

0

l 



   


, với nghiệm    0 0 0 0exp il   , l1 là số nguyên. 

2
1 1

2 2

( 1)
cot ( ) ( ) ( )

sin
j j

j j j j j j j
j j j

l l j
j l l j  

  
    

          
     (16) 

với 1,..,6j   và jl  là số bất kì. Các phương trình (16) có cùng dạng: 

     2 1
2 1

2 2

1 sin
sin cos s

2

2

2

1
in

d
d

a a d b b d
c c d    




 
    

        
 

              (17) 

với 1 / 2ja b l   .   11 / 2, / 2,j jd j a b l c l      

Giải phương trình (17), ta được phương trình siêu bội có nghiệm là đa thức 
Gegenbauer hoặc  đa  Legendre liên kết loại 1 [14]   

   / 2 /22
/2s( )( 2 2 ) in cos

( 2 )!
d

j j c d
a d

j j
c d c a d P

c a
  



  
 


   

với điều kiện các chỉ số lượng tử jl  phải là các số nguyên thỏa mãn 

0 1 6   ...  l l l L    .  

 Kết hợp lại ta có hàm riêng của toán tử 2L̂  là hàm cầu bảy chiều suy rộng: 

    
1 5

6
,
,..., 0

1

1 exp( )
2

lL m
l l l j j

j
D im  

 

    (18) 

ứng với trị riêng là  6L L   (L=0,1,2,...). Ở đây, chỉ số lượng tử 0l  khác chỉ số 

lượng tử khác, nó là số nguyên và là nghiệm riêng của toán tử 12L̂ , ta có thể xem nó 
như số lượng tử từ. Từ đây để phân biệt ta kí hiệu 0 ll m : 1 1ll m l   . 

Dạng tường minh của toán tử 2Q̂  tương tự như 2L̂  bằng việc thay    . Giải 
tương tự ta có được hàm riêng 

   
1 5

6
,
,..., 0

1

1 exp( )
2

qQ m
q q q j j

j
D im  

 

           (19) 

với trị riêng  6Q Q  . Ở đây ta kí hiệu 6 0, qq Q q m   với miền biến đổi của các chỉ số 
lượng tử là: 0,1,2,...Q  ; 1 2 5, ,...,q q q  là các số nguyên không âm thỏa điều kiện  

1 2 3 4 50 q q q q q Q      ;  qm  là số nguyên thỏa điều kiện  1 1qq m q   .  
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Xây dựng hàm riêng của toán tử 2Ĵ  và  12Ĵ  trong đó không có sự tách biến giữa 
hai nhóm biến số   và   . Việc xây dựng hàm sóng thế này hoàn toàn tương tự như 
đã làm cho việc cộng mô-men quỹ đạo trong các không gian thấp chiều hơn. Ta viết 
hàm sóng dưới dạng tổ hợp của tích của hàm sóng (18) với hàm sóng (19): 

     5 4 3 2 1

5 4 3 2 1 5 4 3 2 1 5 4 3 2 1 5 4 3 2 1 5 4 3 2 1

5 1
5 1...

,
...

, ,j ql

j l q
l

q

Jj j j j j m QmLm
Jj j j j j m s s Ll l l l l m Qq q q q q m l l l l l s q q q q q s

Ll l m
Qq q m

C D D      
  

 (20) 

và tìm các hệ số  5 4 3 2 1

5 4 3 2 1 5 4 3 2 1,
j

l q

Jj j j j j m
Ll l l l l m Qq q q q q mC  sao cho (20) là hàm riêng của 2Ĵ  ứng với trị 

riêng là  6J J  . Ta thấy với cách xây dựng như trên thì (25) vẫn là hàm riêng của 

toán tử 2L̂  và 2Q̂  ứng với trị riêng  6L L 
 

và  6Q Q 
 

tương ứng. 
5 4 3 2 1

5 4 3 2 1 5 4 3 2 1,
j

l q

Jj j j j j m
Ll l l l l m Qq q q q q mC  là hệ số Clebsh-Gordan, quy trình xây dựng nó được đưa ra trong 

[11] cho việc cộng mô-men trong không gian nhiều chiều bất kì ứng với nhóm quay 
SO(n). Ta sẽ không lập lại các tính toán đó cho nhóm SO(8) cho hàm cầu 7 chiều (10) 
mà chỉ giới hạn trong việc xác định các chỉ số lượng tử. Các chỉ số lượng tử thỏa mãn 
điều kiện sau [11]: 

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3 3

4 4 4 4 4 4 4 4 4

5 5 5 5 5 5 5 5 5

;

, 1, 2,..., ;

, 2, 4,..., ;

, 2, 4,..., ;

, 2, 4,..., ;

, 2, 4,..., ;

, 2,

j l qm m m

j l q l q l q l q

j l q l q l q l q

j l q l q l q l q

j l q l q l q l q

j l q l q l q l q

J L Q L Q L Q

 

      

      

      

      

      

      4,..., .L Q












 

        (21)                       

5. Thành phần hàm sóng theo góc cực   
Bây giờ ta xét phương trình (13) và tính đến sự phân li biến số. ta thấy rằng các 

thành phần đạo hàm theo các biến số ,r   ở các số hạng độc lập nhau nên hàm sóng là 
tích hai hàm độc lập theo r và  . Do đó, có thể viết  

1 5, , ,..,( , , , ) ( ) ( ) ( )
jJ m j jr R r Z         thế vào phương trình (13) ta có 2 phương 

trình sau:  

      
/ / / /

7
7 2 2

1 ( 3) ( 3)sin ( ) ( 7) ( )
sin sin ( / 2) cos ( / 2)

L L J J Z Z    
    

                 
(22)
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8
8 2

1 ( 7) 2 ( ) 0r E R r
r r r r r

                    

Z                                      (23) 

với ( 7)    là hệ số tách biến cũng là trị riêng của 2̂  

Bây giờ ta tiến hành giải lần lượt các phương trình (22), (23) để tìm các hàm sóng 
( ), ( )R r Z  . Đầu tiên ta sẽ giải phương trình (22) để tìm hàm sóng ( )Z  . Để giải 

phương trình này, ta đặt một biến số mới (1 cos ) / 2y    và viết ( )Z   dưới dạng:
 / /

( ) (1 ) ( )L J
LJZ C y y W y    (24) 

trong đó, LJC  là hệ số chuẩn hóa.  

Thế (24) mới vào phương trình (22), ta được phương trình siêu bội 
2

2(1 ) [ ( 1) ] 0d W d Wy y y W
dy dy

            (25) 

có nghiệm là hàm siêu bội    2 1 , , ,W y F y    với / / ,L J      
/ / /7, 2 4L J L        . Để hàm W(y) là hàm hội tụ thì 

/ /L J n       , 0,1, 2...n   

suy ra  / / / / / /, 1,...n L J L J L J        . Với điều kiện này thì   là số nguyên 

hoặc bán nguyên phụ thuộc vào / /,L J . 

Tiếp tục đặt / /2 3, 2 3a J b L     thì hàm  W y  được viết như sau: 

( , )
2 1

! ( 1)1 cos(cos ) , 1, 1, (cos )
2 ( 1)

a b
n

n aW F n n a b a P
n a 


 

 
             

trong đó ( , ) (cos )a b
nP


  là đa thức Jacobi. Để tính hệ số chuẩn hóa, ta sử dụng tính chất 
sau của đa thức Jacobi  

 

   
1 1

( , ) ( , )

1

2 ( 1) ( 1)1 1 ( ) ( )
2 1 ! ( 1)

a b
a b a b a b

n n nn
n a n by y P y P y dy

n a b n n a b


 

 


     
  

      
  
với điều kiện chuẩn hóa: 

   * 7

0

sinLJ LJZ Z d


         (26) 

ta tìm được hệ số chuẩn hóa LJC . Cuối cùng ta có được thành phần hàm sóng theo góc 
  như sau: 
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   

/ /

/ / / /

/ /

/ / / /

/ / / /2 2 7

(2 3,2 3)

2 7 ( )! ( 7)( )
( 4) ( 4)2

1 cos 1 cos (cos )

LJ J L

L J J L
J L

J L J LZ
J L J L

P





  
 

  

 

 
 

      


       

  

 (27) 

6. Thành phần hàm sóng theo bán kính r và năng lượng của bài toán 
Để giải phương trình (23) tìm thành phần hàm sóng theo bán kính r và năng 

lượng của bài toán MICZ-Kepler, ta đặt biến số mới 2 2z Er   và viết lại hàm 
theo bán kính như sau: 

2( ) ( )ErR r r e f r    (28) 

Lúc này, phương trình (22) trở thành phương trình siêu bội theo f(z) như sau: 
2

2

( ) ( )(8 2 ) 4 ( )
2

f z f zz z f z
z z E

 
            

Z
 (29) 

Nghiệm của phương trình trên của là hàm siêu bội: 

1 1( ) ( 4 ,8 2 , )
2

f z F z
E

    

Z

 (30)
 

khi z  , để hàm f hội tụ thì  4 , 0,1,2,...
2 r rn n

E
     


Z

 

Ta suy ra được năng lượng của bài toán MICZ-Kepler chín chiều hoàn toàn phù 
hợp với với công trình [15]: 

 

2

22 / 2 4
E

N





Z
     với / /

2 r r
N n n J L n       , 0,1, 2,..N     (31) 

Thành phần hàm sóng theo bán kính ( )R r được viết tường minh: 

2
1 1( ) ( / 2 ,8 2 ,2 2 )Er

N NR r C r e F N Er
        

 Với điều kiện chuẩn hóa hàm sóng 

8

0
( ) ( )N N NNR r R r r dr  



   

Áp dụng tính chất của hàm siêu bội trong [10]: 

   
   

        
     

121
2

00

! 1 ... 1 ...
, , 1

1 ... 1 1 ! 1 ...

n
kz

s

n n n n s s s s
e z F n kz dz

k n s k s


 

      


     

 
 



                            


Ta tính được hệ số chuẩn hóa của hàm bán kính:  
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   
 
 

9/2

5

/ 2 7 !16
/ 2 !/ 2 4 2 7 !

N
N

C
NN




 


 
Z .  (32) 

7. Kết luận và hướng phát triển 
Bài toán MICZ-Kepler  chín chiều đã được chúng tôi tìm lời giải chính xác cho 

hàm sóng và năng lượng bằng việc tách hàm sóng thành các hàm thành phần chỉ theo 
bán kính r, theo góc phương vị   và theo tổ hợp của hai bộ hàm cầu suy rộng bảy 
chiều. Bài toán còn nhiều vấn đề để khảo sát như: giải bài toán trong các hệ trục tọa độ 
khác, xác định hàm sóng và năng lượng của bài toán bằng lí thuyết nhóm thông qua các 
toán tử Casimir, tính chất siêu khả tích của bài toán.  Đây chính là nội dung chúng tôi 
sẽ nghiên cứu trong các công trình tiếp theo. 
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