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MO HINH HOA TRONG DAY HQC
KHAI NIEM PAO HAM

LE TH| HOAI CHAU

TOM TAT
Cac khai niém lién quan dén van dé mé hinh hoa trong day hoc Toan duoc gici thiéu
tom lugc o phan dau bai b&o. Dé t6 chirc day hoc mét tri thirc theo cdach tiép cdn mé hinh
hoa, yeu to dau tién can tinh den la nghia cia tri thirc nay, tirc [a nhitng van dé ma viéc
giai quyet doi hoi phai cé sw can thiép cua tri thirc do. Phan thir hai cua bai bao danh cho
viéc lam rd cac nghia khdac nhau lién ket trong khai niém dao ham. Trong thuc té, nhitng
nghia doé c6 dwoc hoc sinh huy dong khi ho dimg trudc mét tinh huong ngoai toan hoc hay
khéng? Cau tra loi sé im thay trong nghién ciru thuc nghiém ma ching téi trinh bay ¢
phan cuoi cua bai bao. Két qua thu duoc tir bai bao sé cho thay nhitng yéu to can tinh dén
khi day hoc khadi niém dao ham theo cach tiép cdn mé hinh hoa.
Tir khéa: md hinh hoa, dao ham, van tdc tirc thoi, tiép tuyén, xap xi afine.
ABSTRACT
Modeling in teaching the concept of derivative

The concepts related to modeling in mathematics teaching are introduced in the first
part of this paper. To organize the teaching activity for a knowledge module following the
modeling approach, the first factor to take into account is the significance of this knowledge,
that is, the problem to which the solution requyres the intervention of such knowledge. The
second part of the article is devoted to clarify the different meanings associated to derivative
concept. In fact, are these meanings utilized by students in a situation beyond mathematics
or not? The answer will be found in empirical studies presented at the end of the article. The
results obtained from the paper will identify the factors to consider when teaching the
concept of derivative following the modeling approach.

Keywords: modeling, dérivative, instantaneous velocity, tangent, approximately affine.

Toan hoc bat ngudn tir thyc tién, va moi li thuyét toan hoc du triru twrong dén dau
ciing déu tim thay tng dung cua chiing trong thuc tién (tir “thyc tién” & day dugc dung
theo nghia rong, bao gdm ca thyc té cudc song 1an cac khoa hoc khac). Thé nhung, xu
hudng dat muc tiéu day hoc (DH) Toéan vao viéc cung cap nhimg kién thirc pho thong,
rén luyén ki nang giai mot sé dang toan tiéu biéu gan lién voi ching d4 khién cho kién
thirc toan day ¢ nha truong trd nén hinh thirc, kho khan, khong may hap dan va bo ich
d6i v6i dai da sé hoc sinh (HS).

Nhan thay bat cap nay, chuong trinh giang day Toan & nhiéu nude trén thé gisi tir
may thap nién qua d& chd trong dén muc tiéu phét trién ning luc st dung mot cach
séng tao nhirng kién thirc va Ki ning toan hoc khac nhau vao viéc giai quyét cac van dé
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da dang do thyc tién dat ra. Nhitng chuong trinh ciing nhu nhimng kiéu DH thién vé
kién thirc han 1am, xa roi thuc tién dang dan dan bi loai bo.
1. M0 hinh hoa toan hoc

Dé sir dung kién thirc va Ki ning toan vao viéc gii quyét mot van dé cua thuc
tien, nguoi ta phai trai qua cac budc ctua qua trinh mé hinh hoa toan hoc — qua trinh
chuyén van de¢ thudc linh vuc ngoai todn hoc thanh van dé cua toan hoc, roi st dung
cac cong cu toan dé tim cau tra 161 cho van dé dugc dat ra ban dau. Dudi day, ching toi
sé€ trinh bay ngan gon mot vai khai niém co ban lién quan dén qua trinh mé hinh hoa
toan hoc.

1.1. Hé thong va md hinh

NGi vé& qua trinh md hinh héa toan hoc, Chevallard (1989) xuat phat tir hai khai
niém hé thong va mdé hinh - cua hé thong nay. Ong lay lai dinh nghia néu trong
Encyclopaedia universalis, theo d6 thi moi hé thong 1a mét tap hgp cac phan tir véi
nhimg tac dong qua lai gittra chiing, ma nhing tac dong nay phai tuan theo mot so
nguyén li hay quy tac nao do dac trung cho hé thong nay.

MG hinh 13 mot mau, mot dai dién, mot minh hoa dugc thiét ké dé mo ta céu tric
cua h¢ thong, cach van hanh ctia mot hodc cac sy vat, hién tugng thudc hé thong nay.
Nguoi ta thuong sir dung khai niém mo hinh vai hai nghia khac nhau.

Theo nghia thtr nhat, md hinh 1a mot ban sao, mot vi du, ¢6 nhimg tinh chét dac
trung cho sy vat goc ma moé hinh do6 biéu dién. Vi nghia nay thi cac khoi cau, chop,
non (cu thé, vat chat) dugc st dung trong DH hinh hoc 1a nhitng mé hinh cua cac khai
niém hinh cau, hinh chdp, hinh non. Hay tap hgp R? véi hai phép toan dugce dinh nghia
nhu sau:

V (x1, X3), (1, ¥2) ER?, Va €R:

(x1,%2) + (y1,¥2) = (1 + Y1, %2 + ¥2)
a (xq,x3) = (axq, ax;)
la mot mé hinh cia khong gian vecto triru twgng dinh nghia trong Dai s6 tuyén tinh.

Theo nghia thir hai thi mé hinh 1a mgt biéu dién cho cac phan quan trong ciia mot
hé thong (cO san hoac sap dugc xay dung) voi muc dich nghién ctru hé thong do. NOi
cach khac, mod hinh 1a cai thu dugc tir viéc dién dat theo mot ngdn ngir nao do cac dac
trung chu yéu cia mot tinh hudong, mot hé thong ma nguoi ta can nghién ctru. Céch
biéu dién nay tuan theo mot tap hop cac quy tac nao do. Khi cac quy tac ay la quy tac
toan hoc thi mot mé hinh toan hoc da dugc tao ra.

Bai bao nay stir dung thuat ngir m6 hinh theo nghia thir hai.

1.2. M®b hinh hoa toan hgc

Mb hinh toan hoc 1a su giai thich bang todn hoc cho mot hé thdng ngoai toan hoc
v&i nhiing cau hoi xac dinh ma nguoi ta dat ra trén hé thong nay. Qué trinh mé hinh
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hoa toén hoc 1a qué trinh thiét 1ap mot mé hinh todn hoc cho van dé ngoai toan hoc,
giai quyét van dé trong md hinh do, roi thé hién va dénh gia 10i giai trong ngit canh
thyc té, cai tién mo hinh néu cach giai quyét khdng thé chap nhan. Trong phan con lai
cua bai viét, dé ngin gon, chung toi s& dung thuat ngir md hinh héa thay cho mé hinh
héa toan hoc.

NGi V& qua trinh md hinh hda, L. Coulange (1997) phan biét ba khai niém khac
nhau: bai todn thuc tién (probléme concret), bai toan phong thuc tién (probléme pseudo
—concret) va bai toan toan hoc (probléme mathématique) (tham khao [3], Lé Vin Tién,
2005, tr. 93). Vi ba khai niém nay, L. Coulange (1997) dua vao cac thuét ngt mé hinh
thuee tién, mé hinh phong thue tién, mé hinh todn hoc, va chia qua trinh mé hinh héa
thanh 4 budec.

Phong theo Coulange (1997), chung t6i dua ra dudi day so d6 tom luge cac bude
cua qua trinh mé hinh hoa:

MO HINH THUC TIEN PHAM VINGOAI TOAN HQC
Hé théng hay tinh huéng ngoai toan hoc

Céu hdi lién quan dén hé théng Cau tra loi
(Bai todn thuc tién) cho bai toan thwe tién

(1) Rit gon hé thong
(gitt lai nhitng thong tin thoa dang) (4)

|
Cau tra loi cho bai toan

MO HINH PHONG THUC TIEN
Bai todn phong thuce tién

PHAM VI PHONG THUC TIEN A

(2) Phat biéu van dé bang ngdn ngit

toan hoc da luwa chon (4)
MO HINH TOAN HQC PHAM VI TOAN HOC

(3) Giai bai toan Cau tra loi

Bai todn todn hoc

cho bai toan toan hoc

So dé. Qud trinh mé hinh héa

Ching t6i cu thé hoa 4 bude clia qua trinh md hinh héa nhu sau:

Buwéc 1. Xay dung mo hinh phong thue tién cua van dé, tic 1a xac dinh cac yéu t6
€O y nghia quan trong nhat trong hé thong va xac lap nhirng quy luat ma chdng ta phai
tuén theo.

Buwéc 2. Xay dung mé hinh toan hoc cho van dé dang xét, tirc 12 dién ta lai dudi
dang ngén ngit toan hoc cho mo hinh phong thyc tién. Luu y 14 ing véi van dé dang
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xem xét ¢6 thé c6 nhiéu mé hinh toan hoc khac nhau, tiy theo chd cac yéu té ndo cua
hé thong va moi lién hé nao gitra chung dugc xem la quan trong.

Buwéc 3. Str dung cac cong cu toan hoc dé khao sat va giai quyét bai toan hinh
thanh ¢ budc hai.

Budc 4. Phan tich va kiém dinh lai cac két qua thu dugc trong bude ba. O day,
nguoi ta phai xac dinh mirc d¢ phu hop ciia mo hinh va két qua tinh toan voi van dé
thuc t€. Néu két qua khong thé chap nhan dugc thi phai ldp lai qua trinh dé tim céu tra
[61 phu hop cho bai toan ban dau.

1.3. M0 hinh hoa trong day hoc toan

Vian dé 1a phai boi dudng cho HS ning luc giai quyét cac van dé cia thyc tién
bang nhirng kién thirc toan ma ho thu nhan dugc. Viéc gan DH Toan véi giai quyet cac
van dé cua thyuc tién mang lai nhiéu loi ich. Trudc hét n6 gitp HS hiéu nghia cua tri
thire hoc dugc, li do ton tai va lgi ich ciia nd cho cudce song cd nhan ciing nhu x& hoi.
Sau d6, quan diém DH gan vdi mo hinh nd ¢d thé tao hung tht hoc tap, rén luyén nang
luc tu duy cho HS.

NGi vé mé hinh héa trong DH Toan, tac gia Lé Van Tién (2005) phan biét hai
khai niém DH md hinh hdéa va DH bang mé hinh hoa.

DH md hinh hda la day hoc cach thirc xay dung mé hinh toan hoc cua thyc tién, nham

t61i trd 101 cho nhitng cdu hoi, van dé nay sinh tir thyc tién.

[...] Quy trinh DH c6 thé 1a: DH tri thizc todn hoc Ii thuyét — \gn dung cdc tri thire ndy

VAo Viée gidi cac bai toén thyc tien va do do vao viéc xdy dung mé hinh cia thuc tien.

(L& Vin Tién, 2005, tr. 96)

Vé mit su pham, quy trinh ndy 1am mat di vai trd dong co cua bai toén thuc tién.
V¢ mit khoa hoc luan, nd lam mat di nguon goc thyc tién cua tri thirc toan hoc. Quy
trinh DH bang mo hinh héa cho phép khac phuc khiém khuyét nay.

Van dé 1a day hoc Toan théng qua DH mé hinh hda. Nhu vay, tri thirc toan hoc can

giang day s€ nay sinh qua qua trinh giai quyét cac bai toan thac tien. Quy trinh DH

tuong rng c6 thé 1a: Bai toan thuc tien — Xay dwng mé hinh toan hoc — Cau tra loi cho
bai toan thuc tien — Tri thikc can giang day — Vdn dung tri thirc nay vao gidi cdc bai

toan thuec tien. (L€ Van Tién, 2005, tr. 96)

'Nhiing co s6 li luan trinh bay ¢ trén d?m ta dén chd phai thira nhén tinh cﬁn thiét
tat yéu ciia mot nghién ciru khoa hoc Iuan vé nghia cta tri thirc can day (ngudn goc nay
sinh, i do tdn tai coa tri thuc nhimg vin dé ma nd cho phép giai quyét, v.v...) d6i voi
viéc to chtrc DH theo céch tiép can mé hinh hoa.

2. Nghia cia khai niém dao ham

Thust ngit dao ham ma chung t6i n6i dén trong bai bao nay dung dé chi dgo ham
bdc nhat cua ham so tai mot diém thudc tdp xdc dinh.
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2.1. Nhitng bai todn co bin 1a nguén géc hinh thanh khai ni¢m dgo ham

C6 hai bai toan co ban 1a ngudn gdc 1am nay sinh khai niém dao ham, mot thudce
linh vuc Hinh hoc va mot dén tir Vat 1.

Bai toan hinh hoc: xdc dinh tiép tuyén ciia dwong cong

Néu nhu truge day, nhiéu bai toan ciia Pai s6 chi c6 thé duoc giai quyét nho cac
céng cu va phwong phap ciia Hinh hoc, thi ké tir thé ki XVI, véi hé thong ki hiéu do
Viéte dé nghi vao nam 1591, Pai s6 d4 tach khoi Hinh hoc, phat trién mot cach doc lap
V6i nhitng phwong phép c6 sitc manh 16n lao. Nhan thay sirc manh 4y, Descartes va
Fermat d4 khai thac n6 vao nghién ciru Hinh hoc bang viéc xay dung nén Hinh hoc gidi
tich. Su ra doi cua Hinh hoc giai tich khién cho van dé nghién ciru nhiéu du&mg cong
phtrc tap trd nén dé dang hon. Bai toan tim tiép tuyén cia mot dudng cong bat ki ciing
duoc dat ra. Bai toan nay chi dugc cac nhatoan hoc thoi kl trudc giai quyét doi voi mot
s6 dudng dic biét (dudng tron, duong conic, duong Xoin d¢ Archimedes) bing cong cu
cta hinh hoc ¢6 dién. Tuy nhién, véi hang loat nhitng dudng cong méi xuat hién, bai
toan xac dinh tiép tuyén doi hoi mot phuong
phép tong quat hon. |

Khai niém tiép tuyén luc nay dugc hiéu
theo nhitng quan niém méi nhu 13 vi tri “t61 han”
cla cat tuyén hay duong thing triing Vi mot
phan vo cling nho véi duong cong tai tiép diém.
Chinh tir quan niém “vi tri t6i han” ndy ma hé sé
goc cua tiép tuyén véi dudng cong y = f(x) duoc

(x+h,f(x+h))

dinh nghia (theo ngdn ngit ngdy nay) boi biéu >
thae i fox+h -1 _ 4, (x) -
h—0 h

Bai toan vat li: tim vdn toc tire thoi

Thira nhan rang c¢6 thé xem van tdc tic thoi v,, cla vat thé c6 phuong trinh
chuyén déng s=S(t) la gidi han ciia van toc trung binh trong khoang thoi gian
(t,t + At) khi At —» 0, Newton ciing da di dén biéu thirc xac dinh v,, (c6 cing ban chat
Vi biéu thirc xac dinh hé sb goc cua tiép tuyén) ma theo ngdbn ngir ngay nay ta viét 1a:

S(t+At)— f(t) .,

L SEEAD () g
At—0 At

2.2. Nhitng nghia khdc nhau ciia khdi niém dao ham

Dao ham — h¢ sé géc ciia tiép tuyén

bay la nghia hinh hoc cua khai niém dao ham. Nho khai niém dao ham cia ham
SO tai moOt diém, nguoi ta tra 161 dugce cau hoi ton tai hay khong tiép tuyén cua duwong
cong tai diém nay va néu ton tai thi d6 la duong thang ndo, dung no ra sao. Cau tra 1oi
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cho cu hoi dy trong truong hop mot duong cong bat ki khé ma tim thay vai cac cong
cu cta hinh hoc thuén tay.

Dgo ham - téc dp bién thién ciia ham sé

Phuong phép giai bai toan tim van toc tic thoi ciing duoc Newton van dung dé
giai nhiéu bai toan khac cua vat If. Nam 1687, trong cudn sach noi tiéng nhét ciia minh
Nhitng nguyen i toan hoc ciia triét hoc tw nhién Newton d4 phat biéu ba dinh ludt quan
trong vé chuyen dong, trong d6 dinh luat thir hai cho thay m01 thay d6i vé trang théi
Chuyen dong déu dugc gy ra boi luc tac dong 1én vat, va mbi quan h¢ gitra lyc voi
Chuyen dong tuan theo quy tac: lyc tac dong ti 1¢ véi dao ham Cap hai ctia ham toa d¢
chat diém. Luc ndy, néu biét trude luc tac dong thi nguoi ta ¢ thé tinh toan dugc quy
dao cling nhu dy doan trudce duge tuong lai cia mdt sy kién. Nhirng nghién ciru cua
Newton d4 khién dao hdm mang lai mot quyén luc I6n lao cho cac nha vat 1i.

Tir cai nhin cia vat Ii, Newton di dén y tuong xdy dung Giai tich hoc trén co s&
cua “chuyén dong”, trong d6 dao ham duoc dinh nghia nhu 1a téc do bién thién tirc thoi
cia mot dai luong nao do theo “thoi gian”. “Thoi gian” & day khong chi hiéu theo
nghia den, ma theo nghia téng quat, 1a mot bién bat ki x nao do bién thién déu theo
thoi gian, nghia 1a sao cho (x)'=1. Y tuéng ciia Newton d¢4 mang lai cho dao ham mot
dic trung rat truc quan va hitu ich: dao ham 1a thudc do tde do bién thién cia ham sé so
Vi the do bién thién cua dbi s6. Quan niém nay dd mo dudng cho nhiing tmg dung 6
at, manh mé& va vo cung hiéu qua cta dao ham noi riéng, Giai tich ndi chung, trong viéc
giai quyét nhiéu van dé khac nhau cta vat li ciing nhu toan hoc, dé roi tir d6 mé rong ra
c4c linh vyuc khéc caa thyc tién. Chang han, voi dao ham, ngudi ta dd giai quyét duoc
van dé nghién ciru sy bién thién, cuc tri ciia cac ham s, va ung dung d6 da duoc st
dung cho cac hién twong cua kinh té hoc, x4 hdi hoc...

Chung t6i goi day 1a nghia vdt li cua khai niém dao ham Cén phai n0| r0 rang
tinh tir vér |i trong truong hop ndy mubn noéi dén linh vuc von 1a mot ngudn gbc ciia
khai niém dao ham. N6 khong c6 nghia 1a chi giéi han cho vén tdc cua cac chuyén
dong co hoc. Theo nghia vat li nay, dao ham phan anh téc dé bién thién caa mot ham
s6 50 Vai toe do bién thién cua bién s6 x khix — x,.

DPao ham — cdNng cu xdp xi ham so

Thé ki XV, sau khi khéi niém dao ham va ham s dao ham d dugc dinh nghia
tudng minh, cic nha bac hoc d4 ding nd dé giai quyét nhiéu van dé cua vat |i va toan
hoc. Nam 1715, Taylor dwa ra mot két qua ma ngay nay ta goi la cong thirc khai trién
Taylor: néux = x, + h,nghiala h = x — x, thi

Fx) = flxg) +1 §T°)h +7 2(;“0) h? + .- (xO)h” + 0(h")
trong d6 O(h™) la mot vo cung bé bac cao hon h™.

Cong thue Taylor cho phép xap xi f(x) véi mot ham da thirc. Trong nhiéu truong
hop, viéc nghién ciu f(x) tré nén dé dang hon nhiéu néu ta chuyén vé mot ham da

10
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thirc xap xi véi f(x). Trudong hop don gian nhat, ngudi ta c6 thé xap xi f(x) véi mot

ham tuyén tinh (goi 1a xap xi affine). Néu chuyén sang ngdn ngit hinh hoc thi diéu nay
c6 nghia la phan duong cong f(x) trong mot lan can (kha bé) ctia x ¢6 thé duoc xap Xi

v6i mot doan thang (chinh 1a tiép tuyén tai x). Ching t6i goi day 1a nghia cdng cu xdp

X/ cia khai niém dao ham.

3. Nghién ciru thyc trang day hoc khai niém dao ham

Trong mot chudi nghién ciru dai hoi duge thyc hién tir nhidu nam qua, chdng toi
muén tim hiéu thuc trang DH khai niém dao ham & bac THPT va sau do tim cach tac
dong vao thuc trang ndy bang nhiing tinh huéng DH c6 tinh dén qua trinh md hinh hoa.
Ba cau hoi nghién ciru dugc dat ra la:

- Nghia cua khai niém dao ham duoc hinh thanh ra sao trong cac sach gido khoa
(SGK) Toan l6p 11, 12 ciing nhu trong thuc hanh DH cua gido vién?

- Su lya chon ctua SGK va giao vién anh hudng nhu thé ndo 1én kién thirc cua HS?

- Tir quan diém tich hgp va md hinh héa trong DH toén, nén té chirc DH nhu thé
nao dé HS c¢6 thé c6 nhiing kién thirc day dii hon vé khai niém dao ham?

V&i khudn khé c6 han cta bai bao, trong phan ndy ching toi chi trinh bay mot vai
két qua tra 11 cho cau hoi thir hai.

Nghién ctru thyc trang DH khai niém dao ham d4 duoc chlng t6i tién hanh qua
nhiéu thyc nghiém. Chung t6i s& trich ra dé trinh bay ¢ day mot sd két qua thu duoc
qua ba trong s6 nhimg thuc nghiém dé. Trong ba thyc nghiém thi c6 mot thudc pham vi
dé tai nghién ciru M6 hinh héa trong day hoc Toan (L& Thi Hoai Chau, 2014) va hai
thudc khudn khd cac luan vin Thac si chuyén nganh Li luan va Phuong phap DH Toén
bao vé & Pai hoc su pham TP H6 Chi Minh (Bui Anh Tuén (2007), Ngé Minh Pirc
(2013)). Thuc nghiém dugc tién hanh dudi hinh thirc cho HS 1am viéc (c& nhan hoic
nhom) trén cac van dé (toan hoc hay ngoai toan hoc) duoc xay dung theo nhimg muc
dich nghién ctru khac nhau. Dudi day chiing t6i chi trich ra nam trong s cc van dé d4
str dung cho ba thuc nghiém d6. Thuat ngir bai todn dugc dung dé noi vé cac van dé
nay. Nhitng phan tich trinh bay dudi day déu thu dugc qua cac pha HS lam viéc ca
nhén.

3.1. Thwe nghiém 1
Bai toan 1. Cho ham sé f(x) = vx vax, = 1.
a) Tinh f(x,) va f'(x,).
b) Khéng dung may tinh bo #ii, vmg dung céng thirc
fx) = fxo) + f'(x0) (x — x0)
dé tinh gan ding (\dy dén ba chiv s6 thdp phdn) cac gia tri \/ﬁ /0,9 ; \/O,TS ;

4v105;v11;,115.

11
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¢) Goia, b, ¢, d e f lan lwot [A CAC gid tri gan ding cia \/ﬁ /0,9 ; \/ﬁ ;

\/].,TS; Vi1, \/].,TS Trong mdt phdng toa dé Oxy, cic diém A (0,85; a), B (0,9; b),

C (0,95; ¢), D (1,05; d), E (1,1; ) va F (1,15; f) c6 thang hang hay khdng? Gidi thich
ro li do.

(Trich tir Bui Anh Tuin (2007) va Lé Thi Hoai Chau (2014))

O day HS dé& dang tinh dugc ngay f(x,) =1; f'(x,) =0,5 ; /0,85~ 0,925;

V09~095 ; /0,95~0,975; /105 ~1,025; V11 ~1,05; /1,15 ~1,075. Sau do,

nhitng chién luge xét su thang hang c6 thé duoc st dung 1a:

- Chién lugc “vecto™: Dung khai niém hai vecto cting phuong trong hinh hoc giai
tich dé chimg minh it nhat 4 bo ba diém thang hang;

- Chién luoc “diém”: V& 6 diém trén 1én mat phang toa 9, roi két luan;

- Chién lugc “duong thang Viét phuong trinh duong thang qua 2 trong 6 diém
d6, sau d6 kiém ching cac diém con lai c6 nam trén duong thang hay khong;

- Chién lugc “tang déu”: 6 diém da cho cd hoanh do tang déu 0,05, con tung do
tang déu 0,025, nén ching thang hang;

- Chién lugc “phuong trinh”: Tir cong thirc tinh gan dung, ta suy ra cac diém A, B,
C, D, E va F c6 toa d6 thoa mén phuong trinh y = 0,5(x — 1) +1. Day la phuong
trinh cua tlep tuyén tai x,. Vay chiing thang hang. bay la chién luge t6i wu cua bai
toan. Luu y rang khi ding chién luoc ndy ciing c6 thé HS két luan sau diém dang xét
thudc duong thang y = 0,5(x + 1) ma khong nhic dén “tiép tuyén”. Vi 1& do tac gia
BUi Anh Tuan goi déy 1a chién lugc “phuong trinh”.

Xét sy thang hang cua cac diém biét toa d6 cua chung 12 mot kiéu nhiém vu quen
thuéc ma HS thudng gip trong Hinh hoc giai tich. Nhung toa d6 cic diém ¢ day da
dugc tac gia chon sao cho viée gidi quyét bai toan bang cac chién lugc hinh hoc gip
nhiéu kho khan. Li do cua su lva chon nay la dé thac déy HS dén voi viée str dung dao
ham, hay néi chinh xac hon 1a phwong trinh tiép tuyén, dé chimg to sy thang hang cia
sau diém d4 cho. Cong thire x4p xi dugc nhéc lai (d4 cd trong SGK Giai tich 11), trong
d6 vé phai c6 lién quan dén phuong trinh cua tiép tuyén v6i dudng cong tai x, (Mot ndi
dung dugc chu trong trong SGK ciing nhu trong cac dé thi tét nghiép trung hoc phd
thong (THPT) hay tuyén sinh dai hoc) ciing 12 lya chon nham tao thuan loi cho sy Xuét
hién cta chién lugc “phuong trinh”.

Bai toan 1 s& cho phép kiém tra sy ton tai hay khong trong kién thic ciia HS
nghia cdng cu xdp xi cia dao ham. Su xap xi & day duoc dat trong pham vi hinh hoc va
gin lién véi nghia hinh hoc: trong mét 1an can kha bé cua x, nguoi ta co thé xap xi
duong cong vai tiép tuyén cua nd tai x,.

Bai toan 1 1a mot phan cua thyc nghiém duoc thuc hién véi 107 HS vira tot
nghi¢p THPT ¢ Céan Tho, sau d6 da duoc chung t6i néu ra cho 49 HS 16p 12 thugc mot
truong trén dia ban TP Hd Chi Minh. Bang 1 dudi ddy thong ké két qua thu duoc.
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Bing 1. Thong ké két qua thuwc nghiém véi bai todn 2

% So lwgng
Ny 107HS | 49HS
Két lugn thing hang 43 22
7 v
Ve Két luin khong 7 2
. 3 Két luin thing hang 10 8
Dutmg thing |t tuinkhéng 0 1
.3 Két lugn thing hang 15 3
o Két luan khong 1 1
. Két luin thing hang 2 4
Rimongicoll | g o Mg 0 0
. 3 Két ludn thing hang 15 5
g déu Két luan khong 0 0
Khac 12 3
Khéng giai 2 0

Bang 1 cho thdy chi c6 2/107 va 4/49 HS st dung chién lugc “phuong trinh”, du
tinh hudng thuc nghiém da duoc thiét ké theo huéng gay trd ngai cho viée sir dung cac
chién lugc hinh hoc. Can néi thém rang khi quan sat HS ¢ pha 1am viéc theo nhom
(tham khao L& Thi Hoai Chau, 2014), chling tdi thay kiéu 1ap luan sau day xuét hién ¢
khong it HS: “A, B, C, D, E, F khong thang hang vi ching nam trén dwong cong
f(x) = x . Nhu vay, du tung d6 cac diém d4 duoc tinh theo cong thirc gan ding, HS
van khong thiét 1ap dugc mbi lién hé giira tinh hudng véi cong thirc da duge dé cap
trong DH Vé sy xap xi affine cia mot ham s6. Duong nhu nghia cdng cu xdp xi affine
va su Xd'p xi hinh hoc cua dao ham chua thyc sy hién dién trong kién thirc ctia HS.

3.2. Thwe nghiém 2

Bai toan 2. Trong bai “Phirong trinh dao dgng cua con ldc don”, sdch gido khoa Vat |i
l6p 12 ¢6 néu nhdn xét sau: “Khi x nhé (x < 1 rad) ta c6 thé coi sinx ~ x”. Em hdy
dua ra tat ca cac li do co thé dé gidi thich cho nhdn xét trén.

Bai to4n 3. S¢ ddn ciia mét thi tran sau t nam ké tir nam 1970 (chang han, néu xét ¢
nam 2012 thi t = 2012 — 1970 = 42) dwoc wdc tinh boi cong thirc:

26t+10

f@) = 0 (nghin nguwoi)
Tinh s6 dan ciia thi tran vao nam 1990 va 2008.
Vao hai thoi diém nam 1990 va 2008, nam nao dan sé6 cia thi tran tang nhanh hon ?
(Trich tar Ng6 Minh buec, 2013)
Hai bai toan trén d& dugc dua ra cho 35 HS 16p 12 ¢ hai truong THPT dia ban TP
H6 Chi Minh. Yéu cau ¢ bai todn 2 khdng phai 1a tinh gan dang gia tri ciia ham so tai
mot diém, ma la giai thich mdt xap xi ham dd dugc thira nhan trong SGK Vit |i 12.
Chién Iuoc tim cau tra 10i c6 thé 1a:
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- Ap dung cdng thirc xap xi affine (f(x) = f(x) + f'(xo)(x — x0) khi |x — x|

kha nho) cho ham sé £(x) = sinx tai x, = 0.
SlnX

- Ap dung cong thirc Ilmx_,o i 2 ~ 1 hay

sinx = x.

- Chon cac gia tri X lan lugt ngdy cang nho roi ding may tinh bo tai tinh gié tri sinx
twong tmg. Ddi chiéu va chi ra két luan sin x ~ x khi x kha nho.

- V& vong tron luong giac roi lap luan dya vao do dai cung AB chin goc a va do
dai AH =sina: B9 dai cung AB la AB = Ra = a (do R=1). Khi a kha nho thi
AB = AH, tic 1a a = sina.

Gidng nhu bai 1, bai toan 2 ciing dugc xdy dung dé kiém tra sy hién dién hay
khong trong kién thirc ciia HS nghia cdng cu xdp xi ciia dao ham, tic 1a tim hiéu quan
ni¢ém cua ho vé mbi quan h¢ gitta dao ham véi xap xi affine. Tuy nhién khéac voi bai
toan 1, su xép xi ¢ day Ia Xap Xi s6 thuan tdy. Ching t6i gia dinh rang so v6i xép xi
hinh hoc thi quan niém xap xi s6 thuan tay nay dé c6 kha ning dugc hinh thanh hon &
HS.

Cau tra 101 mong doi 14 sir dung cong thirc x4p xi affine ciia ham f(x) — cong
thire hién dién trong SGK Giai tich 12. Thé nhung, trong thuc té thi lai khong c6 mot
hoc sinh nao sur dung cong thirc nay.

Bai toan 3 von 1a bai toan c6 mit trong SGK Giai tich 12 (chuong trinh nang
cao). Piém thay d6i o day 1a tic gia d& bo di thong béo “Pao ham cia ham sé f biéu thi
téc do tang dan $6 cua thi trdn” ma SGK dua vao dé bai toan. Hon nita, thay vi dat cau
hoi nhu SGK 1a “tinh toc dg ting din s6” trong tirng nam, téc gia yéu cau HS so sanh
xem trong hai thoi diém trén “niam nao dan s cia thi trdn ting nhanh hon”. Viéc dat ra
bai toan nay s& giup kiém tra xem dic trung toc do bién thién liéu c6 xuit hién hay
khéng trong quan niém cua HS sau khi da dugc hoc khai niém dao ham.

Nhimg chién luge ma HS c6 thé sir dung dé tim cau tra 10i 1a:
, S arpas 120
- Tinh dao ham: f'(t) = 5y

Tai nam 1990, t; = 1990 — 1970 = 20 = f'(20) = 0,192
V6i nam 2008, t, = 2008 — 1970 = 38 = f'(38) = 0,065
Do f'(t;) > f'(t,) nén nam 1990 dan so thi trin ting nhanh hon nam 2008.

- Tinh lugng dén s ting tir nam 1970 dén 1990 rdi chia déu cho sb nim 1 20 nim
dé tinh trung binh. Tién hanh twong tir cho nim 2008 rdi so sanh 2 téc d¢ trung binh
nay dé két luan (hodc tinh sé dan ting tir nim 1989 dén 1990 va s6 dan tang tir 2007
dén 2008, c6 nghia 1 tim s6 dan ting trong mot ndm tinh dén nam dang xét rdi so sanh
dé két luan).

- V& @b thi ham £ (¢) roi xem xét trén dd thi tai hai thoi diém can xét xem tai dau
ham s6 dbc hon (nghia 14 s& ting nhanh hon).
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Két qua thu dugc tir thuc nghiém cho thay chién lugc dau tién (sir dung dao ham)
trong thuc té ciing khong hé xuét hién. Loi giai chiém wu thé (19/35 HS) la sir dung
chién Iuoc thir hai: tinh téc d6 ting dan sé trung binh rdi dwa vao téc do trung binh nay
dé so sanh toc d6 tang dan so tic thoi tai hai thoi diém trén. Dudi day 12 mot bai giai co
duoc tir chién luge do:

Viéc da sd HS lwa chon chién Iugc ndy cho thiay cac em biét ring dé tim thoi
diém dan sé ting nhanh hon thi phai tinh toan toc do ting dan s6. Khéi niém toc do
bién thién trung binh van hién dién trong quan niém cua hoc sinh. Nhung khi can phai
xac dinh toc d6 bién thién tirc thoi thi chién luge dao ham lai khéng xuat hién.

3.3. Thwe nghiém 3

O duéi 1a hai bai toan trich ra tir thuc nghiém gan day nhit, dugc chung t6i thuc
hién véi 47 HS 16p cudi 16p 11 cia Truong Trung hoc Thuc hanh — Pai hoc Su pham
TP Hb Chi Minh.

Bai 4. Hai chdt diém chuyén dong thang trén mét truc dinh hwdng. Vi tri twong iing
P1, P2 Cia ching trén truc phu thugc vao thoi gian t va su phu thuéc do dwoc cho boi hai
do thi (p1), (p2) trong hinh dwdi.

pt /Pl
/
/ P2

a) Dua vdo do thi, em hay wéc tinh thoi diém ma hai chdt diém cé cung Vén toc.
b) Xdc dinh thoi diém dy bang tinh todn, biét rang c&c ham so twong img véi hai do thi
s 3
dé la: pi(t) = t3, py(t) = St
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Bai 5. Phuwrong trinh cua mgt chuyén déng cua motvat la p = /t, véip la Vi tri ciia
Vat tai thoi diém t. Khi t = 9 = 32 thi ta tinh dioc ngay vi tri cia vdt 1a p = 3. Nhung tai
nhitng thoi diém ma gia tri ciia t khéng phdi 12 s6 chinh phwong thi, néu khéng cé mdy tinh
bo tii, ta khong dé im dwoc sép biéu thi vi tri twong wng cua vat. Chcfng han, tai t = 8,96
ta chi ¢6 thé néi rang p ~ 3 (Vi tri ciia vt ¢ gan 3).

a) Nguwoi ta muon tim mgt gia tri xap xi (cua p) biéu thi chinh xdc hon vi tri thuc ciia
vdt tai t = 8,96. Em hay de nghi mét (hay nhiéu) cach thire dé dwa ra mét gia tri nhur vdy.
Nhé rang & ddy em khéng dwoe sir dung mdy tinh bo tii.

b) Cho mét vdt chuyén déng theo theo phuong trinh p = t7 + 3t — 1 (p la v; tri cua
vdt tgi thoi diém t). Mgt nguoi n6i rang tgi t = 1,127 thi p = 1. Em hay tim mét gid tri biéu
thi chinh xdc hon vi tri thue cia vit tai thoi diém do.

(Trich tir Lé Thi Hoai Chau, 2014)

Thyuc nghiém 3 ma chdng téi x&y dung dugc goi Ién tir nghién ciu cua J-Y
Gantois va M. Schneider (2009). Hai bai toan déu dat trong tinh huéng co hoc, loai tinh
hudng dugc SGK Giai tich 11 vu tién dé dwa vao khai niém dao ham theo céch tiép can
DH bang mé hinh hoa.

D¢ giai bai toan thir nhét, truée hét HS phai nhan ra p, 1a mot chuyén dong thang
déu va d thi cho thiy vén téc ciia no |a§ . Kién thirc vé dao ham ma HS phai st dung
& day 1a: hai chuyén dong s& dat cling van tdc tai thoi diém ma tiép tuyén cua p; c6 hé
s6 goc 1a Z. Nhu véy trong trudng hop ndy, HS phai ¢6 mot sy lién két hai nghia khac
nhau cua dao ham — nghia vat li va nghia hinh hoc.

Bai toan thr hai dugc dua ra dé tim hiéu xem khai niém dao ham c6 duge HS huy
dong kha dé tim nhimg gia tri xap xi dia phuong ctia mot ham sé hay khong.

Chung ti chi trinh bay tém luoc & day nhitng két qua quan sat duoc qua thuc
nghiém. 12/47 HS khong dua ra 101 giai cho bai toan 1. Trong 35 HS con lai chi 13 em
sir dung dao ham dé giai bai toan 1b, trong d6 9 em dua ra dap s6 dung. Trong sb 22
HS khong sir dung dao ham thi c6 dén 10 em tim dap s bang cach giai phuong trinh
t3 = %t. C6 thé giai thich 12 10 HS nay d4 cho rang tai thoi diém hai chuyén dong c6
cling vén tbc thi quang duong di dugc ciing bang nhau. 12 HS khéc khi giai cau 1a) c6
vé& thém duong thang song song vdi p, Va “tiép xiic” véi py, sir dung cac tinh chat hinh
hoc (dinh Ii Pythagore) va cé ging tim quing duong di duoc cua chéat diém chuyén
dong theo phuong trinh p;, nhung khong di dén két qua.

Ta thiy ¢ day HS c6 nhimng kho khin trong viéc sir dung dao ham dé tim van tdc
tic thoi ciia mot chuyén dong trong truong hop gian tiép da biét hé sé goc cua tiép
tuyén, di y nghia hinh hoc ciia dao ham 1a mot ndi dung DH duoc trinh bay tudng
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minh trong SGK Giai tich 11. Hai nghia hinh hoc va vat li cing khong dugc HS huy
dong ¢ day trong su gan két véi nhau.

Ddi voi bai toan 5, chi c6 11/48 HS sir dung cong thirc tinh gan ding (bang vi
phan ciia ham s6) ma SGK Giai tich 11 d4 dua vao. Nhimg HS con lai hodc 1a thir thyuc
hién phép khai can (nhung khong thanh cong, vi Xua nay viéc tim can bac hai ciia mot

7
A e

s6 ludn duge cac em thyc hién voi may tinh bo tai), hoic md mam ldy nhitng s “gan
v6i 3”7 1di thir (bang cach tinh binh phuong cac sb d6). Nhitng cach lam nay dwong
nhién khéng kha thi cho truong hgp cau hoi 5b).
4. Kétluan

Nghién ciru thuc nghiém ciia ching t6i cho thay d0 khai niém dao ham da duoc
SGK Giai tich 11 trinh bay day du ca ba nghia (nghia vat |i — toc do bién thién, nghia
hinh hoc — hé sb goc cua tiép tuyén, nghia giai tich — cong cu xap xi affine), HS van c6
kho khin trong viéc huy dong ching vao giai quyét mot sé van dé cua thuc tién. Giai
thich nguyén nhan cta nhitng khé khin nay, chung t6i d4 tién hanh cac phan tich SGK
va thuc hanh DH cua gido vién trén nhiéu phuong dién. Mot trong nhitng ngudn gdc
cta kho khan tim thdy & sy Iya chon ciia SGK. SGK d4 tinh dén quan diém gin DH
toan véi van dé mo hinh héa. Ca hai cach tiép can DH bdng mé hinh hda va DH mo
hinh héa déu hién dién trong SGK. Cu thé 13 khéi niém dao ham da duoc trinh bay theo
cach tiép can DH bang mé hinh hda (dé hinh thanh nghia vat Ii cua khai niém). Sau d6
SGK néu ra céc tmg dung khéc ciia dao ham, qua d6 nghia hinh hoc va nghia xap xi
dugc dé cap dén. Tuy nhién, nhitng tinh hudng cho phép thiét 1ap mdi lién két giira ba
nghia nay (vao mot khai niém, dao ham) khdng ton tai trong SGK. Ngudn gbc thir hai
cta nhirng lang tang ctia HS nam & chd, véi su lya chon hé thdng bai tap cua SGK va
thyc hanh DH cua giao vién, kha nang van dung toan hoc néi chung, dao ham nai riéng
Va0 giai quyét nhitng vin dé ngoai toan hoc chwa dugc phat trién & HS diing muc nhu
né can phai c6. Quan diém gin DH toan voi qua trinh md hinh héa van chwa dugc tinh
dén mot cach day du boi SGK ciing nhu boi thyc té DH ciia GV.

Mot dd an day hoc khai niém dao ham gén véi quan diém tich hop va mé hinh
hoa d& dugc chung toi thiét ké va thyc nghiém, nhung khong thé trinh bay trong khudn
khd cua bai bao nay.
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