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1. Mở đầu 

Trong bài này, chúng tôi xét bài toán giá trị biên-ban đầu cho phương trình 
sóng tuyến tính 
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),()0,(),()0,( 10 xuxuxuxu t   (4) 

trong đó trong đó ,0,,,,2,,, 101100  KKKqpqp 0, 10   là các hằng số cho 
trước và gFuu ,,,, 10   là các hàm cho trước thỏa một số điều kiện sẽ được chỉ rõ 
sau đó. 

Bài toán (1)-(4) là một mô hình toán học mô tả dao động dọc của một thanh 
đàn hồi nhớt tuyến tính với ràng buộc đàn hồi nhớt phi tuyến ở biên. Gần đây, bài 
toán (1)-(4) cũng được nhiều nhiều tác giả quan tâm nghiên cứu ở nhiều chủ đề 
như sự tồn tại, duy nhất và tính trơn, các tính chất định tính và định lượng của 
nghiệm, xấp xỉ tuyến tính nghiệm, khai triển tiệm cận nghiệm,…[1-3, 5-15]. 

Bài báo gồm ba phần chính. Trong phần 1, dưới các điều kiện 
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* TS, Trường ĐH Kinh tế Tp.HCM 
† ThS, Trường ĐH Kinh tế Tp.HCM 
‡ PGS.TS, Phân viện Công nghệ Thông tin Tp.HCM 
§ ThS, Cộng tác viên khoa Toán – Tin, Trường ĐH Kinh tế Tp.HCM. 
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0 1(K, , K , K ) ,  � �  chúng tôi chứng 

minh một định lí tồn tại toàn cục và duy nhất nghiệm yếu u  của bài toán (1)-(4). 
Chứng minh nhờ vào phương pháp xấp xỉ Galerkin kết hợp với một số đánh giá 
tiên nghiệm và các lí luận quen thuộc về sự hội tụ yếu, toán tử đơn điệu và tính 
compact. Trong phần 2, chúng tôi chứng minh rằng nghiệm yếu ),;,0( 2HTLu   
với tu ),;,0( 1HTL  ttu L ),;,0( 2LT   ,,0 u   ,1u ),,0(2 TH  nếu ta giả sử 

,),( 12
10 HHuu   ,210 qq ,2, 10 pp  và một số điều kiện khác. Cuối cùng, 

trong phần 3, chúng tôi thu được một khai triển tiệm cận của nghiệm u  của bài 
toán (1)-(4) đến cấp 1N  theo bốn tham số .,,, 10 KKK   Các kết quả thu được ở 
đây đã tổng quát hoá tương đối các kết quả trong [1-3, 5-15]. 

2. Định lí tồn tại và duy nhất nghiệm 

Đặt ),1,0(  ),,0( TQT  .0T  Chúng ta bỏ qua các định nghĩa của các 
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),(,0  pp WL  ),(2,  mm WH  ,...1,0,1  mp  

Chuẩn 2L  được kí hiệu bởi .  Ta cũng kí hiệu bởi ,  chỉ tích vô hướng 
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Trên 1H  ta sẽ dùng các chuẩn tương đương 

   ,
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1 xH vvv    .)1(
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1 xvvv   (5) 

Ta thành lập các giả thiết sau :  
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)( 7H  .0, 10   

Không làm mất tính tổng quát ta có thể giả sử rằng .110   Khi đó ta có 
định lí sau. 

Định lí 1. Cho .0T  Giả sử )()( 61 HH   đúng. Khi đó, tồn tại duy nhất một 
nghiệm yếu u  của bài toán (1)-(4) sao cho 
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Hơn nữa, nếu 0 1p , p {2} [3, )    thì nghiệm có được là duy nhất. 

Chú thích 1. Định lí 1 chưa khẳng định về tính duy nhất của nghiệm khi 
32 0  p  hoặc .32 1  p  Tuy nhiên, việc xây dựng một bộ các giả thiết 

)()( 61 HH   với 10 , pp  trong )( 6H  thỏa 32 0  p  hoặc 32 1  p  sao cho bài toán 
(1)-(4) có ít nhất hai nghiệm thỏa (6) là một bài toán mở. Trong định lí 2, chúng 
tôi tăng cường các giả thiết )()( 61 HH   và thu được tính duy nhất nghiệm trong 
trường hợp ,2, 10 pp .210 qq   

Chứng minh Định lí 1. Sự tồn tại nghiệm được chứng minh nhờ vào 
phương pháp xấp xỉ Galerkin [4] kết hợp với một số đánh giá tiên nghiệm và các 
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lí luận quen thuộc về sự hội tụ yếu và kĩ thuật qua giới hạn số hạng phi tuyến 
bằng phương pháp đơn điệu. Tính duy nhất nghiệm được dựa vào bổ đề 
Gronwall.  

Phần sau đây, để thu được nghiệm tốt hơn, ta tăng cường thêm các giả thiết 
như sau 
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Khi đó ta có định lí sau. 

Định lí 2. Cho .0T  Giả sử )( /
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6H  đúng. Khi đó, tồn tại duy nhất 
một nghiệm yếu u  của bài toán (1)-(4) sao cho 
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Chú thích 2. Từ (7), ta suy ra rằng  
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yếu u  sẽ thuộc vào không gian hàm ).;,0()( 22 HTLQH T
  Và nghiệm như thế 

một phần nào khá giống với nghiệm cổ điển thuộc ),(2
TQC  vì dữ kiện đầu ),( 10 uu  

không cần thiết thuộc về ).()( 12  CC  
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Chứng minh. Phần chứng minh của định lí 2 gồm 4 bước. Chứng minh dựa 
vào phương pháp Galerkin liên hệ với các đánh giá tiên nghiệm, từ đó rút ra được 
các dãy con hội tụ yếu về nghiệm trong các không gian hàm thích hợp nhờ một 
số các phép nhúng compact. 

Chú thích 3. Trong trường hợp 2, 10 pp  và 00 K  hoặc ,01 K  sự tồn tại 
nghiệm của bài toán (1)-(4) vẫn là câu hỏi mở.  

3. Khai triển tiệm cận theo 4 tham số  

Trong phần này, ta kí hiệu 10 , uu  bởi ,~,~
10 uu  lần lượt. Giả sử 
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có duy nhất một nghiệm yếu u  phụ thuộc :),,,( 10 KKK   ).,,,( 10 KKKuu   

Xét bài toán nhiễu sau, trong đó 10 ,,, KKK   là các tham số bé, 
0 K K  , 0 ,     ,0 00  KK  :0 11  KK  

)~(
10 ,,, KKKP   




















),(~)0,(),(~)0,(

),,1()),1((),1(

),(),0()),0((),0(
,0,10),,()(

10

1

0

1

0

xuxuxuxu

tutuHKtu

tgtutuHKtu
TtxtxFuKuutuAu

t

tpx

tpx

txxtt 

 

trong đó }.,{,)( 10
2 pppzzzH p

p    

Với mỗi đa chỉ số   4
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Trước tiên, ta có bổ đề sau và chi tiết chứng minh có thể xem trong [11] 
hoặc [13]. 
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Bổ đề 1. Cho m, N�  và 4v , Z , 1 N.     �  Khi đó, 
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Gọi 0,0,0,00 uu   là nghiệm yếu duy nhất của bài toán )~( 0,0,0,0P  như trong Định 
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Ta xét dãy hữu hạn các nghiệm yếu ,1,, 4 NZu     xác định bởi các 
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trong đó ,,ˆ,ˆ, NQPF   được xác định bởi công thức qui nạp sau 
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ở đây, ta kí hiệu .),( Nuu    Gọi ),,,( 10 KKKuu   là nghiệm yếu duy nhất 

của bài toán ).~(
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trong đó 
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Khi đó ta có bổ đề sau.  

Bổ đề 2. Giả sử ,1, 10  Npp ,2N ,210 qq  ,110   và )()( 41 HH   đúng. 
Khi đó 
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với mọi   3
0 1K K, ,K ,K ,   


� �  với 0 K K  , 0     , 0 00 K K   , 

,0 11  KK  trong đó ,~
NC NN CC 10

~,~  là các hằng số chỉ tùy thuộc vào các hằng số 

,,  K  ,0K ,1K  ,,
);,0(

/
);,0( 21 LTLHTL

uu
   .N  

Chứng minh bổ đề 2. Dùng khai triển Taylor của hàm 
10

, pp HH tại 0u  đến cấp 

,N  sau một số bước đánh giá, ta thu được (16).  

Kết quả sau đây cho một khai triển tiệm cận của nghiệm u  của bài toán (1)-
(4) đến cấp 1N  theo bốn tham số bé .,,, 10 KKK   

Định lí 3. Giả sử ,1, 10  Npp ,2N ,210 qq  ,110   và )()( 41 HH   

đúng. Khi đó, với mỗi   3
0 1K K, ,K ,K ,   


� �  với 0 K K  , 0     , 

,0 00  KK  ,0 11  KK  bài toán )~(
10 ,,, KKKP   có duy nhất một nghiệm yếu 

),,,( 10 KKKuu   thỏa một đánh giá tiệm cận đến cấp 1N  như sau 
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với mọi   3
0 1K K, ,K ,K ,   
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� �  với 0 K K  , 0 ,     ,0 00  KK  

,0 11  KK  và *~
ND  là hằng số chỉ tùy thuộc vào *1*0** ,,, KKK   các hàm 

4u , Z , 1 N      là nghiệm yếu của các bài toán   .,,~ 4 NZP     

Chú thích 4. Trong [8], như là một trường hợp đặc biệt của bài toán (1)-(4), 
Long, Định, và Diễm đã thu được kết quả về khai triển tiệm cận của nghiệm theo 
hai tham số  ,K  đến cấp .1N   

Chứng minh định lí 3. Bằng cách nhân hai vế của (14)1 với ,/v  sau đó tích phân 
từng phần theo t  và sử dụng bổ đề 2, ta thu được 
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trong đó 
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Sau một số bước đánh giá và sử dụng bổ đề Gronwall, ta suy ra từ (18), 
(19), rằng 
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với mọi   3
0 1K K, ,K ,K ,   


� �  với 0 K K  , 0 ,     ,0 00  KK  

,0 11  KK  và *~
ND  là hằng số độc lập với .K


 Từ (20), ta suy ra đánh giá tiệm 

cận (17) và Định lí 3 được chứng minh.  

Chú thích 5. Trong trường hợp ,1)( t  ,),( 12
10 HHuu   ,2101  qqp  

,10  Np  chúng tôi cũng đã thu được một kết quả khai triển tiệm cận của 
nghiệm yếu u  của bài toán (1)-(4) theo ba tham số 0,, KK   [11]. 
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Tóm tắt 

Một phương trình sóng tuyến tính liên kết với điều kiện biên phi tuyến : 
Sự tồn tại và khai triển tiệm cận của nghiệm theo bốn tham số bé 

Bài báo đề cập đến bài toán giá trị biên-ban đầu cho phương trình 
sóng phi tuyến 
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trong đó 0,,,,2,,, 101100  KKKqpqp  là các hằng số cho trước và 

gFuu ,,,, 10   là các hàm cho trước. Bài báo gồm ba phần. Trong phần 1, 

chúng tôi chứng minh một định lí tồn tại duy nhất nghiệm yếu u  cho bài 
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toán (*). Trong phần 2, chúng tôi chứng minh rằng nghiệm yếu 
),;,0( 2HTLu   với tu ),;,0( 1HTL  ttu L ),;,0( 2LT   ,,0 u   ,1u  

),,0(2 TH  nếu ta giả sử ,),( 12
10 HHuu   và một số điều kiện khác. Cuối 

cùng, trong phần 3, chúng tôi thu được một khai triển tiệm cận của nghiệm 
u  của bài toán (*) đến cấp 1N  theo bốn tham số .,,, 10 KKK   

Abstract 

A linear wave equation associated with nonlinear boundary conditions : 
Existence and asymptotic expansion of solutions in four small parameters 

The paper deals with the initial-boundary value problem for the linear 
wave equation 
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where 0,,,,2,,, 101100  KKKqpqp  are given constants and 

gFuu ,,,, 10   are given functions. The paper consists of three parts. In Part 

1, we prove a theorem of existence and uniqueness of a weak solution u  of 
problem (*). In Part 2, we prove that the weak solution ),;,0( 2HTLu   

with tu ),;,0( 1HTL ttu L ),;,0( 2LT  ,,0 u   ,1u ),,0(2 TH  if we 

assume ,),( 12
10 HHuu   and some others. Finally, in Part 3 we obtain an 

asymptotic expansion of the solution u  of the problem (*) up to order 1N  
via four small parameters .,,, 10 KKK   


