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TOM TAT

Bai bao nay trinh bay mot phdn tich tri thiee lugn lam ro qua trinh hinh thanh dinh nghia
gisi han ham sé theo epsilon-delta (¢ — &) cia Weierstrass. Nghién ciru phén tich nguon géc ra
doi cua khai niém gioi han va diéu kién hinh thanh dinh nghia gioi han ham s6 cua Weierstrass
qua cdc giai doan tir thoi Co dai dén cudi thé ki XIV. Cdc két qua nghién ciru cho phép xdc dinh
dwoc hai quan diém todn hoc da anh huong lén sy hinh thanh dinh nghia cua Weierstrass, do la
nghiém ngdt héa va sé hoc héa gidi tich; va mét sé chiong ngai tri thirc ludn gan lién véi dinh
nghia ciia Weierstrass. Két qua nghién cizu gop phan 1am sang té nguon gaoc tri thizc lugn cua céc
khé khan, sai lam ma sinh vién nganh Sw pham To&n hoc gap phdi khi tiép cdn dinh nghia gidéi han
ham s¢ theo epsilon-delta (e — &) ciia Weierstrass.

Tir khéa: epsilon-delta; chudng ngai; gioi han ham s6; phan tich tri thirc luan; nghiém ngat
héa, sb hoc hoa

1.  Gi6i thiéu
1.1. Sw cén thiét nghién civu khdi ni¢gm gidi han ham soé tai mét diém theo nghia ciia
Weierstrass

Khéi niém gioi han 12 mot trong nhitng khai niém co s cho viéc thiét 1ap nén tang
giai tich hién dai. N6 duoc sir dung dé xay dung nhirng khai niém khac trong giai tich nhu
hoi tu, lién tuc, kha vi va kha tich caa ham s6; mot s6 khéi niém trong giai tich ham, xac
suat va thdng ké. Viéc khdng hiéu rd khai niém giéi han c6 thé dan dén nhitng khé khin
khi hoc cac khai niém khéc.

Lich st hinh thanh khéi niém gii han ham sé da cung cap nhitng Ii do siu sic tai sao
SV gip khé khin khi hiéu ¥ twong cua gigi han. Trong suét nhidu nim, cac nha gido duc
toan hoc di nhan thiy dinh nghia gii han ham sé cia Weierstrass gay khé khan cho hoc
sinh, sinh vién (SV) trong viéc hoc va trong giang day caa gido vién. Cu thé 1a khi vira tiép
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can dinh nghia &6 cua gigi han ham sé tai mot diém, SV gap nhiéu kho khan trong viéc
xéac dinh §sao cho x du gan x, dé khoang céch giira f(x) va gidi han L bé hon &.

Lién quan dén kho khan cua SV trong viéc sir dung dinh nghia dé chirng minh mot
giéi han ham s tai mot diém, ching toi da tién hanh mot thuc nghiém khao sat ddi véi 23
SV nam 1 nganh Su pham Toan Truong Pai hoc Sai Gon vao ngay 18/12/2018. Cac SV
nay dang hoc hoc phan Giai tich 1. Thyc nghiém duoc tién hanh trong thoi gian 30 phdt.
Noi dung thuc nghiém bao gém 3 cau hoi:
Cau 1. Ban hay dinh nghia gi6i han ham sé lim f(x) = L theo ngén ngit €, & Ban hdy

X—Xg
mé ta dinh nghia trén theo cach hiéu ciia minh.
Cau 2. Ban hdy ding dinh nghia gi6i han ham sé theo ngén ngit &, 8 dé chirng minh rang:

lim x?
x-3

Cau 3. Ban hdy ding dinh nghia gi6i han ham so theo ngdn ngit &, & dé chimg minh
rang: }Cig%% = —4,

Muc tiéu cta cau 1 1a nham tim hiéu SV ¢ nhé dugc va hiéu nhu thé nao vé dinh
nghia gigi han ham s6 tai mot diém. Theo Stewart (2016, p.73), gidi han ham sé tai mot
diém a dugc dinh nghia nhu sau: Cho f 1a ham sé xac dinh trén khoang mé nao d6 chira s6
a, ngoai trir c6 thé tai chinh sé a. Ta ndi rang gisi han caa f(x) khi x tién dén a la L, va ta
viét limy_.f(x) =1L néu voi moi s £>0 ton tai mot s6 & >0 sao cho néu
O0<|x—al<dthi|f(x)—-L| <e.

Muc tiéu cua cau héi 2 va 3 12 nham tim hiéu SV van dung dinh nghia nhu thé nao dé
chirng minh mot gidi han ham s6 tai mot diém. Trong cau héi 2, viéc udc luong 6 dé dang
hon so v&i cau hoi 3 vi ham sd duoc cho 1a ham da thirc bac 2 don gian, con trong cau hoi
3 1a ham phan thirc nén can nhiéu phép bién d6i hon.

O cu hoi 2, cu tra 1o duoc mong doi la:

Choe>0,dits = min{1,§}, néu 0 < |x — 3| < &thi|x — 3] < 1, do d62<x <4,

suy ra |[x+3| <7. Talai c6 |[x —3| <e/7, vi vdy [x? —9| =[x+ 3]|x — 3| <
7.

Nim

= &.
O céu hoi 3, cau tra loi dwoc mong doi la: Cho e > 0, dat § = min{1,§},
ndu0<|x—2/<8<1thi-1<x—-2<1=1<x <3:>|x—f4|<8.
8|x—2| < = [8x—16|
|x—4] [x—4]|
Dbi voi cau hoi 1, cb 6/23 SV khong viét dugc chinh xac dinh nghia giéi han ham sd.
C6 10/23 SV mb ta khi x tién dan dén x, thi f(x) tién dan dén L. M6 ta nay khong chinh
xac theo nghia toan hoc. Cau tra 161 cua SV S1:

Ta co:

<em | = - (-9)|<e
x—4
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i

S1 viét chua chinh xac khai niém lim f(x) = L va ciing chi dién dat lai dinh nghia

X—Xq
béng 101 va chua mé ta duoc ¥ nghia ctia khai niém giéi han ham sb tai mot diém.

Két qua cho thdy SV con lung ting khi dé cip dén dinh nghia gi¢i han ham s6 va co
biéu hién ciia chuéng ngai tri thirc luAn ma Lé Thai Bao Thién Trung (2017) da chi ra (Le,
2017).

D6i voi cau hoi 2 va cau hoi 3, khong co SV nao thanh cong trong viée chimg minh
gi6i han bang dinh nghia & 8. Tat ca SV déu thit bai trong viéc udc luong &.

O cau hoéi 2, c6 3/23 SV khong c6 cau tra 10i, cic SV con lai déu c6 dap an khong
chinh x4c va day du. Hau nhu khong c6 SV nao chon duge gia tri & theo & chinh xéac va
chat ché. Cau tra 101 cua SV S2 cho cau 2:

Cau tra 101 cua S2 trén chua dung khi tu gan |x — 3| < § ma khong chon dugc gia tri
S theo & S2 ciing hiéu sai nghia cua khai niém gidi han ham sb tai mot diém dan dén
chung minh sai.

O cau hoi 3, ¢6 9/23 SV khong co cau tra 10 cho cau hoi 3 va khong c6 SV nao chon
dugc gia tri 6 da chat ché nhu déap an. Cau tra 11 cia SV S3 cho céu 3:
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S3 da hiéu sai nghia ctia khai niém gioi han ham sb tai mot diém, khong chon duoc
gia tri 5theo & ma lai chon mot gia tri & bat ki.

Két qua khao sat cho thay ton tai cac kho khan sau ¢ SV:

- Khéng nhé dinh nghia gi¢i han ham sb theo ngdn ngit &6,

- Kh6ng hiéu nghia cta khai niém gi¢i han ham sé tai mot diém;

- Khéng udc lugng dugce Stheo ¢ dé chimg minh giéi han ham sé.
1.2. Sw cdn thiét ciia phan tich tri thirc lugn

Viéc xac dinh cac khé khan, sai 1am ciia SV trong hoc Toan va ngudn gdc cia ching
ludn 13 nhiém vu dau tién dat ra d6i véi cac nha nghién ciru trong va ngoai nude, dic biét
la nhitng nha nghién ctru nguoi Phép trude khi dua ra cac giai phap giap SV loai bo cac sai
1am d6. Theo Brousseau:

“Sai 1am khong phai chi 14 hdu qua cua sy khong biét, khong chic chin, ngdu nhién, nhu

cach nghi clia nhitng nguoi theo chii nghia kinh nghiém va chii nghia hanh vi, ma con c6 thé

12 hau quéa cua nhitng kién thirc da c6 tir trude, da timg co ich dbi véi viée hoc trudc kia,

nhung lai 13 sai, hodc don gian 1a khong con phu hop nira d6i véi viée linh hoi tri thire méi.

Nhirng sai 1dm thudc loai nay khong phai thit thuong hay khong du doan duge. Ching tao

thanh chudng ngai. Trong hoat dong cuia gido vién ciing nhu trong hoat dong cua hoc sinh,

sai 1am bao gid cling gop phan xdy dung nén nghia cta kién thirc dugc thu nhan boi nhiing

chu thé nay.” (Brousseau, 1983, p.171)

Brousseau phan biét cic chudng ngai tiy theo ngudn gdc cia chung, trong do ong
dinh nghia chudng ngai tri thirc luan 1a chuéng ngai gan lién véi lich st phat trién cia tri
thirc ma viéc vurgt qua nd dong vai trd quyét dinh ddi v6i qua trinh xay dung kién thic cia
chu thé. Trong hoc tap, viéc vuot qua nhitng chudng ngai tri thirc ludn 1a diéu khong thé
tranh khoi, boi d6 14 yéu t6 cdu thanh nén kién thirc. Dé nghién ciru cac chudng ngai tri
thac luan, Brousseau da dé nghi tién trinh sau :

- Xac dinh nhing sai 1dm thuong xuyén tai dién, chung to rang chung c6 thé nhom lai

quanh mdt quan niém.

- Nghién ciru xem c6 ton tai hay khong nhiing chudng ngai trong lich sir xay dung khai

niém toan hoc.

- Dbi chiéu cac chudng ngai lich str voi chudng ngai hoc tap dé néu co thé thi thiét lap dac

trung khoa hoc luan cua chudng ngai.
1.3. Nghiém ngat hoa gidi tich

Theo Kleiner (2012), nhin lai 2500 nam st dung chirng minh trong toan hoc, khong
chi céc tiéu chuan vé nghiém ngat di thay doi ma con co cac cong cu toan hoc duoc sir
dung dé thiét 1ap su nghiém ngit. Do d6, & Hi Lap c6 dai, mot dinh |i khong phai 13 mot
tinh chit duoc thiét lap cho dén khi né duoc hinh hoc héa. Vao thoi Trung ¢d va Phuc
Hung, hinh hoc tiép tuc 1a ngudi quyét dinh cudi cing cua sy nghiém ngit toan hoc va
ngay ca trong dai sd. Truc giac vé khong gian ctia cac nha toan hoc xuét hién, c6 1& dang
tin cay hon so voi hiéu biét ciia ho vé s6 — mdt di san thira ké cua cac hau qua cua “cudc
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khung hoang vé tinh v6 u6c” & Hi Lap cb dai. Giai tich cua thé ki XVII va dic biét 1a thé
ki XVII1 khong con dé dang duoc ching minh bang thuat ngir hinh hoc, va dai sb da tro
thanh cong cu chinh cua chimg minh. C6 sy két hop gitta dai s6 va hinh hoc trong tac
pham cta Cauchy. Vi Weierstrass va Dedekind & nira phan sau cua thé ki XIX, sé hoc
thay vi hinh hoc hay dai sé da tro thanh ngén ngit ctia toan hoc nghiém ngit. (p.163-164)

Theo Jahnke (2016), thé ki XIX thuong dugc goi 1a thoi Ki nghiém ngit trong todn
hoc. Pay la sy mo ta dac diém chinh xé4c theo nghia giai tich dugc thiét lap trén mot nén
tang ma ching ta luén nhan ra théa dang. Sy nghiém ngat hoa khong chi 1a mot van dé lam
& mot vai khai niém co ban va thay doi cac chimg minh ctia mét vai dinh If co ban; ma nd
con xam nhap hau hét moi linh virc cua giai tich va thay doi né thanh nganh hoc ma chiing
ta dang hoc ¢ truong trung hoc va tai cac truong dai hoc. Phong trao hudng td1 nghiém
ngat tham chi co thé duoc coi 1a mot qua trinh sang tao. N6 tao ra toan bo cac linh vuc moi
ctia toan hoc, dic biét 1a cac nén tang virng chic cua giai tich lién quan dén cac khai niém
hoan toan méi nhu tinh lién tuc diém va lién tuc déu, tinh compac, tinh day du. .. (p.155)

Theo Jahnke (2016), su nghiém ngat hoa giai tich c6 thé dugc chia thanh hai giai
doan: thoi ki Phap do Cauchy théng tri va thoi ki Ptc do Weierstrass thong tri. Piéu nay
phan anh mot birc tranh chung cta toan hoc thé ki XIX, khi d6 Phap 1a nudc dan dau vé
toan hoc ntra thé ki dau va Puc din dau & nta thé ki sau. (p.156)

Nén tang cua nghiém ngit duoc thé hién qua cac tac pham ctia Cauchy, Bolzano va

Weierstrass. Cac dic diém co ban chinh yéu 1a:

- Su xuét hién ctia khai niém giéi han tro thanh nén tang cua Giai tich;

- Vai trd quan trong cuia bat déng thirc trong cac dinh nghia va cic ching minh;

- X4c dinh tinh dung dén cta cac két qua trong Giai tich phai xét dén mién x4c dinh ctia ham

50.

- Dé ¢6 nén tang logic cua Giai tich thi phai hiéu rd ban chét ctia h¢ thong s6 thuc dua trén s6

hoc chir khong phai trén quan niém hinh hoc vé su lién tuc cua céc sb thuc. (Kleiner, 2001,

p. 159)

1.4. 86 hoc héa giii tich

“S6 hoc hoa giai tich” dé cdp dén ddng thoi tén cac nha toan hoc Cauchy,
Weierstrass, Cantor, Dedekind, Dirichlet, Abel va Bolzano. Tién trinh sb hoc hoa cho théy
su can thiét phai dua ra su nghiém ngit trong giai tich & vuot qua su gidi han truc quan
cua cac phuong phap chirng minh ctia cac nha hinh hoc. (Gauthier, 2010, p.5)

Theo Jahnke (2016), vao thé ki XVIII, mot sb nha toan hoc da cb gang dit nén mong
giai tich dwa trén dai sb thay cho hinh hoc. Cach tiép can nay phan 16n bi tir chdi trong thé
ki XIX. Thay vao d6, s6 tu nhién va sé hoc dd cung cip nén tang vimg chic, va khoang
nam 1870, “S6 hoc hoa” d3 tré thanh mot khau hiéu. Cac sd thuc va sd phtc dugc xay
dung tur cac s6 hitu ti, va cac s6 hitu ti duge xay dung tur cac s6 tu nhién, va giai tich dugc
dua tryc tiép trén cach xay dung méi ndy bang cach hoan toan bé qua hinh hoc. Mic du,
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Pasch, Peano, Pieri va Hilbert cung luc di dwa ra mot nén tang tién dé vimg chic vé hinh
hoc, nhung hinh hoc khong bao gid 1dy lai dugc vai trd co s& cta giai tich. (p.156)

Theo Lakorff va Nufiez (2000, p.262) va Ueno (2003, p.71), cum tir “Sé hoc héa
Giai tich” dé cap dén nhitng nd luc cta cac nha toan hoc thé ki XIX dé tao ra mot “Ii thuyét
vé s6 thuec... sir dung cac kién tao Ii thuyét tap hop, bat dau tir cac s6 tu nhién”. Nhitng nd
luc nay da dién ra trong khoang thoi gian 50 nam, véi cac két qua nhu sau:

- Thiét lap cac khai niém co ban lién quan dén gi6i han;
- Rt ra cac dinh i chinh lién quan dén cac khai niém do;
- Tao ra li thuyét vé s thuc.

S6 hoc hoa Giai tich 1a co s& quan trong cho viéc xuét hién dinh nghia gidi han ham
sO ciia Weierstrass.

“Thuat ngit “Sé hoc héa” (Arithmetization) dugc str dung vao thé ki XIX 12 mot mé ta chung

cac chuong trinh khac nhau cung cdp cac nén tang phi hinh hoc cho Giai tich hay cac linh

vuc toan hoc khac. Cac chuong trinh nay bao gém cac kién tao cua tinh lién tuc cta céac sd
thyc tir (cac tap hop vo han, hay cac ddy) sb hitu ti, ciing nhu 1am rd khai niém vé ham sb,

gi6i han, v.v.” (Petri & Schappacher, 2007, p.343)

Hai chu dé chinh trong cc nghién ciru ctia Weierstrass 1a “S6 hoc hoa Giai tich” va
chudi lily thira cing voi chudi ham. Chuong trinh “Sé hoc hoa giai tich” (Arithmetisierung
der Analyse) ctia Weierstrass 1a chuong trinh dé tach Giai tich khoi Hinh hoc va cung cip
cho né mot nén tang giai tich vimg chic. Cung cdp mot co s& logic cho cac s6 thuc, ham sd
va giai tich 1a mot giai doan can thiét trong qua trinh phat trién Giai tich. Weierstrass 1a
mot trong nhimg ngudi dan dau ctia phong trao ndy trong cac bai giang va bai bao ciia ong.

“Ong khong chi mang dén mot tiéu chuin nghiém ngdt madi cho toan hoc cia ong,
ma con ¢ gang lam diéu twong tw voi phan 16n giai tich toan hoc”. (Pinkus, 2000, p.3)

Theo Jahnke (2016), dén cubi thé ki XIX, ciing liic voi xu hudng ngay cang ting dbi
v6i sy nghiém ngat trong gidi tich va s6 hoc hoa toan hoc, nhu Klein (Klein, 1895) da goi,
1a tiép can s6 hoc cia Weierstrass ddi voi I thuyét ham giai tich da tré thanh wu thé va cum
tir “Funktionenlehre” ctia Pc d tro thanh gan nhu dong nghia vai Ii thuyét ham giai tich
theo cac nguyén tic cia Weierstrass. (p.255)

2. Noi dung
2.1. M@t phan tich tri thivc ludn vé sw hinh thanh dinh nghia gi6i han ham sé tai mét
diém ciia Weierstrass

Theo Sinkevich (2016), mic du ki hiéu & va § 1an dau tién dugc Cauchy gidi thiéu
nam 1823, nhung khong c6 méi quan hé phu thudc nao giita J va e dugc Cauchy xac dinh
cu thé. Cho mai dén nim 1861, phuong phap epsilon-delta mé&i duoc trinh bay day du
trong dinh nghia gidi han ham s6 cia Weierstrass. (p.183)

Tong quan lich sir hinh thanh gidi han tir thoi Cé dai dén thé ki XVII
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Trong giai doan nay, cac bai toan vé hinh hoc nhu tinh do dai, tinh dién tich, thé tich
cta vat thé gi61 han bdi duong cong da dugc cac nha toan hoc né tranh céc van dé vo han
va su dung “phuong phéap vét can”.

Phuong phap vét can loai suy tinh vo han bang cach nhd vao mot sd suy ludn kéo
theo mét s6 hitu han cac budc va cac thao tac. Pé thuc hién duoc, cic nha toan hoc phai
chon ra mot s6 thuc tiy ¥ va chi ra rang c6 thé giai bai toan voi sé thuc nay, cudi cing chi
ra rang c6 thé giai quyét bai toan theo cach twong tu cho moi sd thuc bé tiy y. Phuong
phap nay chira dung ngdm an tu tuong chuyén qua giéi han. Xuat phat tir phuong phap vét
can, viéc tinh téng v6 han cua chudi duoc phat trién manh vao thé ki XVII tao mam méng
cho su nay sinh cua khai ni¢m gioi han. Nhung trong giai doan nay, cac nha toan hoc quan
tam nhiéu dén viéc tinh téng cua chudi hon 1a suy nghi vé su hdi tu hay phan ki cua chudi.
Khai niém gidi han van 1a cong cu ngim an dé giai toan, chua phai 1a di tuong nghién
cuu.

Tur sau thé ki XVII, Giai tich toan hoc duoc phat trién manh ma& thong qua cac bai
toan tiép tuyén cuia cac dudng cong, va su phat trién cta vo ciing bé, nhung van khong co
dau vét cua dinh nghia giéi han chit ch& nhu ta biét ngay nay. Cac nha toan hoc da lam
viéc dua trén truc quan ma khong tim kiém tinh chinh xac; trong khi d6 cac két qua duoc
tinh dya trén cac phuong phap chinh xac. Cac dong gop cua cic nha toan hoc dudi day déu
danh du su phat trién cta gi6i han.

Bonaventura Francesco Cavalieri (1598-1647)

Nam 1635, Cavalieri da cong bd cong trinh ndi tiéng nhét, Geometria indivisibilis
continuorum nova. Cong trinh nay 1a sy két hop gitta cac phuong phap ctia Archimedes va
cac thuyét cua Kepler vé viée tinh céc dién tich va thé tich. Trong nghién ctru cia minh,
Cavalieri d3 m6 ta “Phuong phap khong thé chia tach duoc”, (Method of Indivisibles) vé
co ban lién quan dén viéc chia cac hinh hinh hoc thanh céac phén nhoé hon, mac du 6ng
khong str dung cac hinh tam gidac nhu cac nha toan hoc trudc do da lam. (Nevalainen,
2002, p.5)

Cavalieri hinh dung mdi dién tich bao gdbm mét s6 khong xac dinh cac dudng thang
song song va moi thé tich bao gdbm maot sb khong xac dinh cac tiét dién phang. Ong goi cac
duong thang va mat phing nay 1a khong thé chia tach duoc. (Nevalainen, 2002, p.6)

Phén 16n cac cong trinh cua Cavalieri lién quan dén Hinh hoc giai tich va Giai tich,
ma ca hai linh vic d6 chwa duoc phat trién hoan toan vao lic nay. Ong khéng co kién thirc
hinh thirc vé gidi han, mic du cac phuong phap cta dng cho thiy viéc hiéu rd khai niém
nay. Khi c6 thé, Cavalieri di thuc sy tranh nhiing ¥ tudng vé vo cung 16n va vo cing bé,
do d6 thiéu mat sy nghiém ngit trong nghién ctru ctia 6ng. Mic du, di tranh né vé su vo
han nhung Cavalieri di danh diu sy phat trién cta giéi han, mot chu dé kha tuong dong
véi vo han. (Nevalainen, 2002, p.7)

Pierre de Fermat (1601-1665)
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Pierre de Fermat 1a mdt nha toan hoc nguoi Phap ¢ thé ki XVII, da ghi dau cho su
dong goép dbi voi khai niém cua gidi han, mic du lac bay gid giai tich va gidi han chua
duoc dinh nghia. Fermat duoc ghi nhan véi nhiéu budc tién trong hinh hoc giai tich. Bang
cach str dung hinh hoc giai tich, 6ng da tim ra phuong trinh cdc duong cong tuong ty va
x4y dung nhiéu dudng cong méi. Khi nghién ctru cac dudng cong nay, Fermat di khao sat
diém cuc dai va diém cuc tiéu, tir d6 ap dung cho cac tién trinh 1an c4n. Fermat tré nén to
mo vé “bai toan tiép tuyén”. Ong di nhan ra ring ong c6 thé ap dung ki thuat cho viéc tim
cac diém cuc dai va diém cuc tiéu dbi voi viée tim tiép tuyén cia dudng cong. Fermat ciing
dd phat trién mot qua trinh dé tim dién tich mién nam phia dudi cac dudong cong. Tuy
nhién, mac du 6ng da hiéu lam thé nao dé phan hoach mot khoang dé tim dién tich, ong
van chua c6 su két ndi giira diéu do véi tiép tuyén ctua dudng cong, diéu nay dan dén dinh
li co ban cua giai tich ma ca Newton va Leibniz da nhan ra. (Nevalainen, 2002, p.7-8)

Fermat st dung mot “tién trinh giéi han” trén co s¢ thong thudng. Vé sau tién trinh
lan can cua ong ching minh ¢ thé ap dung duoc khi xem xét dén mot dinh nghia hinh
thirc cuia gidi han, nhung khong phai hang tram nam. (Nevalainen, 2002, p.10)

Isaac Newton (1642-1727) va Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716)

Newton dd phat trién giai tich cua 6ng dwa trén khai niém vi phan (fluxion) vao
khoang 1665-1666. Ngay tir dau, ong kham pha cac yéu t6 lién quan dén tinh nghiém ngit.
Quan niém dau tién cua Newton vé giai tich 13 st dung khai niém “vo cung bé”
(infinitesimal), cac gia tri 1én hon 0 nhung nhé hon bat ki dai lwong nao, lam co so cho
phuong phéap xac dinh tiép tuyén cua 6ng. Tuy nhién, viéc sir dung khai niém nay mac du
tao ra két qua ndi chung 1a chinh xac, nhung dan dén khé khin vé nghiém ngit. Newton
tap trung vao cai ma ong goi 1a “ti 18 trude va ti 1& cudi cung” hay 1a “ti 1& dau tién va ti 18
sau”, do la ti I¢ cua cac vo cung bé Xuét phat tur cong thuc dugc sur dung dé tim do dbc (hé
s6 goc) cna duong tiép tuyén. Cong thirc dugc sir dung vé co ban 1a gidng cong thic sir
dung ngay nay. Trong khi co s& nay cho giai tich nghi€ém ngat hon cac vo cung bé, Newton
dd dé lai mot sy mo hd vé nhitng gi 6ng mudn nodi chinh xac vé cac ti 1¢ nay. Do quan niém
ctia Newton vé gidi tich thién vé& mat hinh hoc nhiéu hon, nén quan diém cua ong vé mot
gidi han “bi chin trén v6i cac truc gidc hinh hoc khién 6ng dua ra nhitng phat biéu mo hd
va khong chinh xac” (Boyer, 1949, p.197). Sy mo hd nay trong cong trinh ciia Newton s&
dan dén nhiéu cudc tranh luan giita nhitg nguoi ké thira 6ng vé ¥ nghia thuc su cta nd.

Cudi cung, trong 4n pham ndm 1704 ctia minh, chinh Newton di luu ¥ rang “cac sai
s6 khong dugc coi thudng trong toan hoc, bat ké 1a nhé nhu thé nao” (Boyer, 1949, p.201).
Do d6, mic du sy mo ho con sot lai, Newton da thuc hién mot nd luc co y thuc dé 1am cho
nghién ctru ciia minh nghiém ngit vé ban chat.

Maic du, Newton va Leibniz thuc hi¢n cac nghién ctru doc 1ap véi nhau nhung cac y
tuong ctia ho gan gidng nhau. Mdi xdy dung trong giai tich ctia ho dwa trén ti s va cac tich
cua cac vo cung bé; Newton goi nhitng dai luong nhu vay la “fluxions” (vi phan), va
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Leibniz goi chiing 13 “differentials” (phép tinh vi phan). Ca hai déu str dung Ii thuyét vé vo
cling bé trong viée phat trién toan giai tich. (Kline, 1972, p.279).

Mic du, Leibniz cung cdp nhiéu ki hiéu hitu ich va nhiéu két qua méi cho giai tich,
nhung so voi Newton thi nghién ctru cia ong thiéu sy nghiém ngit. Nghién ctu cua
Liebniz dya trén cac dai luong v6 cung bé, cho rz‘“mg that hiru ich khi xem xét cac dai lugng
nho v6 cung sao cho khi ti s6 cia chiing duge tim kiém thi né s& khong duoc coi 1a khong.
Leibniz d3 bién nhimng dai luong vo cing bé nay thanh nhimg khai niém co ban trong cac
phép tinh vi phan cua 6ng. (Adams, 2013, p.47)

Leonhard Euler (1707-1783)

Giai tich cia Newton va Leibniz 1a giai tich bién s chir khong phai ham sb. Mot
budc dot pha 16n da duoc Euler thuc hién vao khoang giita thé ki XVIII bang cach bién
khai niém ham s thanh trung tim ma giai tich xoay quanh (Kleiner, 2001). Khong giéng
nhu Leibniz dé giai thich thuong sb dy/dx 1a thuong cta cac vi phan, Euler giai thich no 1a
thuong cua cac sé khong 0/0 (Boyer, 1949, p.269). Thuong sé 0/0 1a v6 nghia trong bdi
canh toan hoc vi phép chia cho sé 0 khéng duge phép. Tuy nhién, quan niém nay phu hop
v6i quan diém ctia Wallis, John Bernoulli va Fontenelle, nhitng ngudi quan niém nho vé 1a
nghich dao cua v6 cung 16n. Do dd, ching dai dién cho vo cung bé nhu a/co = 0 va vo cung
16n 1a 1/0 = o (Boyer, 1949, p.245). Mic du ngay nay, diéu nay khong co ¥ nghia gi,
nhung lac d6 ching c6 ¥ nghia tao mbi lién quan gitra cac khai niém “vo cung bé” va “vo
cung 1on”.

Jean le Rond d'Alembert (1717-1783)

“D’Alembert di nhan ra rang khéi niém giéi han 1a rat quan trong di vai giai tich va
dao ham can c6 su hiéu biét vé khai niém giéi han” (Kline, 1972; Hollingdale, 1989).
D’ Alembert khang dinh rang gigi han 1a thir khéng thé vuot qua. Gigi han ciing khong thé
dat duoc. Bay gio chlng ta biét rang giéi han caa cac ham sb lién tuc c6 thé dat duoc.
D’Alembert da duwa ra mot dinh nghia cta gidgi han nhu sau va gigi han caa D’Alembert
khong phai 1a hang sé:

Mot dai lwong duoc cho 14 giGi han ciia mot dai lugng khac khi dai luong thir hai c6 thé tién

gén dén dai lugng thur nhét trong bat ki dai lugng cho trudc, tuy nhién nhd, mac du dai lwong

tht hai c6 thé khong bao gio vuot qua dai lugng ma nd tién gfin dén, do d6 su khac biét cua
mot dai lwong nhu vy véi gidi han cua n6 1a khong thé gan duoc... Khong chi dai luong co
thé khong bao gio vuot qua gioi han cia nd, ma nd con khong thé thuc su dat dugc no.

(Hollingdale, 1989, p.305)

Bernard Bolzano (1781-1848)

Khong giéng nhu Euler giai thich dy/dx 14 ti s6 cua cac s6 0, Bolzano quan niém ki
hiéu dy/dx khong dugc giai thich nhu mot ti s6 hodc mot thuong s6 cua cac sd khong ma la
ki hiéu cho mo6t ham duy nhat (Boyer, 1949, p.269). Ong néi thém rang néu moét ham rat
gon thanh 0/0, thi n6 khdng c6 gié tri xac dinh tai mot diém. Tuy nhién, n6 c6 thé ¢o gia tri
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gi61 han vi ham c6 thé lién tuc tai diém do. Giai thich ndy cta Bolzano van con ¢ gia tri
dén ngay nay. Gia tri giéi han co thé ton tai ngay ca khi ham sé khong dugc xac dinh.
Nhung gia trj ciia ham sb khong ton tai & diém do.

Nhu vy, su nghiém ngit hoa giai tich va chuong trinh sé hoc héa giai tich 1a mot
budc tién quan trong, thay doi cac quan niém cua giai tich tir quan niém hinh hoc sang
quan niém dai s6 vao thé ki XVIII. Bén thé ki XIX, quan niém s6 hoc d3 dat nén mong cho
cac dinh nghia va khai ni¢m tr¢ nén chat ché.

Augustin — Louis Cauchy (1789-1857)

Cauchy da chon mdt vai khai ni¢m co ban 1a gioi han, tinh lién tuc, sy hoi tu, dao
ham va xac dinh rz‘“mg khai niém gidi han 1a trung tam cua tat ca khai niém dé (Kleiner,
2001, p.161). Binh nghia khai niém gidi han cua Cauchy nhu sau:

Khi cac gia tri lién tiép dugc gan cho mot bién sé tién g?m v6 han dén mot gia tri c¢b dinh,

cudi cung s€ khac véi gia tri d6 nhé theo mong muén, gia tri cd dinh d6 duoc goi 1a gidi han

clia tat ca cac gia trj khac. (Kleiner, 2001, p.161)

Maic du, Cauchy noéi vé gid1 han ciia mot bién thay vi gidi han ctia ham, tuy nhién,
ong khong cam két noi didu gi xay ra khi bién d6 tién dan dén giéi han cua né. Co vé & day
Cauchy mudn noi 14 néu mot day duogc tao ra, thi cac ) hang cta day dugc sinh ra s€ tro
nén cang lac nho hon va cic gia tri s cta ching s& rat gan véi 0. Vi mac giam 13 khong
x4c dinh, diéu d6 c6 nghia 1a chung khong bao gio co thé bang khong. Cauchy 1a nguoi
dau tién trinh bay mot phuong phap xir Ii can than c6 hé théng cac chudi hoi tu. Cauchy
dua ra dinh nghia sau: “Mot chudi hoi tu néu tang gia tri cua n, téng sn cta n sd hang dau
tién tién gan dén mot gidi han s, dugc goi 13 tong cua chudi.” (Boyer 1968, p.458).

Pinh nghia nay van ding cho cac gidi han cta chudi hoi ty. Cauchy ciing d chimg
minh rang diéu kién can va du dé mot chudi vo han hoi tu 1a: “Déi voi mot gia tri p dé cho,
dd 16n ctia hiéu gitra s,Va Sp4p tién vé phia 0 khi n ting vo han.” (Boyer, 1968, p.458). Dinh
nghia nay twong tu nhu dinh nghia khong hinh thtrc vé gi6i han duoc sir dung ngay nay.

Nhu vdy, cac nha toan hoc da quen voi viée 1ay cac nén tang nghiém ngit hoa giai
tich nhu mot tong thé hoan chinh. Tuy nhién, trong tac phdm ctia Cauchy, mot dau vét thuc
su con sot lai tir ngudn gbe ctia nghiém ngit hoa giai tich trong cac phép tinh gan dung d6
la ki hiéu epsilon. Cauchy da khong st dung ngon ngir epsilon — delta trong cac chimg
minh tham chi 1a trong cac cong trinh sau nay va ki hi¢u delta khong phu thudc vao ki hi¢u
epsilon cho dén khi dinh nghia gii han duoc chinh xac hoa bai Weierstrass.

Karl Weierstrass (1815-1897)

Maic du, Bolzano 1a nguodi ung hd chinh cho sy nghiém ngat, nhung nha toan hoc
ngudi Duc Weierstrass (1815-1897) 1a nguoi dau tién xay dung dinh nghia tinh cua giéi
han dugc sir dung ngay nay, gigi han L cia ham f(x) tai diém x, bing cach dwa ra dinh
nghia rd rang va chinh xac nhu ngay nay. (Boyer, 1949, p.287).
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Weierstrass d3 mang lai su chinh xac cho giai tich ngay nay. Ong cho rang dé dat
giai tich trén mot nén tang vimg chic, trude tién hé thdng sb thuc phai dugc nghiém ngit
hoa va sau d6 cac khai niém co ban cua giai tich c¢6 thé dugc rat ra tir hé thong sb nay. Do
do, giai tich da duoc thiét 1ap trén nén tang h¢ théng s6 thuc.

Weierstrass trinh bay lai dinh nghia ban dau cua Cauchy vé gidi han theo sé hoc
nghiém ngit, trong d6 chi st dung cac gia tri tuyét d6i va bat dang thirc, dua ra dinh nghia
theo epsilon — delta dang dugc stir dung ngay nay trong mon giai tich. Weierstrass dugc ghi
nhén tao ra cac gidi han tinh va doc 1ap véi thoi gian, va di cung cdp dinh nghia epsilon —
delta hinh thuc: “lim f(x) =L ©VE> 0,36 >0,0< |x — x| <d = |f(x) —L| <

X—Xg
€” (Dunham, 2008, p.130)

Dinh nghia phat biéu rang mot sé L goi 1a gisi han caa mot ham sb £ (x) tai x = x,,
néu, cho trude mot sd epsilon £nho tuy y, tim duogc sb delta & khac sao cho v&i moi gia tri
cua X sai khac véi x, nhé hon & nhung 16n hon 0, thi cac gia tri cua f(x) sai khac véi
L nhd hon &

Dinh nghia gidi han nay, ngay nay duogc goi la dinh nghia epsilon — delta cua gioi
han ham sd, duoc xem 1a cong thue gidi tich chat ché. Pinh nghia da loai bo cac thuat ngl
bé, v cling bé, x tién gin va cang gan nhu mong mudn, va ciu hoi liéu mot bién tién gan
dén gidi han ciia n6 co thé dat dugc gidi han d6 hay khong. Pinh nghia chinh xac ciia mot
giéi han khong lién quan dén y tuong tiép can, ma chi 1a mot trang thai tinh. Ngoai ra,
Weierstrass ciing cung cp cho ching ta ki hi€u lim,_,  dé thé hién “gi¢i han khi X tién
gan x,,”, va trong bai bao nam 1841, Weierstrass viét “lim”. (Burton, 2007, p.619)

Nhu vay, két qua cua phan tich tri thirc ludn cho thiy lich st hinh thanh dinh nghia
duoc bat dau tir su xuat hién ctia cac khai niém vo han vao thoi C6 dai (Thé ki thtr VI trude
Cong Nguyén) va kéo dai cho dén nhitng nd luc cta cac nha toan hoc thé ki XVIII dé lam
cho giai tich duogc tré nén nghi€ém ngat va dén thé ki X1X, nha toan hoc Weierstrass thuc
hién “Chuong trinh sé hoc héa giai tich”, dinh nghia giéi han theo ngdn ngit epsilon —
delta chinh thirc duogc ra doi.

2.2. Cidc két ludn rit ra tiv phan tich lich sie hinh thanh ciia dinh nghia Weierstrass
e Cdc quan diém vé su hinh thanh dinh nghia giéi han ham sé theo ngén ngir & -8

Theo L& Thai Bao Thién Trung (2011, p.63-64), c6 ba quan diém vé sy hinh thanh
gi61 han nhu sau:

- Quan diém “xép xi X”: Néu mot dai luong X tién vé mot gia tri a cta dai lugng nay (theo nghia,

n6 nhan cac gia tri ngay cang gin a) thi dai lvong y — dai luong phu thude X (mdt ham sb bién x)

— tién vé mot gia tri |. Nghia 14 X cang luc cang gan a kéo theo y cang Itc cang gan 1.

- Quan diém “xap xi f(x)”: &6 xap xi cua f(x) v6i | ma ta mong mudn s& quyét dinh do xép

xi ctia X v6i a can chon.

- Quan diém “dai s6” : nguoi ta c6 thé thao tac theo cac quy tic dai sd trén cac gidi han ma

khong dé cap dén nghia cua khai niém gidi han. (Le, 2011)
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e Cdc quan niém anh hwéng 1én sy hinh thanh dinh nghia gi6i han ham sé theo ngén

ngir £-0

Twr phan tich tri thirc ludn & muc 6.1, chiung t6i xac dinh dugc hai quan ni€ém anh
huodng 1én sy hinh thanh dinh nghia gi¢i han ham s6 tai mot diém theo ngon nglt &6 nhu
Sau:

- Quan niém nghiém ngdt héa: quan niém nay manh nha tir thoi c6 dai, nhung mai dén
thé ki XIV n6 anh hudng 1én toan bd tu tudng cac nha toan hoc voi mong mudn cung cd
nén tang toan hoc.

- Quan niém s6 hoc héa: gén lién véi quan niém nghiém ngit hoa véi su nd luc cua
cac nha toan hoc trong sudt 50 nam cua thé ki XIX nham tach Giai tich khoi Hinh hoc.

o Cac ddc trung tri thirc lugn

Tir phén tich qua trinh lich sir hinh thanh dinh nghia giéi han ham s theo ngén ngir ¢
- 0 dua trén cac tai liéu tham khao cua Pinkus (2000), Boyer (1969), Nevalainen (2002),
Edwards (1979), Sinkevich (2016), Petri va Schappacher (2007), chung t6i rat ra duoc
hai déc trung tri thic luan dang cht y sau:

- Dac trung tinh nghiém ngat: thé hién su chinh xac cua khai niém gidi han ham s6;

- Dic trung ki hiéu héa boi epsilon — delta: mé ta gioi han ham sb bang ngdn ngit &- &

- Dic trung moi quan hé phy thude: delta duge xac dinh phu thudc theo epsilon.

o Chuong ngai tri thirc ludn

Lién quan dén viéc lam 13 cac cong trinh ctia Cornu (1983), Sierpinska (1987) dé
xuat danh sach gdbm nam kiéu chudng ngai lién quan dén gi6i han:

- Chudng ngai gan lién véi tinh vo cuc;

- Chudng ngai gén lién v6éi ham sé: tinh don diéu, can trén nho nhat, can dudi 16n
nhét, day gia tri;

- Chudng ngai hinh hoc: truc gidc hinh hoc nhu chudng ngai cho viéc xay dung mot
dinh nghia chat ch€, gigi han nhu bién cia mdt tap hop;

- Chuéng ngai logic gin lién véi van dé cac toan tu;

- Chudng ngai cua Ki hiéu;

- Chuédng ngai gan lién voi tinh phu thudc cia delta theo epsilon: Két qua thuc nghiém
trong muc 1.1. cho thay c6 sinh vién gap mot trong ba kho khin 13 khong ude lwong dugc
8 dé khoang céch tir gia tri ham sb f(x) dén gi6i han L nho hon ¢, véi viée xem xét §doc
lap voi ¢ vi khong nhan ra mbi quan hé phu thudc cua ¢ theo & Mait khac, két qua phan
tich tri thirc luan lich stir cho théy dinh nghia gi¢i han ham s6 theo ngon ngit € - J dugc
Weierstrass cai thién tir cong trinh nghién ctru ctia Bolzano, Cauchy, va ong cb ging tranh
tryc gidc va tranh dé cap dén phat biéu “mot bién tién gan dén mot giéi han” vi no s& goi
nhimg ¥ tudng vé thoi gian va chuyén dong, va xay dung dinh nghia trén cic khai niém
hinh hoc (Kline, 1972, p.952). Mac du, Bolzano va Cauchy da thyc hién nghiém ngat hoa
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giai tich, nhung trong dinh nghia gidi han ham s6, hai ong chi m6 ta epsilon va delta mot
cach ngr:im an va khong thé hién duoc su phu thudc cua delta vao epsilon, va day co thé
duoc xem 1a mot tré ngai trong mong mudn nghiém ngit hoa khai niém giéi han ham sé.
Tir cac két qua phan tich nay, cho phép chung t6i rit ra mot chuéng ngai tri thirc luan cua
dinh nghia Weierstrass vé gi¢i han ham s 1a chudng ngai gdn lién véi tinh phu thudc ciia
delta theo epsilon.

2.3.  Gid thuyét nghién ciru

Tu két qua phan tich tri thuc ludn ¢ cac muc 2.1, 2.2, va tir ba kho khan xac dinh

duogc trong thyc nghi¢m khéao sat ban dau trén SV trong muc 1.1:

- Khéng nhé dinh nghia gidi han ham s theo ngdn ngir &-8;

- Khong hiéu nghia cta khai ni¢m gidi han ham s6 tai mot diém;

- Khdng udc lugng duoc Stheo & dé chimg minh gidi han ham sd.
chung t6i xay dung gia thuyét nghién ctiru H vé cac kho khin cta SV khi 1an dau tiép can
dinh nghia gi¢i han ham sb theo ngdn ngir epsilon-delta nhu sau:

Ton tai khé khan khéng wéc lwong dwoc & sao cho khodng cach giza gia tri ham so
f(x) va gidi han L trong chitng minh gici han ciia mot ham sé & sinh vién khi lan dau tiép
cdn dinh nghia giéi han ham sé theo ngén ngir epsilon-delta ¢é nguon goc tir chuwdng ngai
tri thike ludn: chudng ngai gan lién véi méi quan hé phu thuée cia & theo &,

3.  Kétluin

Két qua phan tich tri thire luan lich sir cho thdy qua trinh hinh thanh dinh nghia gi6i
han ham sb tai mot diém theo ngon ngilr epsilon-delta chiu anh hudéng manh mé hai quan
niém l6n: nghiém ngat hoa va s6 hoc hoa. Pinh nghia cia Weierstrass thé hién tinh chat
ché va chinh xac ctia gi¢i han ham s6 tai mot diém. Trong hai thé ki trude, dinh nghia
epsilon-delta da din dén nhiing tién b hiéu qua trong giai tich va 1am 15 y nghia ctia mot
s6 khai niém cho cac nha toan hoc chuyén nghiép. Ngay nay, né dugc day trong hoc phan
“Giai tich ham mot bién”, nhung ddi véi SV moi bat dau hoc giai tich, n6 to ra qua phic
tap va kho hiéu. Do d6, mot s6 nha dao tao st dung mot phién ban tryc quan nhan manh
trén “tinh xap xi” va “tién gan dén”, nhung luén chira dung cac yéu té phirc tap va mo hd
(Tall, 1981; Juter, 2005).

Hiéu dugc tinh chit ché va chinh x4c cia dinh nghia cia Weierstrass bang ngdn ngi
epsilon-delta s& giup SV co6 mot cai nhin vé nhimg kho khan ma ho phai dwong dau khi
tiép can tri thirc nay.

Chung t6i s& tién hanh mot thuc nghiém dé kiém chimg gia thuyét H trong mot
nghién ciru tiép theo.

% Tuyén bé vé quyén loi: Tac gid xac nhan hoan toan khéng cé xung dét vé quyén loi.
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ABSTRACT

This paper presents an epistemological analysis that clarifies the process of forming the
Weierstrass' epsilon-delta limit definition of functions. The study analyzes the origin of the concept
of limit and the conditions for forming the Weierstrass limit definition of functions over the periods
from Antiquity to the end of the 19th century. The research results allow determining two
mathematical perspectives that influenced the formulation of Weierstrass' definition, rigorization
and arithmetization of analysis; and the epistemological obstacles associated with Weierstrass'
definition. The research results contribute to clarifying the epistemological origin of the difficulties
and mistakes encountered by preservice students of Mathematics when approaching the
Weierstrass' epsilon-delta limit definition of functions.
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