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TÓM TẮT 
Trong bài báo này, chúng tôi tính toán số Betti thứ hai của các đại số Lie lũy linh kiểu 

Jordan được ra trong Duong, Pinczon và Ushirobira (2012) thông qua cách tính tích super-
Poisson trên đại số các dạng đa tuyến tính phản xứng của chúng. 

Từ khóa: đại số Lie toàn phương; đối đồng điều; tích super-Poisson 

 
Mở đầu 

Đại số Lie toàn phương là một đối tượng đại số xuất hiện trong thời gian gần đây và 
đã được nghiên cứu ở nhiều khía cạnh khác nhau. Xét về mặt cấu trúc, một đại số Lie toàn 
phương là kiểu tổng quát của đại số Lie nửa đơn, ở đó dạng Killing sẽ tổng quát thành 
dạng song tuyến tính đối xứng, bất biến và không suy biến. Khi tồn tại một dạng song 
tuyến tính như thế, mọi đại số Lie toàn phương đều có thể tách thành tổng trực tiếp trực 
giao của các ideal không suy biến hoặc là tổng trực tiếp trực giao của một ideal tâm không 
suy biến và một ideal có tâm đẳng cự toàn bộ (Bordemann, 1997; Favre, & Santharoubane, 
1987; Pinczon, & Ushirobira, 2007). Xét về mặt xây dựng, một đại số Lie toàn phương 
không tầm thường có thể coi như là một mở rộng kép của một đại số Lie toàn phương khác 
có số chiều nhỏ hơn bởi những đạo hàm phản xứng (Kac, 1985; Medina, & Revoy, 1985), 
hoặc được xây dựng từ một mở rộng T* của một đại số Lie bởi một đối chu trình cyclic 
(trong trường hợp giải được chẵn chiều) trong Bordemann (1997). Những ứng dụng trong 
vật lí của các đại số Lie toàn phương độc giả có thể xem trong Figueroa-O’Farrill và 
Stanciu (1996).  

Một trong những bài toán lí thú khi nghiên cứu một đại số Lie nói chung và đại số 
Lie toàn phương nói riêng là mô tả được các nhóm đối đồng điều của nó. Santharoubane 

(1983) đã mô tả được đối đồng điều của đại số Lie Heisenberg 2 1n   chiều . Gần 

đây trong Pouseele (2005), tác giả đã đưa ra một phương pháp khác để mô tả đối đồng điều 

                                                 
Cite this article as: Cao Tran Tu Hai, & Duong Minh Thanh (2019). The second Betti number of nilpotent 
Jordan-type Lie algebras. Ho Chi Minh City University of Education Journal of Science, 16(12), 877-890. 
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của một số đại số Lie chứa đại số Lie Heisenberg sao cho đại số Lie Heisenberg này là một 

ideal đối chiều 1 của nó. Trong trường hợp g  là một đại số Lie toàn phương, bài toán mô 

tả nhóm đối đồng điều hệ số trong   của g  có liên quan mật thiết đến tích super-Poisson 

trong bài báo Pinczon et al. (2007). Cách tiếp cận này mở ra một hướng đi trong việc tìm 
kiếm những họ đại số Lie thích hợp với cách tính thông qua tích super-Poisson và từ đó 
giúp cung cấp nhiều thông tin cho bài toán nghiên cứu đại số Lie toàn phương. Mục tiêu 
của chúng tôi trong bài báo này là tính được số Betti thứ hai của họ các đại số Lie lũy linh 
kiểu Jordan được đưa ra trong Duong et al. (2012). 

Bài báo được chia làm 3 mục: Mục đầu tiên nhắc lại một số khái niệm cơ bản và 
kết quả về đối đồng điều của đại số Lie toàn phương; Mục 2 và Mục 3 trình bày kết quả 
mô tả số Betti thứ hai của họ các đại số Lie lũy linh kiểu Jordan; được tính bằng phương 
pháp dựa trên tích super-Poisson. 

Các không gian vectơ được xét trong bài báo này là hữu hạn chiều và trên trường số 

phức . 
1. Đối đồng điều của một đại số Lie toàn phương 

Cho g  là một đại số Lie, V là một không gian vectơ và g:  End( )Vr   là một 

biểu diễn của g  trong V . Với 0k ³ , kí hiệu g( , )kC V  là không gian các ánh xạ k -tuyến 

tính phản xứng từ g g  g  ...  ´ ´ ´  vào V  nếu 1k ³  và g0( , )C V V= . Toán tử đối bờ 

g g1: ( , ) ( , )k k
k
C V C Vd +  được định nghĩa như sau: 

( ) ( )
 ( )

0 0
0

0

,..., ( 1) ( ) ( ,..., ,..., )

                          ( 1) , , ,..., ,..., ,...,

k
i

k k i i k
i

k
i j

j j i j k
i j

f X X X f X X X

f X X X X X X

d r
=

+

<

= -

é ù+ - ê úë û

å

å
 

với mọi g( , )kf C VÎ , g
0
,... ,

k
X X Î , ở đây kí hiệu 

i
X  để chỉ 

i
X  không có trong 

công thức. Ta nói rằng g( , )kf C VÎ  là một k -đối chu trình nếu ߜ݂ ൌ 0 và f  là một k -

đối bờ nếu có g1( , )kg C V-Î  sao cho 
1k

f gd -= . Kí hiệu g( , )kZ V  là tập hợp các k -đối 

chu trình và g( , )kB V  là tập hợp các k -đối bờ, tức là g( , ) Kerk
k

Z V d=  và 

g
1

( , ) Imk
k

B V d -= . Không gian thương g g( , ) / ( , )k kZ V B V  được kí hiệu là g( , )kH V  

và được gọi là nhóm đối đồng điều thứ k  của g  hệ số trong V .  

Một trong những trường hợp đáng chú ý nhất của đối đồng điều đại số Lie là khi V  

một chiều, tức là V =   (hoặc  ). Khi đó g0( , )C =  , g( , )kC   là không gian các 
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ánh xạ k -tuyến tính phản xứng từ g g  g  ...  ´ ´ ´  vào  , tức là ( )g g*( , )k kC = L  

và ( )  ( )0 0
,..., ( 1) , , ,..., ,..., ,..., .

k
i j

i jk k j j k
i j

f X X f X X X X X Xd +

<

é ù= - ê úë ûå  Trong trường 

hợp này, việc mô tả nhóm đối đồng điều g( , )kH   cũng như tính toán số Betti 

g g( ) dim ( , )k
k
b H=   là bài toán mà chúng tôi quan tâm. 

Cho một không gian vectơ phức V  hữu hạn chiều được trang bị một dạng song 

tuyến tính đối xứng B  (ta còn gọi ( , )V B  là một không gian vectơ toàn phương). Pinczon 

et al. (2007) đã giới thiệu khái niệm tích super-Poisson trên không gian ( )*VL  chứa các 

dạng đa tuyến tính phản xứng trên V  như sau: 

{ } 1

1

, ' ( 1) ( ) ( ')
j j

n
k

X X
j

i i+

=

W W = - W  Wå , ( )*k V"W Î L  và ( )*' VW Î L  

ở đây, { }
1

n

j j
X

=
 là một cơ sở trực chuẩn của V . Đối với một đại số Lie toàn phương 

g( , )B  3-dạng liên kết với g  xác định bởi ( ), , ([ , ], )I X Y Z B X Y Z= , g., ,X Y Z" Î  

Pinczon và Ushirobira đã chứng minh được { }, 0I I =  và { },IdW = - W . Nhờ kết quả 

này, việc mô tả các nhóm đối đồng điều g( , )kH   có thể thông qua tính toán các tích 

super-Poisson.  

2. Kết quả chính 
Cho các khối Jordan lũy linh 

( )1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 ,

0 0 0 1

0 0 0 0

nJ J

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç= = ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷çè ø





    





, 2n ³ , 

và không gian vectơ 2n= q  với một cơ sở chính tắc { }1 1,..., , ,...,n nX X Y Y . Xét ánh xạ 

tuyến tính :C q q  với ma trận đối với cơ sở chính tắc là 
0

0

n

t
n

J
C

J

æ ö÷ç ÷ç= ÷ç ÷ç - ÷÷çè ø
. Khi đó, 

(2 )C nÎ o . Gọi 2nj = 0 0X YÅ Å q  là một mở rộng của q  bởi C  với tích Lie được xác 

định bởi [ ] ( )0,Y X C X= , [ ] 0, ( ( ), )X Y B C X Y X= , ,X Y" Î q , [ ]0 2, 0nX =j . Định nghĩa 
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dạng song tuyến tính B  được xác định bởi ( ),i j ijB X Y d=  với , 0,i j n= . Khi đó B  là 

một dạng song tuyến tính đối xứng bất biến, không suy biến và 2nj  cùng với B  trở thành 

một đại số Lie toàn phương. Vì với 1n = , 2j  là đại số Lie giao hoán 4 chiều. Đây là 

trường hợp tầm thường nên trong trường hợp này ta chỉ xét 2n ³ . 

Ta xét tiếp không gian vectơ 2 1n+= q  với một cơ sở chính tắc 

{ }1 1,..., , , ,...,n nX X T Y Y . Định nghĩa ánh xạ tuyến tính :C q q  với ma trận đối với cơ 

sở chính tắc 
1

0

n

t
n

J M
C

J

+æ ö÷ç ÷ç= ÷ç ÷ç - ÷÷çè ø
, trong đó M  là ma trận ( 1)n n+ ´  có tất cả các số hạng 

bằng không ngoại trừ 1, 1n nm + = - . Khi đó (2 1)C nÎ +o . Gọi 2 1n+j = 0 0X YÅ Å q  

là mở rộng của q  bởi C  với tích Lie được xác định như sau: 

[ ] ( )0,Y X C X= , [ ] 0, ( ( ), )X Y B C X Y X= , ,X Y" Î q , 0 2 1, 0nX +é ù =ë ûj . 

Và dạng song tuyến tính được xác định bởi ( ),i j ijB X Y d=  với , 0,i j n= , ( ), 1B T T = . 

Các đại số Lie 2nj , 2 1n+j  như trên được gọi là đại số Lie lũy linh kiểu Jordan (xem 

Duong et al. (2012)). Kết quả chính của bài báo này là định lí sau: 
Định lí.  

Với các kí hiệu như trên, số Betti thứ hai của các đại số Lie lũy linh kiểu Jordan 
được cho bởi công thức: 

(i) 
2 4( ) 8,b =j ( )2 2 2 2

2n

n
b n

é ù
ê ú= + +ê úë û

j  với 3.n ³  

(ii) 
2 3( ) 3,b =j ( )2 2 1 2 2

2n

n
b n+

é ù
ê ú= + +ê úë û

j  với 2.n ³  

3. Chứng minh kết quả chính 

3.1. Đối đồng điều thứ hai của 4j  ( 2n = ) 

Đối với 4j , ta có các tích Lie khác không như sau: 0 1 2,Y Y Yé ù = -ê úë û
, 

[ ] ( )0 1 1 2,Y Y C Y Y= =- ,[ ]2 1 0,X Y X= . Dạng song tuyến tính xác định bởi 

( ),i j ijB X Y d=  với , 0,2i j = . Gọi  { }1 2 1 2, , , , ,a b a a b b  là cở sở đối ngẫu của

{ }0 0 1 2 1 2, , , , ,X Y X X Y Y  và { }1 2,V span a a= , { }1 2W ,span b b= . Dễ dàng kiểm tra 

được 3-dạng liên kết với 4j  được xác định bởi 2 1.I b a b=    Ta có  

( ) { }2
4 4( ) :XB span I Xi= Îj j { }2 1 2 1, ,span a b b a b b=    và 

( )2
4dim 3.B =j  
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Ta tính toán { },.I  trên các hạng tử trực tiếp ta suy ra  

( )j2 2 1 1 2 1 2
4

1 2 2 2 1 1

[ ],[ ],[ ],[ ],[ ],

[ ],[ ],[ ]
H span

a a a b b a b b a a

b b a b a b a b a b

ì üï ï    ï ïï ï= í ýï ï  +   - ï ïï ïî þ
 và do đó 

2 4( ) 8.=b j  

3.2. Đối đồng điều thứ hai của 2nj  với 2n >  

Ta có các tích Lie khác không như sau: 0 2 1,Y X Xé ù =ê úë û
, ....,  0 1, n nY X X -

é ù =ê úë û
, 

0 1 2,Y Y Yé ù = -ê úë û
, ...., 0 1, n nY Y Y-

é ù = -ê úë û
, [ ]2 1 0,X Y X= , [ ]3 2 0,X Y X= , ...., 

[ ]1 2 0,n nX Y X- - = , [ ]1 0,n nX Y X- = . Dạng song tuyến tính xác định bởi ( ),i j ijB X Y d= . 

Gọi  { }1 1, , ,..., , ,...,n na b a a b b  là cở sở đối ngẫu của{ }0 0 1 1, , ,..., , ,...,n nX Y X X Y Y  và  

{ }1,..., nV span a a= , { }1W ,..., nspan b b= . Dễ dàng kiểm tra được 3-dạng liên kết 

với 2nj  được xác định bởi 
1

1
1

.
n

i i
i

I b a b
-

+
=

æ ö÷ç ÷=  ç ÷ç ÷çè ø
å  Ta có 

( ) { }2
2 2( ) :n X nB span I Xi= Îj j

1

1 1
1

, , : 1, 1
n

i i i i
i

span i na b b a b b
-

+ +
=

ì üï ïï ï=    = -í ýï ïï ïî þ
å  

và ( )2
2dim 2 1.nB n= -j  Không gian ( )j2

2 ,nC   được phân tích thành tổng trực tiếp các 

không gian các 2-dạng: ( )V Wa  Å , ( )V Wb  Å , ( )2 V , ( )2 W , WV  , a b . 

Sau đây ta tính toán toán tử { },.I  trên các hạng tử trực tiếp này. 

(1) Trên ( )V Wa  Å , ta có { } { }er , ( ) 0k I V Wa Å = . 

(2) Trên ( )V Wb  Å , tính toán trực tiếp ta được { }dim er , ( ) 2 .k I V W nb  Å =  

(3)  Trên ( )2 V , ta có 

{ }1, 0n nI a a-  = , { } 1, i n i nI a a b a a+ =    với 1 1i n£ < - , 

{ }1 2, i i i iI a a b a a+ + =    với 1 1i n£ < - , 

{ } 1 1, i j i j i jI a a b a a b a a+ + =   +    với 1 1, 1i j j n£ < - £ - . 

Do đó ( ){ }2
1 er ,n n k I Va a-  Î  . Chú ý rằng mọi ( ){ }2er ,k I Vw Î   đều có dạng 

( ){ }
1 2 2

2
1 1

2 1 1 1 1

. . . . er , .
n n n

ij i j i i i j j n n n
i j n i j

a b c d k I Vw a a a a a a a a
- - -

+ -
£ + < £ - = =

=  +  +  +  Î å å å

Giả sử ( ){ }
2 2

2
1

1 1

. . ker ,
n n

i i i j j n
i j

b c I Vw a a a a
- -

+
= =

=  +  Î å å  sao cho các ib  không đồng 
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thời bằng không. Ta có { }
2 2

2 1
1 1

, . . 0
n n

i i i j j n
i j

I b cw b a a b a a
- -

+ +
= =

=   +   =å å . Gọi 0i  là 

chỉ số sao cho 
0

0ib ¹ (không mất tính tổng quát, ta có thể chọn 
0

1ib = ). Để triệt tiêu 

{ }
0 0 0 01 2, i i i iI a a b a a+ + =    ta phải có 

0 00 12 , i ii n c b-+ = = - nên 

2 1 3n n n nw a a a a- - -=  -   hay ( ){ }2
3 2 1 ker ,n n n n I Va a a a- - - -  Î  . 

Giả sử ( ){ }
1 2 2

2
1

2 1 1 1 1

. . . ker ,
n n n

ij i j i i i j j n
i j n i j

a b c I Vw a a a a a a
- - -

+
£+ < £ - = =

=  +  +  Î å å å  sao cho 

các ija  không đồng thời bằng không. Ta có 

{ } ( )
1

1 1
2 1 1

, .
n

ij i j i j
i j n

I aw b a a b a a
-

+ +
£ + < £ -

=   +  å  

2 2

2 1
1 1

. . 0.
n n

i i i j j n
i j

b cb a a b a a
- -

+ +
= =

+   +   =å å  

Gọi 0i  là số nhỏ nhất sao cho tồn tại 0 0 1j i> +  để 
0 0

0i ja ¹ (không mất tính tổng 

quát, ta có thể chọn 
0 0

1i ja = ). Nếu  0 1j n< - , để triệt tiêu  
0 0 0 0 1i j i ja b a a +   phải có 

0 0 0 01, 1 , 0i j i ja a- + =- ¹ , mâu thuẫn với tính nhỏ nhất của 0i . Do đó 0 1j n= - . Nếu 

0 1i =  thì { } { }
0 0 1 1 2 1 1, ,i j n n nI Ia a a a b a a b a a- - =  =   +   . Theo cách tính 

{ },I w , ta không thể triệt tiêu 1 nb a a  , vô lí, do đó 0 1.i >  Do  

{ }
0 0 0 0 01, i j i j i nI a a b a a b a a+ =   +     

nên 
0 0 0 1 1 0 01 ,i i j i j i jc a a a- =- =-  với 1 0 1 01, 1i i j j= + = - . Ta lại có 

{ }
1 1 1 1 1 11 1, i j i j i jI a a b a a b a a+ + =   +    

nên 
2 2 1 1i j i ja a=-  với 2 1 2 11, 1i i j j= + = - . Tiếp tục quá trình này ta được 

1 1s s s si j i ja a
- -

= -  với 1 0 11 , 1 1s s s si i i s j j n s- -= + = + = - = - -  sao cho 2s sj i= +  

hoặc 3s sj i= + .  

Nếu 2s sj i= +  thì { } 1 2 3,
s s s s s si j i i i iI a a b a a b a a+ + + =   +   . Từ cách tính 

{ },I w  trên, ta không thể triệt tiêu 1 2s si ib a a+ +  , do đó trường hợp này không xảy ra. 

Nếu 3s sj i= +  thì { }
2 21 3 4,

s s s si j i i i iI a a b a a b a a+ + + =   +   . Khi đó để 

triệt tiêu 
21 3si ib a a+ +  , ta cần chọn 1s s si i jb a+ = - . Nên ta cần chọn 0 1, 0i s> ³  sao 

cho 0 3 1i s n s+ + = - -  hay 0 2i n l= -  với 2 1
2

n
l

é ù
£ £ -ê úê úë û

 .  
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Do đó ( ){ }2
2 1

1

er , V ( 1) : 1,2,..., .
2

k
i
n k i n i

i

n
k I span ka a- + - +

=

ì üé ùï ïï ïê ú == -  =í ýê úï ïï ïë ûî þ
å  

(4) Trên ( )2 W , tương tự như trong tính toán trên ( )2 V , ta có 

( ){ }2
2 1

1

er , W ( 1) : 1,2,..., .
2

k
i
i k i

i

n
k I span kb b - +

=

ì üï ïé ùï ï = -  = ê úí ýï ïê úë ûï ïî þ
å  

(5) Trên WV  , với 1, 1i n= - , 2,j n=  ta có 

{ } 1 1, i j i j i jI a b b a b b a b+ - =   -   , 

{ } 1, ,n j n jI a b b a b - = -    { }1 1 1, ,i iI a b b a b+ =    { }1, 0nI a b = . 

Do đó { }1 er , Wn k I Va b Î  . Giả sử { }
1

i 1 j
1 2

. . er , W
n n

i n j
i j

b c k I Va b a b
-

= =

 +  Î å å  

sao cho các ib  không đồng thời bằng không. Ta có 

{ }
1

1 1 1
1 2

, . . 0
n n

i i j n j
i j

I b cw b a b b a b
-

+ -
= =

=   -   =å å . 

Gọi 0i  là số nhỏ nhất sao cho 
0

0ib ¹ . Nếu 0 1i n< - , do 

{ }
0 01 1 1, i iI a b b a b+ =    ta không thể triệt tiêu được nên 0 1i n= - . Khi đó để triệt 

tiêu { }
0 1 1, i nI a b b a b =   , ta chỉ cần chọn 2 n-1c b=  do đó 

{ }1 1 2 er ,n n k I V Va b a b-  +  Î  . Giả sử 

{ }
1

2
ij i 1 j

1, 1, 1 2
2,

. . . er , W
n n

i j i n j
i n i j
j n

a b c k I Vw a b a b a b
-

= - = =
=

=  +  +  Î å å å  

sao cho các ija  không đồng thời bằng không. Ta có 

{ } ( )1 1
1, 1,
2,

, .ij i j i j
i n
j n

I aw b a b b a b+ -
= -
=

=   -  å  

1

1 1 1
1 2

. . 0.
n m

i i j n j
i j

b cb a b b a b
-

+ -
= =

+   -   =å å  

Gọi 0i  là số nhỏ nhất sao cho tồn tại 0j  để 
0 0

0i ja ¹  (không mất tính tổng quát, ta có 

thể chọn 
0 0

1i ja = ). Nếu  0 2j > , để triệt tiêu 
0 0 0 0 1i j i ja b a b --    phải có 

0 0 0 01, 1 , 0i j i ja a- - = ¹ , mâu thuẫn với tính nhỏ nhất của 0i . Do đó 0 2j = . Nếu 0 1i = thì  

{ } { }
0 0 1 2 2 2 1 1, ,i jI Ia b a b b a b b a b =  =   -   , 
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khi đó ta không thể triệt tiêu 1 1b a b-   , vô lí. Nên 0 1.i >  Do  

{ }
0 0 0 0 01 1, i j i j iI a b b a b b a b+ =   -    

nên 
0 0 0 1 1 0 01 ,i i j i j i jb a a a- = =  với 1 0 1 01, 1i i j j= + = + . Ta lại có 

{ }
1 1 1 1 1 11 1, i j i j i jI a b b a b b a b+ - =   -    

nên 
2 2 1 1i j i ja a=  với 2 1 2 11, 1i i j j= + = + . Tiếp tục quá trình này đến lúc nào đó, ta được 

1 1s s s si j i ja a
- -

=  với 1 0 11 , 1 2s s s si i i s j j s- -= + = + = + = +  sao cho 0 1i s n+ = -  

hoặc 3s n+ = .  

Nếu 0 1i s n+ £ -  và 2s n+ =  thì  

{ }
01 1,

s s si j i n i nI a b b a b b a b+ - =   -   , 

ta không thể triệt tiêu 1si nb a b+   nên trường hợp này không xảy ra. 

Nếu 0 1i s n+ = -  và 2s n+ <  thì 

{ } 1 1,
s s s si j n j n jI a b b a b b a b- - =   -   . 

Để triệt tiêu 
sn jb a b   cần chọn 1 .

s s sj i jc a+ =  Do đó để có { }er , Wk I Vw Î   ta phải 

có 0 1i > , 0s ³ , sao cho 0 1i s n+ = -  và 2s n+ < . Điều này tương đương với 

01 1i n< £ - . Ta chỉ cần chọn 0 2,..., 1i n= - . Do đó  

{ } 1 1 2 2

2 1 1 2 3 1 1 2 1

.... ,....,
er , W

, ,
n n

n n n n n n

k I V span
a b a b a b

a b a b a b a b a b a b- - -

ì üï ï +  + + ï ïï ï = í ýï ï +  +   +  ï ïï ïî þ

hay { }
1 2

1 2 1
1 1 1

er , W , , ,...., .
n n n

i i i i i i n
i i i

k I V span a b a b a b a b
- -

+ +
= = =

ì üï ïï ï =    í ýï ïï ïî þ
å å å  

(6) Trên a b , ta có { }
1

1
1

,
n

i i
i

I a b b a b
-

+
=

æ ö÷ç ÷ =  ç ÷ç ÷çè ø
å  thuộc ( ){ }, WI V  . 

Đồng thời, ta tính được 

1

, ( 1 ) 0
n

i i
i

I n ia b a b
=

ì üï ïï ï - + -  =í ýï ïï ïî þ
å  nên { }

1

( 1 ) er ,.
n

i i
i

n i k Ia b a b
=

 - + -  Îå  

Từ tất cả các điều tính toán trên, ta suy ra kết quả về các 2-đối chu trình và đối đồng 
điều như sau. 

( )2
2nZ =j ( ){ } ( ){ } { }2( ) er , V er , W er , WV W k I k I k I Vb  Å Å  Å  Å   

1

( 1 )
n

i i
i

n ia b a b
=

Å  - + - å . 
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Do đó ( )2
2dim 2 2 1 3 2 1

2 2n
n n

Z n n n
é ù é ù

= + + + = + +ê ú ê úê ú ê úë û ë û
j . Vậy ( )2 2 2 2.

2

é ù
ê ú= + +ê úë û

n

n
b nj  

3.3. Đối đồng điều thứ hai của 3j  ( 1n = ) 

Ta có các tích Lie khác không như sau: 0 1,TY Xé ù =ê úë û , 
0 1,Y Y Té ù = -ê úë û , 

1 0,T Y Xé ù =ê úë û
. 

Dạng song tuyến tính xác định bởi ( ),i j ijB X Y d=  với , 0,2i j = , ( ), 1B T T = . Gọi  

{ }1 1, , , ,a b a g b  là cở sở đối ngẫu của{ }0 0 1 1, , , ,X Y X T Y . Dễ dàng kiểm tra được 3-dạng 

liên kết với 
3j  được xác định bởi 1.I b g b=    

Khi đó ( )j2
3B { }1 1, ,span g b b b b g=    và ( )2

3dim 3.B =j  Tính toán ta 

được ( ) { }j 1 1
2

3 1 1[ ],[ ],[ ]H span b a b b a ba a - =   và ( )2 3 3b =j . 

3.4. Đối đồng điều thứ hai của 2 1n+j  với 2n ³  

Ta có các tích Lie 0 2 1,Y X Xé ù =ê úë û
,...,  0 1, n nY X X -

é ù =ê úë û
, 0 1 2,Y Y Yé ù = -ê úë û

,..., 

0 1, n nY Y Y-
é ù = -ê úë û

, 0, nY Y Té ù = -ê úë û
, [ ]2 1 0,X Y X= , [ ]3 2 0,X Y X= ,..., [ ]1 2 0,n nX Y X- - = , 

[ ]1 0,n nX Y X- = . Dạng song tuyến tính xác định bởi ( ),i j ijB X Y d=  với , 0,i j n= , 

( ), 1B T T = . Gọi  { }1 1, , ,..., , , ,...,n na b a a g b b  là cở sở đối ngẫu của 

{ }0 0 1 1, , ,..., , , ,...,n nX Y X X T Y Y  và { }1,..., nV span a a= , { }1W ,..., nspan b b= . Dễ 

dàng kiểm tra được 3-dạng liên kết với 2 1n+j  được xác định bởi: I b= W . Ta có 

( )j2
2 1nB +  { }1, , , : 1, 1, 1,i jspan i n j nb a b b b g+= W    = - =  

và ( )j2
2 1dim 2 1nB n+ = + . ( )2

2 1nC +j  được phân tích thành tổng trực tiếp các không gian 

các 2-dạng: 

( )V Wa  Å , ( )V Wb  Å , a g , b g , ( )2 V , ( )2 W , 

( )( ) ( )2\V W W WgÅ Å   , Vg  , a b . 

Sau đây ta tính toán toán tử { },.I  trên các hạng tử trực tiếp này. 

(1) Trên ( )V Wa  Å , { } { }er , ( ) 0k I V Wa  Å = . 

(2) Trên ( )V Wb  Å , { }dim er , ( ) 2 .k I V W nb  Å =  

(3) Trên a g , ta có { }
1

1
1

,
n

i i n
i

I a g g a b a b b
-

+
=

 =   -  å . 
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(4)  Trên b g , ta có { }, 0I b g = . Và trên ( )2 V , ta có ( ){ } { }2, 0 .ker I V =  

(5)  Trên ( )2 W , tương tự như trong tính toán đối đồng điều của 2nj , ta có 

( ){ }2
2 1

1

, ( 1) : 1,2, , .
2

k
i
n k i n i

i

n
ker I W span kb b- + - +

=

ì üé ùï ïï ïê ú = -  = ¼í ýê úï ïï ïë ûî þ
å  

(6)  Trên ( )( ) ( )2\V W W WgÅ Å   , với 1, 1, 2,i n j n= - =  ta có 

{ } 1 1, ,i j i j i jI a b b a b b a b+ - =   -    

{ } 1, ,n j j n jI a b b g b b a b - =   -    

{ }1 1 1, ,i iI a b b a b+ =    { }1 1, .nI a b b g b =    

Nên { } ( ) ( ), .I V W V W Wb b g Ì   Å    

{ } 1,  , 2, 1,i n i iI i ng b b b b b g b - = -   -   = -  

{ } 1, ,n nI g b b g b - = -    { }1 1, .nI g b b b b = -    

Nên { } ( ) ( ), W .nI W Wg b b b g Ì   Å   Giả sử 

1

1 11, 1,
1 2

2,

.
n n

ij i j i i j n j ni n
i j

j n

a b c dw a b a b a b a b
-

= -
= =

=

=  +  +  + å å å   

1

1 1 1 2
1 1 2 3

n n

ij i j i i i j j
i j n i j

a b c db b b b b b b b
-

+
< + < £ = =

¢ ¢ ¢ ¢+  +  +  + å å å  

( )( ) ( ){ }
1

2
1

2

, \ .
n

i i n
i

x y z ker I V W W Wg b g b g b g
-

=

+  +  +  Î Å Å  å   

Ta có { } ( )
1

1 1 1 11, 1,
1

2,

,
n

ij i j i j i ii n
i

j n

I a bw b a b b a b b a b
-

+ - += -
=

=

=   -   +  å å   

( )1 1
2

.  
n

j j n j
j

c db g b b a b b g b-
=

+   -   +  å       

( )1 1
1 1

ij i j i j
i j n

a b b b b b b- -
< + < £

¢-   +  å     

1

1 1 1 1
2 3

n n

i i i j j
i j

b cb b b b b b
-

- + -
= =

¢ ¢-   -  å å  
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( )
1

1 1 1
2

. 0.
n

i n i i n n
i

x y zb b b b g b b g b b b b
-

- -
=

-   +   -   -   =å    

Để triệt tiêu nb g b   ta phải có 0nc = . Ta có 

{ } ( )1, . .n n n n n n nI c ca b b g b b a b - =   -    

Để triệt tiêu 1n nb a b -   ta phải có 1, 1n n nc a - -= . Ta có 

{ } ( )1, 1 1 1 1, 1 1 1 2, . .n n n n n n n n n nI a aa b b a b b a b- - - - - - - - - =   -    

Tiếp tục triệt tiêu 1 2n nb a b- -  , ta có 1, 1 2, 2n n n na a- - - -= . Tiếp tục quá trình triệt 

tiêu này, ta được 1, 1 2, 2 3, 3 2,2 10 .n n n n n n nc a a a a b- - - - - -= = = = =¼= =  Để triệt tiêu 

1nb g b -   ta phải có 1ny c -= . Ta có 

{ } ( )1 1 1 1 2, . .n n n n n n nI c ca b b g b b a b- - - - - =   -    

Để triệt tiêu 2n nb a b -   ta phải có 1 1, 2n n nc a- - -= . Ta có 

{ } ( )1, 2 1 2 1, 2 2 1 3, . .n n n n n n n n n nI a aa b b a b b a b- - - - - - - - - =   -    

Lập luận tương tự như trên ta được  

1 1, 2 2, 3 3, 4 3,2 2.n n n n n n ny c a a a a b- - - - - - -= = = = =¼= =  

1 2 1, 3 2, 4 3, 5 4,2 30 .n n n n n n n nx c a a a a b- - - - - - - -= = = = = =¼= =  

Chú ý rằng để triệt tiêu 1 1b a b  , ta phải có 1,2 0a = . Giả sử 1k >  sao cho 

0n kx - ¹ . Để triệt tiêu { } ( )1, . ,n k n k n k n n k n kI x xg b b b b b g b- - - - - - = -   +    ta 

phải có:   

(a) 1n k n kx c- - -= . Ta có  

{ } ( )1 1 1 1 2, . .n k n n k n k n k n n kI c ca b b g b b a b- - - - - - - - - - =   -    

Để triệt tiêu 2n n kb a b - -   ta phải có 1 1, 1n k n n kc x- - - - -= , từ đó dẫn tới  

1 1, 1 2, 2 3, 3 ,2 1n k n k n n k n n k n n k k kx c a a a a b- - - - - - - - - - - - -= = = = =¼= =  

(b) 1,n k n k nx a- - +
¢= . Ta có  

{ } ( )1, 1, 1, 1 1, . .n k n n k n n n k n n k n n k nI a ab b b b b b b b- + - + - + - - + -
¢ ¢ = -   +    

Để triệt tiêu 1 1n k nb b b- + -   ta phải có 1, 2, 1n k n n k na a- + - + -
¢ ¢= - , từ đó suy ra 

1, 2, 1 3, 2 1 ,( 1) ,l
n k n k n n k n n k n n k l n lx a a a a- - + - + - - + - - + + -

¢ ¢ ¢ ¢= = - = =¼= -  

trong đó 1 3n k l n l- + + + = -  hoặc 1 2n k l n l- + + + = - . 
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 Nếu 1 3n k l n l- + + + = - , ta viết lại 2 4k l= + , đặt 1n k l m- + + = , ta có 

{ } ( ), 3 3 , 3 1 3 2, . .m m m m m m m m m mI a ab b b b b b b b+ + + - + +
¢ ¢ = -   +    

Nên , 3 1m m ma b+ +
¢ ¢= -  và { }1 1 2 2, . .m m m m m mI b bb b b b b+ + + +

¢ ¢ = -    Đến đây ta 

triệt tiêu được tất cả nên trường hợp k  chẵn này nhận. 

 Nếu 1 2n k l n l- + + + = - , ta viết lại 2 3k l= + , đặt 1n k l m- + + = , ta có 

{ } ( ), 2 2 , 2 1 2 1, . .m m m m m m m m m mI a ab b b b b b b b+ + + - + +
¢ ¢ = -   +    

Đến đây ta không thể triệt tiêu  1m mb b b +  . Do đó trường hợp k  lẻ không xảy ra.  

Cụ thể hơn, ta tìm những 2-dạng triệt tiêu qua tác động của toán tử { ,.}I  bằng cách xét hai 

trường hợp của n . 

(i)  Nếu n  chẵn, 2n p= : ( )( ) ( ){ }2, \ker I V W W WgÅ Å    

1 3

1 2 3 1
1 1

{ , ,
n n

n i i n i i n n
i i

span g b a b g b a b b b
- -

+ - + -
= =

=  +   +  - å å  

( 2)
2 2 1 3 2 4 2 1 2 1, ( 1) }.p

p p p p pg b a b b b b b b b-
- - -¼  +  -  +  +¼+ -    

  

Do đó ( )( ) ( ){ }2, \ .dimker I V W W W pgÅ Å   =  

(ii) Nếu n  lẻ, 2 1n p= + : ( )( ) ( ){ }2, \ker I V W W WgÅ Å     

1 3

1 2 3 1
1 1

{ , ,
n n

n i i n i i n n
i i

span g b a b g b a b b b
- -

+ - + -
= =

=  +   +  + å å  

3
3 2 1 2 1 2 4 2 1 5 2 2 3, ( 1) ,p

p p p p p pg b a b a b b b b b b b+
+ + + +¼  +  +  -  +  -¼+ - 

1
1 2 2 1 3 2 4 2 1 2 1( 1) }.p

p p p p pg b b b b b b b b b-
+ - - - -  +  -  +¼+ -   

Do đó ( )( ) ( ){ }2, \ 1.dimker I V W W W pgÅ Å   = +  Nói chung cả hai trường 

hợp của n  ta đều nhận đươc ( )( ) ( ){ }2 1
, \ .

2

n
dimker I V W W Wg

é ù+ê úÅ Å   = ê úë û
 

(7)  Trên Vg  , { } 1, i n i iI g a b b a b g a + = -   +    với 1, 1i n= -  và 

{ }, n n nI g a b b a = -    nên { } ( ) ( ), .nI V V Vg b b b g Ì   Å    Giả sử 

{ }
1

1

. ker , .
n

i i n
i

a b I Vw g a g a g
-

=

=  +  Î å  
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Ta có { } ( )
1

1
1

, . 0.
n

i n i i n n
i

I a bw b b a b g a b b a
-

+
=

=   +   -   =å  Do đó 0b =  

dẫn đến 0ia = . Vì vậy { } { }, 0 .ker I Vg  =  

(8)  Trên a b , ta có { } ( ){ }
1

1
1

,   , .
n

i i
i

I I V Wa b b a b
-

+
=

æ ö÷ç ÷ç =   Î ÷ç ÷÷çè ø
å  Đồng thời, 

ta tính được 
1

, ( 1 ) 0
n

i i
i

I n ia b a b
=

ì üï ïï ï - + -  =í ýï ïï ïî þ
å  nên 

{ }
1

( 1 ) ,. .
n

i i
i

n i ker Ia b a b
=

 - + -  Îå  

Từ đó ta có kết quả như sau: 

( ) ( ){ }2 2
2 ( ) ,nZ V W ker I Wb b g=  Å Å  Å j    

( )( ) ( )2

1

\ ( 1 ) .
n

i i
i

V W W W n ig a b a b
=

Å Å Å   Å  - + - å  

Do đó ( )j2
2

1
2 2

2 2n

n n
dimZ n

é ù é ù+ê ú ê ú= + ++ +ê ú ê úë û ë û
 và  ( )2 2 1

1
1.

2 2n

n n
b +

é ù é ù+ê ú ê ú= + +ê ú ê úë û ë û
j  

 
 

 Tuyên bố về quyền lợi: Các tác giả xác nhận hoàn toàn không có xung đột về quyền lợi. 
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ABSTRACT 

In this paper, we calculate the second Betti number of nilpotent Jordan-type Lie algebras in 
Duong, Pinczon and Ushirobira (2012) through computing super-Poisson brackets on their 

algebra of multi – skew symmetric forms. 
Keywords: Quadratic Lie algebras; Cohomology; super-Poisson bracket 

 


